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ТЕОРИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ. 1 
ПРИНЦИП МАКСИМУМА 


В работе дается подробное изложение результатов, ранее кратко 
изложенных авторами в ряде заметок [см. (')—(5) и (3)]. 


Многие технические задачи связаны с рассмотрением так называемых 
оптимальных процессов, характеризуемых тем, что процесс управления 
некоторым техническим объектом должен быть в каком-то определенном 
смысле наилучшим («оптимальным»), например время или работа, затра- 
ченные для достижения определенного состояния, должны быть наимень- 
шими. Мы даем в настоящей работе весьма общие необхо димые усло- 
вия оптимальности, кратко опубликованные ранее в заметках (1), (°), (3). 
Эти условия изложены здесь в форме принципа максимума [см. (1)] 
и применимы к рассматриваемому ниже общему случаю системы вида (1). 
Вопрос о связи принципа максимума с классическими результатами ва- 
риационного исчисления обсуждается ниже (п. 8). 

В частном случае линейных систем и оптимальности, понимаемой в 
смысле «быстродействия», имеются некоторые дальнейшие результаты 
(“), (5): существование оптимальных управлений, синтез оптимальных 
управлений и др. Эти вопросы подробно рассмотрены во второй половине 
статьи ($). 

1. Допустимые управления. Мы будем рассматривать поведе- 
ние объекта, состояние которого в каждый момент времени характеризу- 
ется п переменными 2", 1*,..., 4” (например, координатами и скоро- 
стями). Векторное пространство Х векторной переменной 2 = {21,1°,...,2”} 
является фазовым пространством рассматриваемого объекта. Поведе- 
ние (движение) объекта заключается (с математической точки зрения) 
в том, что переменные 271, 2*,..., 2” меняются с течением времени. Предпо- 
лагается, что движением объекта можно управлять, т. е. что объект 
снабжен некоторыми «рулями», от положения которых зависит движе- 
ние объекта. Положения «рулей» характеризуются точкой и некоторой 
области управления И, которая может быть любым топологическим 
хаусдорфовым пространством. В приложениях важен случай, когда И 
является замкнутой областью некоторого т-мерного эвклидова простран- 
ства Е; в этом случае задание точки и= (и1, и?,..., и’) ЕО равносильно 
заданию системы числовых параметров пни, 

Каждую функцию и=и(1), определенную на некотором отрезке 
<< времени & и принимающую значения в пространстве И, мы 
будем называть управлением. В дальнейшем предполагается, что выбран 
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некоторый класс Р управлений; управления. принадлежащие этому клас- 
су, будут называться допустимыми. От класса Р допустимых управлений 
требуется только, чтобы он удовлетворял следующим трем условиям: 

1) все управления и = и (#), принадлежащие классу Л (т. е. допусти- 
мые), должны быть измеримыми и ограниченными. Управление и = и (1), 
„<, называется измеримым, если для любого открытого множества 
ОСИ множество тех значений # для которых и( ЕО, измеримо на 
отрезке + <:< 4. Управление ограниченно, если множество всех точек 
и (1), < Е<Ы, имеет в пространстве О компактное замыкание. (Если, 
в частности, И есть замкнутое подмножество векторного пространства 
переменной и = (и!, и?,.... и’), то измеримость и ограниченность имеют 
обычный смысл.) 

2) Если и (1, 43 Е< и,— допустимое управление и если ? — произ- 
вольная точка пространства (, а Г, 1"— такие числа, что ВЗР Е<ЫЦ, 
то управление и, (1), << Ы, определяемое формулой 


Г ? при Г<ЗЕ<Р, 
о при #<Р или #>Р, 


также является допустимым. 

3) Если отрезок &<2<Ы можно разбить точками деления на конеч- 
ное число частичных отрезков, на каждом из которых управление и (#) 
допустимо, то это управление допустимо и на всем отрезке &<(5 4. 
Допустимое управление, рассматриваемое на частичном отрезке, также 
является допустимым. Управление, получающееся из допустимого уп- 
равления и({), &<Е< Ц, сдвигом времени (т. е. управление и, (#) = 
=и (1 —©), Ро << и- о“), также является допустимым. 

В качестве класса допустимых управлений можно взять, например, 
класс всех измеримых ограниченных управлений. Другим примером может 
служить множество всех кусочно-непрерывных управлений (т. е. 
таких управлений и = и (1), каждое из которых непрерывно для всех 
рассматриваемых $, за исключением лишь конечного числа моментов 
времени, где функция и({) может терпеть разрывы первого рода). Этот 
класс допустимых управлений, по-видимому, наиболее интересен для 
технических применений развиваемой здесь теории; такие управления 
соответствуют предположению о «безынерционности» рулей. Можно так- 
же рассматривать класс всех кусочно-постоянных управлений, класс 
кусочно-линейных управлений и т. п. В дальнейшем класс )) допусти- 
мых управлений предполагается раз навсегда фиксированным. 

2. Постановка задачи. Мы будем предполагать, что закон дви- 
жения объекта (и закон воздействия «рулей» на это движение) записы- 
вается в виде системы дифференциальных уравнений: 


ах 4 3 Г 
Е и. а, ие, в), И БВНЯДОА (1) 
или, в векторной форме, 
а 
Е. = (2, и), (2) 
где /(2, и) — вектор с координатами / 1 (х, и), /? не ОФ 


ции /’ определены для любых значений векторной переменной хЕХ и 
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для значений и, принадлежащих области управления (Й. Они предпола- 


гаются непрерывными по совокупности переменных 21, 1?,..., 2”, и и 
непрерывно дифференцируемыми по 21, 2?,..., 5”. Иначе говоря, функции 
и © р д (21, 2?,...,х7; и Сие 
были) и ( == Г. М ЕО 


д 


определены и непрерывны на прямом произведении Х ХИ. 

Заметим, что система (1) автономна, т. е. правые ее части не зави- 
сят от времени {. Случай, когда правые части зависят от &, мы рассмот- 
рим в конце работы (п. 19). 

Если задан закон управления, т. е. выбрано некоторое допустимое 
управление и = и({), то уравнение (2) принимает вид 


Е 1 (в, и (6), (3) 


откуда (при любых начальных условиях х(&) = 10) однозначно опреде- 
ляется закон движения объекта х=х(й), т. е. решение уравнения (3), 
определенное на некотором отрезке времени. Это решение является аб- 
солютно непрерывной вектор-функцией, почти всюду (на отрезке своего 
определения) удовлетворяющей соотношению (3) [см. (7)\. 

Мы будем говорить, что допустимое управление и (#) переводит точку 
Хо в точку 1,, если решение х({) уравнения (3), удовлетворяющее на- 
чальному условию х(&) = хо, проходит в некоторый момент #1: через точ- 
ку 11, т. е. удовлетворяет также конечному условию х (Е) = 11. 

Предположим теперь, что задана функция 2 аа У (т,иу, 
определенная и непрерывная вместе со своими частными производными 
90 


дай * 


т = 1,2,...,п, на всем пространстве Х хПО. Тогда основная задача 
(отыскание оптимальных управлений) может быть сформулирована сле- 
дующим образом: 

В фазовом пространстве Х даны две точки % и л:. Среди всех 900- 
пустимых управлений и = и (1, переводящих точку ту в точку х\ (если 


такие управления существуют), найти такое, для которого функиионал 
в з 


1= \ (= (9, (0) 4 (4) 
о 
принимает наименьшее возможное значение; здесь (1) — решение 
уравнения (3) с начальным условием х(&) = то, а п— момент прохожде- 
ния этого решения через точку х1. 

Отметим, что (при фиксированных &,, хо, 21) верхний предел 1, в ин- 
теграле (4) не является фиксированным числом, а зависит от выбора 
управления и ({), переводящего точку то в точку 2: (этот верхний пре- 
дел определяется из соотношения х(&) = 21). О решении задачи для 
случая закрепленного верхнего предела мы будем говорить в конце 
работы (п. 20). у 

Управление и (1), дающее решение поставленной выше задачи, назы- 
вается оптимальным управлением, состветствующим переходу из точки 
То В точку 21, а соответствующая траектория (1) — оптимальной тра- 
екторией. Таким образом, основная задача заключается в отыскании 
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оптимальных управлений (и соответствующих оптимальных траекторий). 

Важным частным случаем поставленной выше оптимальной задачи 
является случай, когда /(х, и) = 1. В этом случае функционал (4) при- 
нимает вид: 


Я —- а 5, (5) 


и оптимальность управления и({!) означает минимальность времени пере- 
хода из точки хо в точку х1. Задачу отыскания оптимальных управ- 


лений (и траекторий) в этом случае мы будем называть задачей об оп- 
тимальном быстродействии. 

3. Эквивалентная формулировка задачи. Для формули- 
ровки и доказательства необходимого условия оптимальности нам будет 
удобно переформулировать поставленную выше задачу следующим обра- 
зом. Добавим к фазовым координатам 11, 12,....1”, меняющимся по 
закону (1), еще одну координату 25°, закон изменения которой имеет вид: 


410 


0 
-т = Ги, 


тде /’— функция. участвующая в определении функционала 7 [см. (4)]. 
Иначе говоря, мы будем рассматривать систему дифференциальных урав- 
нений 

47 


та = (21, ао и) =Л(х, 1), т (6) 


правые части которой не зависят от переменного 2°. Введя в рассмот- 
рение вектор 
х = {2°, 2 ...) 2”} = {50, 2} 


{п -|- 1)-мерного векторного пространства Х, мы сможем систему (6) пере- 
писать в векторной форме: 


ее Е (х, и), (7) 


где Ё(х, и) — вектор пространства Х, имеющий координаты /“(х, и), 
...,/п (2, и). Заметим, что вектор #(х, и) не зависит от координаты 20 
вектора х. 

Пусть теперь и (#) — некоторое допустимое управление, переводящее 
20 в 11, а х=г(1) — решение уравнения (3) с начальным условием 
2и)=. Обозначим через ху точку (0, 2%), т. е. точку пространства Х, 
имеющую координаты 0, ху, ...) 20, где ту ...› 2, — координаты точки 
Хо в пространстве Х. Тогда ясно, что решение уравнения (7) с началь- 
ным условием х(&) = хо имеет вид: 

+ 

= }л (2 (Е), и (#)) 4Е, 
ьь 

# =. 


В частности, при { =В мы получим 


ы 


20— | 10 (2 (1), и (1) 4 = Л, ва. 


ь 
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т. е. решение х(1) уравнения (7) с начальным условием х (#) = хо про- 
ходит при { = через точку х,= (1, 21). Иначе говоря, обозначив через 
П прямую линию, проходящую в пространстве Х через точку х=(0,х1) 
параллельно оси т, (эта прямая образована всеми точками (Ё, 21), где 
число $ произвольно), мы можем сказать, что решение х({) проходит в 
момент { = через точку, лежащую на прямой П и имеющую коорди- 
нату 2°=.. Обратно, если и (2) — такое допустимое управление, что ре- 
шение уравнения (7) с начальным условием х(&) = х= (0, ху) прохо- 
дит в некоторый момент [1 через точку х,ЕП с координатой 2°= Л, то 
управление и (1) переводит (в пространстве Х) точку ху в точку х:, при- 
чем функционал (4) принимает значение ./. 

Таким образом, мы можем сформулировать поставленную выше оп- 
тимальную задачу в следующем эквивалентном виде: 

В (п-- 1)-мерном Ффазовом пространстве Х даны точка ху = (0, хо) 
и прямая П, параллельная оси 1 и проходящая через точку (0, х1). 
Среди всех допустимых управлений и = и (1), обладающих тем свойством, 
что решение х (1) уравнения (7) с начальным условием х (Е) = ху пере- 
секает прямую П, найти такое, для которого точка пересечения с 
прямой П имеет наименьшую координату 15. 

Эту задачу мы и будем решать Термины «оптимальное управление» 
и «оптимальная траектория» мы сохраним и для задачи в этой новой 
формулировке. 

4. Перенос вектора вдоль траектории. Мы переходим к 
решению поставленной оптимальной задачи. В этом и следуюшем пунк- 
тах вводится система уравнений (13), связанная с системой (6), и выяс- 
няется ее геометрический смысл. При желании читатель может временно 
пропустить эти два пункта, рассматривая (13) как вспомогательную 
систему, формально присоединяемую к системе (6), и перейти к п. 6, 
в котором формулируется необходимое условие оптимальности. 

В приводимых ниже доказательствах часто будет встречаться поло- 
жительный параметр е, который мы будем считать величиной первого 
порядка малости. Величины, имеющие более высокий порядок малссти 
(по =), мы будем отбрасывать и заменять многоточием. 

Условимся далее, что если в некотором одночлене (как, например, в 
правой части написанного ниже уравнения (9)) дважды встречается один 
и тот же индекс, один раз в качестве верхнего, а другой раз в качестве 
нижнего, то по этому индексу предполагается произведенным суммиро- 
вание, распространенное на все допустимые значения этого индекса. 
Например, в уравнении (9) подразумевается суммирование от у=1 до 
у=п. Во избежение недоразумений мы условимся обозначать индекс 
суммирования через & или В, когда суммирование производится в пре- 
делах от 0 до п, и через м или у, когда суммирование производится 
от 1 до п. 

Пусть и (1) — произвольное допустимое управление, заданное на не- 
котором отрезке с левым концом в точке # =4, а 


х (2) = (20 (#), 21 (1),...,2”(1)) = (2° (1), 2(0) 


— соответствующее этому управлению решение уравнения (7) с началь- 
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ным условием х() = хо. Обозначим через у(!) решение, соответству- 
ющее тому же управлению и(!) и исходящее (в тот же момент &) из 
близкой к ху точки 

уо= хо- = ..., 
где &— постоянный (т. е. не зависящий от =) вектор пространства Х. 
Как известно, решение у (1) имеет вид: 


у(й =х(0 | =5х 0 -..., (8) 
где 8х (#) = {51° (1), 8271 (#),..., 8х" (#)} — не зависящий от е вектор, опре- 
деляемый следующими уравнениями в вариациях: 

46) _ ОО а (9) 
& 9х 


при начальном условии 
8х (#5) = $о- 

Уравнения (9) позволяют каждому вектору &,= 5х (№) поставить в соот- 
ветствие семейство векторов {= 8х (#)} (для &, ббльших чем &). Мы 
условимся считать &,= 6х (1) связанным вектором, исходящим из точ- 
ки х(!). Таким образом, каждый вектор &,, заданный в точке хо, опре- 
деляет векторное поле {&,}, заданное вдоль траектории х(1). Будем го- 
ворить, что векторы этого поля получаются из начального вектора 68 
переносом вдоль траектории х (1). 

Обозначим через Х, векторное пространство, получающееся из Х 
переносом начала в точку х(#), т. е. пространство связанных векторов, 
исходящих из точки х(!). Вектор &,= 8х({) является элементом этого 
пространства Х,. Обозначим, далее, через А:,; преобразование прост- 
ранства Х,, в пространство Х;, переводящее каждый вектор & прост- 
ранства Х, в вектор &, получающийся из & переносом вдоль траекто- 
рии х({!). Так как система (9) линейна и однородна, то преобразование 
А: линейно и невырожденно. Кроме того, оно, очевидно, однородно, 
т. е. переводит начало координат пространства Х‚ в начало координат 
пространства Х.. 

Рассмотрев вместо & и & любые другие моменты времени {’, {" (взя- 
тые на отрезке, на котором определены и управление и (1) и решение 
х(1)), мы аналогично определим линейное невырожденное однородное 
преобразование А» пространства Х» на пространство Х». Очевидно, 
что эти линейные преобразования обладают следующими свойствами 
(Е — тождественное преобразование): 


Арр= Е, Ари- Ави Ари. (10) 

По определению преобразований А", векторы А„, : (&) образуют се- 

мейство векторов, получающихся из & переносом вдоль траектории х (!), 
и потому удовлетворяют уравнению (9): 


а р ® (2 (В), и (1 
зе [Аьи($0)] = р: Ао: п. 


д” 
Решение (8) переписывается, очевидно, следующим образом: 


У(#) —х(1) = е Ав, (50) +... = Ану (в) — х(в)] +... . (11) 
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- 5. Сопряженная система уравнений. Пусть [,— некоторая 
гиперплоскость пространства Х, проходящая через точку хо (т. е. п-мер- 
ное подпространство пространства Х,,). Линейное преобразование А, 
переводит гиперплоскость [% в некоторую гиперплоскость Г, (проходящую 
через точку х(1)). Таким образом, мы получаем семейство гиперплоско- 
стей {[4}, получающихся, как мы будем говорить, переносом гиперпло- 
скости Г, вдоль траектории х({). Найдем дифференциальное уравнение 
таких семейств гиперплоскостей. 

Мы можем записать уравнение гиперплоскости [, в виде 


Фе (0, (12) 
где 2“, и = 0,1,..., п,— текущие координаты, взятые в пространстве Х,, 
а Фо (1) — коэффициенты уравнения этой гиперплоскости (свободный член 
отсутствует, так как гиперплоскость [, проходит через начало коорди- 
нат пространства Х;). Мы хотим узнать, каковы должны быть функции 
Фо (1), чтобы уравнение (12) определяло при различных значениях пара- 
метра { семейство гиперплоскостей, перенесенных вдоль траектории х(#). 
Оказывается, что такие функции Ф. (1) можно находить из системы диф- 
ференциальных уравнений: 
4$; (2) д1® (= (1), и (1)) з 
я = а (В), ЕО... п. (13) 
В самом деле, рассмотрим скалярное произведение 


(ф (1), Ава (50) = фа (#) [Ани (8) 
векторов $ (2) = {Фо (8, фи (#),..., Фи. (1)} и Ав, (&), где $: (1), 1=0,1,...п,— 


некоторое (абсолютно непрерывное) решение системы (13). Мы имеем 
(почти всюду на рассматриваемом отрезке): 


НИ ОР 
+ 4-0) Ата ву" = — 2^ реак 4 (0-14 ое 


О 
98 


(заметим, что 55 =0, так как функции ]* не зависят от 25°); следова- 
тельно, в силу абсолютной непрерывности рассматриваемого скалярного 
произведения, оно постоянно. Таким образом, справедлива следующая 

ЛЕММА 1. Если $(1) = {$ (1),..., $. (1)} — решение системы уравне- 
ний (13), рассматриваемое на некотором отрезке времени Г, а &—про- 
извольный вектор, заданный в точке х (1), где &— начальная точка от- 


резка [, то на всем отрезке [Г выполнено соотношение: 


(Ф(2), Ал (&о)) = сот. 

Если функции 4:(1), 1 =0,1,...,п, удовлетворяют системе (13) и 
если вектор & лежит в гиперплоскости Фа (1)1°“= 0 (т. е. скалярное 
произведение (ф (&), &) обращается в нуль), то и при любом Е скалярное 
произведение (ф({), А, (&)) обращается в нуль, т. е. каждый вектор 
#:= Ава (2), получающийся из &5 переносом вдоль траектории х((), 
лежит в соответствующей гиперплоскости (12). Так как это справедливо 
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для любого вектора &, лежащего в гиперплоскости 'фи (&) 2*= 0, то мы 
и получаем, что если функции $ (И, 1=0,1,..., п, удовлетворяют сис- 
теме (13), то гиперплоскости (12) получаются друг из друга переносом 


вдоль траектории х(1. 
6. Принцип максимума. Запишем теперь системы уравнении 


(6) и (13): 


ах - 

— = й (т, и), 

ГИД 

а; ВЕ 9 (1, и) ф (1 = (03 и п), 
я д а 


в более удобном виде. Для этого рассмотрим следующую. функцию 
Н переменных 11,..., 27; Фи, фл»... , Физ и: 


Н ($, х, и) = (ф, Е(х, и)) = фа 2 (2, и). 


Непосредственно проверяется, что написанные ‘выше [уравнения могут 
быть с помощью этой функции Н записаны в виде следующей гамиль- 
тоновой системы: 


а. _9И не 14 
и. о (14) 
а$; ОН у 

бы ве О р (15) 


При фиксированных значениях ф и х функция Н становится функ- 
цией параметра и; верхнюю (грань |значений [этой функции обозначим 
через М (ф, х): 

М (ф, х) = зарН ($, х, и). 
чЕО 


Если верхняя грань значений непрерывной функции Н достигается на 
О, то М ($, х) есть максимум значений функции Н при фиксированных 
фих. Поэтому нижеследующую теорему 1 (необходимое условие опти- 
мальности), главным содержанием которой является равенство (16), мы 
называем принципом максимума. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть и (1) — такое допустимое управление, что соот- 
ветствующая ему траектория х(г) системы (6), исходящая в момент 
из точки х,, проходит в момент &> 4% через некоторую точку пря- 
мой П. Для оптимальности управления и’ (!) и "соответствующей ему 
траектории х (1) Ль<П <, необходимо существование ‘такого |ненуле- 
80г0о абсолютно непрерывного вектора ф (+) = {Фо (1), ф, (1),... %()}, что: 

1) величины х (1), $ (1), и (1) удовлетворяют гамильтоновой системе (14), 
(15); 

2) почти для всех 1, ц34< а, функция Н(ф(1), х(0, и) переменного 
и 60 достигает в точке и = и (1) максимума (знак (=) обозначает равен- 
ство, справедливое почти всюду): 


Н(ф(1), х(1), и (1) (=) М(Ф(@), х(1)); (16) 


3) в начальный момент % выполнены соотношения 


фо (#)<0, М(ф(а»), х(&,)) = 0. (17) 
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`Если величины $ (1), х(1), и (1} удовлетворяют условиям 1) и 2), то 
функции Фо (Е) и М ($ (0, х(1)) переменного & являются постоянными, так 
что проверку соотношений (17) можно проводить не обязательно в мо- 
‚мент 1%, а в любой момент &, КЗ ЗЫ. 

В следующих двух пунктах мы дадим обсуждение этой теоремы, а 
затем, в пунктах 9 — 17, проведем ее доказательство. 

Выведем из теоремы 1 аналогичное необходимое условие для опти- 
мальности по быстродействию. Для этого в теореме 1 следует положить 
Г (2, и) =1. Функция Н принимает в этом случае вид 


Н = ф%-Е ФЛ (х, и) 


{суммирование по уот 1 до п). Вводя п-мерный вектор ф = {41,фь,..., фи} 
и функцию 
Н ($, х, и) = $, Г(х, и), 


мы сможем записать уравнения (1) и (13) (кроме уравнения (13) для 
4 = 0 которое теперь не нужно) в виде гамильтоновой системы 


ай дн : 

ат Е (18) 
а; ЭН к ; 

И: а арзи (19) 


При фиксированных значениях фи х функция Н становится функцией 
параметра и; верхнюю грань значений этой функции мы обозначим че- 
рез М (ф, 2): | 

М ($, =) = ар Н (ф, 2, и). 
цв 


В силу соотношения 
Н ($, 2, и) =Н ($, х, и) — $», 
мы получаем: 
М ($, 1) =М ($, х) — 9, 
и поэтому условие (16) принимает вид: 
Н ($ (6), 2 (9, и(1)) (=) М (ФЦ), #0) =—$%20. 

Таким образом, мы получаем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть и (1) — допустимое управление, переводящее точку 
2 в точку т, а 2 (Р) — соответствующая траектория, так что = (%) = 


—= хо, д (1) = 21.Для оптимальности по быстродействию уп равления и (1) и 
траектории х (1) необходимо существование такого ненулевого абсолютно 


непрерывного вектора Ф (#) = {$1 (1), 4 (#},..., фи {1}, что: 
1) величины $(1), 2(1), и (1) удовлетворяют гамильтоновой системе 
(18), (19); 


2) почти для всех 1, цЗ< и, функция Н (ф(1), 2(1), и) перемен- 
ного и СИ достигает в точке. и = и (1) максимума: 


Н (®(0), 2(0), и (1) (=) М (00, 20); 20 
3) в начальный момент 1 выполнено соотношение 
М (2 (6), =())>0. (24) 
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Если величины $ (1), х(1), и() удовлетворяют условиям 1) и 2), то. 
функция М ($ (0, 2(1)) переменного & постоянна, так что проверку со- 
отношения (241) можно проводить не обязательно в момент Ц, а в лю- 
бой момент +, К ЗЕЗЫ. 

7. Обсуждение принципа максимума. Теорема 1 позволя- 
ет из всех траекторий, начинающихся в точке х, и кончающихся в не- 
которой точке прямой П, и соответствующих им управлений выделить | 
лишь отдельные, вообще говоря, изолированные траектории и управле- | 
ния, удовлетворяющие всем сформулированным условиям. Действитель- | 
но, мы имеем 2п |3 соотношений (14), (15), (16) между 2п -- 3 пере- 
менными * 21“, ф„, и, т.е. имеем «полную систему соотношений» для оп- | 
ределения всех этих переменных. Так как, далее, соотношение (16) 
конечно (не дифференциально), а число дифференциальных уравнений 
равно 2п-|-2 (соотношения (14) и (15)), то решения системы уравнений 
(14), (15), (16) зависят, вообще говоря, от 2п -- 2 параметров (началь-_ 
ных условий). Однако один из этих параметров является несуществен- 
ным, так как функции ф.(!) определены лишь с точностью до общего 
множителя (ибо функция Н однородна относительно ф.). Кроме того, 
один из параметров связан условием, что в начальный момент величина 
М(Ф(1), х({)) обращается в нуль. 

Итак, имеется 2п параметров, от которых зависит все многообразие. 
решений системы (14), (15), (16). Этими 2п параметрами следует рас- 
порядиться так, чтобы траектория х(Ё) проходила при заданном # == &, 
через точку хо, а при каком-нибудь & > — через точку на пря- 
мой П. Число # —& также является параметром, так что всего у нас 
имеется 2п - 1 существенных параметров. Условие прохождения через 
точку хои прямую П дает 2п -Р 1 соотношений. Следовательно, можно 
ожидать, что имеются лишь отдельные, изолированные траектории, соеди- 
няющие точку ху с прямой П и удовлетворяющие условиям, указанным 
в теореме 1. Лишь эти отдельные, изолированные траектории и могут 


оказаться оптимальными (ибо указанные в теореме 1 условия необхо- 
димы для оптимальности). 


Если, в частности, условиям теоремы 1 удовлетворяет лишь одна 
траектория, соединяющая точку ху с точкой прямой П, а из техниче- 
ских соображений, приведших к постановке оптимальной задачи, ясно, 
что оптимальная траектория должна существовать, то можно надеяться, 
что найденная траектория как раз и является оптимальной. Следует, 
однако, отметить, что математически вопрос о существовании оп- 
тимальной траектории представляется очень важным и трудным. В част- 
ном случае оптимальности по быстродействию для линейных сис- 
тем (1) он решается в статье (б). 

8. Сравнение с классическими результатами. В этом 
пункте мы покажем прежде всего, что в случае, если ПИ есть откры- 
тое множество векторного пространства переменной и = (и!,... ‚ и’), прин- 


* Напомним, что одна переменная и может распадаться на несколько отдель- 
ных переменных, например может быть точкой г-меряого векторного пространства; 


в этом случае условие максимума (16) также можно считать содержащим г отдель- 
ных соотношений. 
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цип максимума, сформулированный выше, эквивалентен классическому 
условию Вейерштрасса для вариационной задачи Лагранжа [см. (з), 
стр. 264—265, а также (з)]. Далее, мы дадим в этом пункте обсужде- 
ние соотношения между принципом максимума и условием Вейерштрасса. 
Из этого обсуждения выясняется, что уже в случае, если ИП есть замк- 
нутое ограниченное множество векторного пространства, условие Вейер- 
штрасса перестает действовать, т. е. теорема о том, что для достиже- 
ния минимума функционала необходимо выполнение условия Вейер- 
штрасса, становится неверной. В то же время доказываемый нами прин- 
цип максимума справедлив для любого топологического пространства (0. 

Расширение класса допустимых пространств 0 по сравнению с клас- 
сическим случаем открытых множеств весьма существенно с точки зре- 
ния возможности технических применений теории. Можно считать, что" 
именно случай замкнутого множества (И (расположенного в неко- 
тором векторном пространстве или многообразии) наиболее интересен в 
прикладных задачах оптимального управления. 

Переходим к обсуждению условия Вейерштрасса. Введем обозначения: 


Ире: (2-1 т) 
ау; п . 
ты ых. : (7 =“ На 27) 
ф=— В (2—0, й. ‚ п), 
1 ‚ ай 
Ф;= Л (2, п) (@=%.. ‚п, /=Р, 


и, кроме того, будем обозначать независимое переменное через х, а не 
через #. Тогда оптимальная задача, сформулированная в п. 2, сведется 
к вариационной задаче Лагранжа в той форме, в какой она сформули- 
рована в книге (8) (стр. 224—225). Функция Ё [см. (*®), стр. 236] примет 
вид 


ЕЕ -ЬФ, = ФЛ и) = 
= Нф к +$. 


Далее, если $Ф(, х(1) и и(1) — некоторые функции, а ЕО и 2% 
{{=41,...,п) — величины, связанные между собой в некоторый момент { 
соотношением 2” = 1 (5 (#), и), то функция Вейерштрасса [см. (), стр. 264] 
принимает вид: 


Е = [—Н(ф (0), х(0), и) + $ ОЛ(= (0, и) 
—-_ НО, х(9, и (0) +. 0Л@0, и + 
(и — в О.В. (00), и) —Л (20, (0) $40 = 


=н(Ф(), х (9, и()) -Н ($0, х(9, в) + и) Ох». 
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Так как для всякой внутренней точки области И производные 


ЭН (ф(Е), х (1), и (1) 
ди 


обращаются в нуль (это вытекает и из принципа максимума и из клас- 
сических результатов [см. (8), стр. 249, теорема 76.1], то необходимое 
условие Вейерштрасса. (Е > 0 во внутренних точках) сводится к соотно-. 
шению 


Н($(6), (0), # (1) >Н ($0), х@, а) (60). 


Это дает (для случая кусочно-линейных управлений, только и рассмат- 
ривавшихся в (*) и (°)) соотношение (16). Остальные соотношения, ука- 
занные в теореме 1, столь же легко вытекают из условия Вейерштрасса. | 

Таким образом, для случая открытого множества И теорема 1 
вытекает из классических теорем вариационного исчисления. Обратно, 
необходимое условие Вейерштрасса вытекает из нашей теоремы 1. 

Полагая и = и (1) -Ди и считая Ди бесконечно малой, мы можем, | 
на основании формулы Тейлора, записать соотношение (22) (с точностью. 
до бесконечно малых более высокого порядка) в виде | 


1 дн . ‹ 2 
т Аи Аи. (23) 


Это делает совершенно естественным условие Вейерштрасса ЕЁ > 0 во, 


внутренних точках (ибо функция Н, по теореме 1, должна достигать 


максимума). Однако в граничных точках, где, вообще говоря, переста- 


9Н 
ют обращаться в нуль производные г т. е. в разложении функция 


ш ь 
Н($ (1), х(0), и(И-- Аи) имеются члены первого порядка малости отно- 


сительно Аи, неотрицательность величины Ё (имеющей второй порядок 
малости) перестает быть необходимым условием максимальности функ- 


ции Н. Иначе говоря, условие Вейерштрасса Е > 0, вообще говоря, пе-_ 


рестает быть справедливым в граничных точках множества (. 
Простой пример подтверждает сказанное. Рассмотрим движение точки 
по закону 


4 о 
= (и <), 


где и и т — скалярные переменные. Очевидно, что движение по закону 
и =1, 2(1) = 1 -- является оптимальным по быстродействию (между 
любыми двумя точками), так как скорость движения точки 5, равная и?, 
не может превосходить единицы. Здесь /=1, ]1 = и?; так как бий 
не зависят от 2, то уравнения (13) дают: фу = соп$ё, $: = соп$. Функ- 
ция Н принимает вид 


Н=ф- фиг. 
Вдоль рассматриваемой оптимальной траектории и == 1, т. е. 
Н = Фо г ф, 
и потому [см. (17)] %<0, $, >0. Выражение (23) для функции Вейер- 


| 


ТЕОРИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ 15. 


штрасса дает нам теперь: 


4 дн 1 29? С 
Е = — оба (ди = М (ди) — — ф (Аш 


Так как коэффициент —$ф, отрицателен, то условие Вейерштрасса 
Е >20 не выполняется. Произошло это потому, что точка и=1 
является граничной точкой отрезка И (т. е. отрезка —1<и< 1). 

9. Вариации управлений. В этом и следующих пунктах мы 
излагаем некоторые конструкции, необходимые для доказательства прин- 
ципа максимума. 

Пусть и (1) — некоторое допустимое управление, определенное на от- 
резке & << Ы. Точку @ интервала & <ЕЁ<Ы мы будем называть пра- 
вильной для управления и(1), если выполнено следующее условие: 
какова бы ни была непрерывная по совокупности своих аргументов 
функция 8 (&, и) и каковы бы ни были вещественные числа а и 6, имеет 
место соотношение: 


0-5 = 
Е (Е, и (0) == (6 — а) (8, и (0) +.... (24) 
0--а= 

Для кусочно-непрерывной функции правильными являются все точки 
ее ‘непрерывности, для [измеримой функции правильной является любая 
точка Лебега [см. (7)]. В любом случае множество всех правильных то- 
чек имеет на интервале К <&< Ц полную меру, т. е почти все точки 

интервала % <Е< ип являются правильными. 
Выберем некоторые моменты времени т,, 1›,...,^., т, удовлетворя-- 
ющие неравенствам Ц < т. <т, <... < в<Зт<Ы и являющиеся 
правильными точками для управления и(!). Выберем, далее, произ- 


вольные неотрицательные числа 61:,...,0, произвольное (не обя- 
зательно неотрицательное) действительное число 6 и произвольные (не 
обязательно различные) точки $1, 0.,..., 8. области управления И. Опре- 


делим теперь зависящие от е полуинтервалы Г1, 1»,..,,[: следующим 


образом. Положим 
81 — (6 |... - 01), если + =; 
= — (4% +... - 84,)‚ если +; = л, < %; 
— (6% + ...- 64;), если в = ча =... =; < ту <, 


и обозначим через Г; полуинтервал 
и ей << -е( 86). 


Таким образом, если т; =т.=...=1,; то полуинтервалы ча зи: 


...,[; следуют, примыкая друг к другу, слева направо; если же к но- 
луинтервалу [, не примыкает справа следующий полуинтервал [тыр 6 
если тх < ‘ть: или К =), то правым концом полуинтервала [Т; является 
точка тк при к «т и точка т &6 при “к =т. Длина полуинтервала Ё 
равна =54:. В случае 54 =0 соответствующий полуинтервал Г, является 
«пустым», т. е. отсутствует. 

При достаточно малом в полуинтервалы Ть,.. „.[, попарно не пересе- 
каются и располагаются все на основном отрезке ® <Е<, причем ле- 
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вее точки <-Р =. Считая, что е удовлетворяет этим условиям, мы оп- 
ределим управление и” (1) на отрезке к <Е<т- еб, положив: 

и ({), если & не принадлежит ни одному из множеств И 
и" (#) = 

у, если ЕЕГ.. 


Будем говорить, что управление и“(!) получается варьъированием 
управления и (1). 

10. Вариация траектории. Обозначим через х({!) траекторию, 
соответствующую управлению и({) и исходящую из точки хо, а через 
х° (1) — траекторию, соответствующую проварьированному управлению 
и* (#) и исходящую из той же точки хо. При достаточно малом в траек- 
тория х’(#) определена на всем отрезке & <Е<т-[Р =, на котором рас- 
сматривается управление и“ (!) (теорема о непрерывной зависимости ре- 
шения от параметров [см. (7)]). Нашей ближайшей целью является вы- 
числение положения точки х’ (т -- 61). Именно, мы покажем, что спра- 
ведлива следующая формула: 


х° (т - =61) =х (т) еДАх-+..., (25) 
где Ах — не зависящий от = вектор, определяемый формулой: 
Дх = Ё(х (<), и (<)) & 


+ У Аа, - И (х(®), &) — Е(х (<), и («))1 8. (26) 
= 
Доказательство формул (25), (26) мы проведем индукцией по $. Преж- 
де всего, применяя соотношение (24) к векторной функции &8(&, и) = 
= Ё(х (1), и) (очевидно непрерывной по совокупности своих аргументов) 
и полагая @=т, а=0, $ = 54, мы получим: 
т-+=5 


Е(х (0, и (1) &=е&.Кх (<), и (<) +..., 


т 


или, так как х({) есть решение уравнения (7), 
х (< =ё4) = х (9) + = (х (9, и (9) +... (27) 


Далее, если т, «т, то при достаточно малом е отрезок между точ- 
ками ти т- её расположен правее точки т,, так что на этом отрез- 
ке управление и” (1) совпадает с и (1), и потому 


р т-+=& т-+=6{ 
х* (т 61) — х* (<) — \ Ех" (6), и") = \ 10°, и (1) 4. (28) 


Кроме того, как легко видеть (используя теорему о непрерывной зави- 
симости от начальных значений), решение х” ({) равномерно (на всем от- 
резке & <{<*т- =6#) стремится к х (1) при =->0. Поэтому 


Ех" (0), и (0)) = (к, в ты, 


где $, (1) равномерно стремится к нулю при в->0. Отсюда получаем: 
т =6 т-=81 


\ #(х° ((), и) @ = \ Е(х (6), и (0)... = (к (9), в (®))& +... 


и7 т 
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_ [см. (27)]. Сопоставляя это соотношение с (28), находим: 


х° (т + =5) = х* (<) + &Ё(х (<), и (*)) &-... (29) 


при т, <*. Наконец, найдем приращение функции х’(!) на полуинтер- 
вале Г;. Так как на этом полуинтервале 


2 (х* (6), и" (@)) =Е(х (0, а) НЫ, 
где 6, (#) равномерно стремится к нулю при в-»0, то для приращения 
х* (= —- [5 (1; — 51;)) —х (<=; + ЕЁ!) = х | Г; 


функции х’({) на полуинтервале /; мы находим следующее значение. 


Же = 1, и" (0) 4 = \ 1% (0, +... = ей ( (=), +... 
Ц В 
(30) 
(напомним, что длина полуинтервала [; равна её, причем при в-»0 
этот полуинтервал стягивается к точке т;). 

Переходим к индуктивной проверке соотношений (25), (26). При $ =0 

мы имеем: 

и" () =и(0, х( =х(0, 
и формулы (25), (26) сводятся к соотношению (27), справедливость ко- 
торого была установлена выше. 

Предположим теперь, что формулы (25), (26) уже доказаны для слу- 
чая, когда число полуинтервалов Л1, /.,... меньше чем $, и докажем 
справедливость этих формул при наличии $ полуинтервалов [1, [ь,..., 1». 
Обозначим через А такое целое число, что 

1-1 = Чиа =... =М. И Тр, при К 
(случай К = 0 не исключается). Заменяя точку т точкой т,, число 8 — 
числом ([+4., а число $ меньшим числом Ё, мы в силу индуктивного 
предположения получим из (25), (26): 


Х* (т, -- е/41) = х (1+) - еЁ(х (<), и (<з)) и: 
К 
+е» А. [Е (х (в), в) — Е (к (м), и (ча + .... (31) 


1 

Это есть значение функции х“(!) в левом конце полуинтервала 1,41. 
Далее, так как полуинтервалы [4:1,...,[, примыкают один к другому, 
то, суммируя соотношения (30) для: =Ё--1,...,5$; мы получим при- 
ращение функции х”(1) от левого конца полуинтервала 1+, до правого 
конпа полуинтервала /,, т. е. до точки ть -- он -- 8#,): 


х" (<, + = (1, - 84,)) — х" (<, + 41) = х К(х (ч), о) ён + 


= 1 
Складывая это соотношение с соотношением (34), найдем: 


ое (с, +е(, -{ 51,)) == х (п) а (х (х (<), и (ь)) (+1 И Е У #(х И 5: 5, — 


$=А+1 
+ > Аз: , [Е (х (<), 51) — Е(х (1), и (ч))] 88 +. 
—=хХ О -{ =& (х (<), и (<,)) (1-41 + 1 ео 51,) -Ё 


2 известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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4-е У И(х (<), &) — Е (х (<), и (в) 


ЕК 
К 
5 > А+, т, [Е (> (<), ®) — Ех (=), и (<) ] рав 
=1 
У итывая, что А.,., =Е при # = Е+У,...,5 [см. (10)], можно  по- 


следнее соотношение переписать в виде: 
х* (1, -- е (1, + 84,)) =х (сад -Еай (х (16), и (<...) ба Е бы 6 -.-- 51.) 
+ ХА_ц „,(х (=), ®) — Ех (<), а (я) 8ы  .... (32) 


== 
Если т... =, =‹х, то, в силу определения числ /, мы имеем: 
Е 8 , ) 


а, = 5, Вы ба... М. =, 


так что соотношение (32) совпадает в этом случае с :2.) 25). Еели же 
Аа) 


ь НР 51, == 0, 1 ба | 8 Е 51, = 0, 


и соотношение (32) принимает вид: 
х° (4) = х() + е М Ан „Их (9), 9) — 1(х(ч), и (ч))] 88 +... (33) 
4=1 


Так как в этом случае на отрезке т, < [<т управление и” (1) совпадает 
с и(1), то (см. п. 4) с точностью до малых более высокого порядка, 
чем в, векторы х’(!) —х(1) при т, <З1<т получаются друг из лруга пе- 
реносом вдоль траектории х (1) [см. (11)]: 


х(—х(0 = А... 1 (°() —х (и) +... @>ы. 


Поэтому, применяя к формуле (33) преобразование А.,,., мы получаем 
[см. второе из соотношений (10)|: 


8 
* \ 
х* (=) —х (<) == У, Ат, , « [1 (х (1), &) — Е (х (%), и (=) 86 --.... 
= 
Наконец, складывая последнее соотношение с соотношением (29), мы ив 


этом случае (т. е. при т. <=) получаем соотношения (25), (26), что и 
завершает индукцию. 


11. Линейные комбинации вариаций. Если какое-либо из 
чисел 6 равно нулю, то его можно отбросить при определении про- 
варьированного управления и’({) вместе с соответствующими точками 
. и; —от этого управление и” (1) не изменится. Обратно, добавление 
новых точек т;, %;, для которых 64 =0, не изменяет управления и” (1). 
Пользуясь этим, мы можем, если речь идет о конечном числе уп- 
равлений и’ (1),..., и, (1), получающихся варьированием одного и то- 
го же управления и({!) при одном и том же т, считать, что все точки 
, я одинаковы и взяты в одинаковом числе при определении 
управлений и, (1)... ‚и, (|, а все различие между этими управлениями 
заключается в том, что у них не одинаковы числа 5& и 8. Этой воз- 
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можностью — считать все точки т;, $; одинаковыми (при рассмотрении 
конечного числа различным образом проварьированных управлений) — 
мы будем пользоваться в дальнейшем, не указывая этого каждый раз. 

Вектор Ах [см. (26)] не зависит от в, но существенно зависит, ко- 
нечно, от выбора точек т:, 9%, т и чисел 6 и 6(1=1,2,...,$). Обозна 
чим совокупность величин т;, 2;, т, 6, 6 через а: 


О Зи Кр 5 64:, 61} 
и будем вектор (26) обозначать далее через Ах, подчеркивая тем самым 
его зависимость от этих величин. 

В этом и двух следующих пунктах мы будем предполагать, что пра- 
вильная точка т управления и (1!) зафиксирована и что все рас- 
сматривающиеся вариации удовлетворяют условию 

0 = а 

Если имеется конечное число величин 4‘ 

4 = {ть ИТ, 54,, 61}, 
4" — {ть 9ь, т, 64, 6}, 


то их линейную комбинацию ^'а’-|- ^"а” +... с неотрицательными 
коэффициентами *’, ^”,... мы определим формулой: 


Ка а". = (чм, т, КВ-РА о. МЮ... .}. 


(Неотрицательность коэффипиентов №’ ^",... существенна потому, что в 
противном случае величины №01, + 61, |... могли бы оказаться отри- 
цательными, что недопустимо.) 

12. Конусы достижимости. Будем теперь, имея некоторое 
управление и(!, ци << Ц, и соответствующую траекторию х(й), рас- 
сматривать векторы Ах = Ах, для различных символов 4 (т фиксиро- 


вано). Легко видеть, что имеет место следующая 


ЛЕММА 2. Если «= №4" | №" а’... (где Х >20, > 0,...), то со- 
ответствующие векторы Ах связаны такой же линейной зависимостью: 


ал и 
Аж Ах Е Ажи В. 


Это непосредственно вытекает из того, что в формулу (26) все числа 
5Н,...,05%, 6 входят линейно. 

Мы будем считать Ах связанным вектором, исходящим из точких (т), 
т. е. будем считать этот вектор элементом пространства Х. (см. п. 4). 
Если мы Судем брать всевозможные символы 4, описанные в п. 14 (т фик- 
сировано), то векторы Дх == Ах, заполнят! некоторое множество К. в 


про странстве Х.. 
Докажем, что множество К. является выпуклым конусом * векторно- 


го пространства Х.. 
* Множество М, лежащее в некотором векторном пространстве, называется сы- 
пуклым конусом с вершиной в точке о, если 1) оно является хонусом, т. е. вместе с 


—> 
каждой отличной ото точкой а содержит.и весь луч са; 2) оно выпукло, т. е. вместе с 
(продолжение сноски см. на стт. 20) 


9* 


20 В. Г. БОЛТЯНСКИЙ, Р. В. ГАМКРЕЛИДЗЕ, Л. С: ПОНТРЯГИН 


В самом деле, если а’и а” — две точки пространства Х., принадле- 
жащие множеству К., т. е. если существуют такие символы 4’, 4”, что 
@ —= Ах и @ = АЖ 


то для любых неотрицательных *^', /” мы имеем в силу леммы 2: 
’ ’ и" 2% 
^'а —- ^”а’ = Аха, | ух Аха» = Аха’ ла), 


т. е. точка »№'а’- №"а” также принадлежит множеству К.. Это и означа- 
ет, что К. есть выпуклый конус пространства Х. (или, что то же са- 
мое, выпуклый конус пространства Х с вершиной в точке х (1). 

Мы будем называть множество К. конусом достижимости (с точ- 
ностью до малых 'более высокого порядка, чем в, К. есть геометриче- 
ское место точек х”(т-- 5, т. е. тех точек фазового пространства Х, 
которые могут быть достигнуты движущейся точкой в момент времени, 
близкий к т, с помощью варьирования управления и (1). 

13. Основные леммы. В этом пункте мы докажем две леммы, 
служащие основой для применения вышеизложенных конструкций к изу- 
чению оптимальных процессов. 

ЛЕММА"3. Пусть т(& <х< 4) — правильная точка управления и (0), 
х (#) — траектория, соответствующая управлению и (1) и исходящая из 
точки х,, а Л — некоторая линия, исходящая из точки х (т) и имеющая 
в этой точке касательный луч Г. Если луч Ё принадлежит внутрен- 
ности конуса К. (т. е. все точки луча Г, кроме его конца, являются 
внутренними точками множества К.), то существует такое управление 
и^(#), что соответствующая ему траектория х,(#), исходящая из той 
же точки хо, проходит через некоторую (отличную от х (*)) точку ли- 
нии Л. 

Доказательство. Выберем на луче Г, какую-либо точку А и 
проведем из нее п векторов е!,...,е, равной длины г, перпендикуляр- 
ных к ‚лучу [, и взаимно перпендикулярных между собой. Положим, 
далее, } = —е;, #=1,...,п, причем векторы ] также будем считать 
исходящими из точки А. Общую длину г векторов е,,...,еи, ]1,..., т 
будем считать настолько малой, чтобы концы всех этих векторов при- 
надлежали конусу К; (это возможно, так как А есть внутренняя 
точка конуса). Наконец, через с обозначим вектор с началом в точке 
х (т) и концом в точке А. Так как векторы 


с, се, се... с- ее, СД, е--Ь,.. а 


(исходящие из точки х(т)) принадлежат конусу К.;, то существуют та - 


каждыми двумя точками содержат целиком соединяющий их отрезок. Заметим, что ес- 
ли выпуклый конус М не заполняет всего векторного пространства Х, в котором 
он расположен, то в пространстве Х сущэствует такая гиперплоскость, проходя- 
щая через вэршину конуса М, что весь конус М расположен целиком р каком-ли- 
50 одном (замкнутом) полупространстве, определяемом этой гиперплоскостью. Если 
имеются два ‘выпуклых конуса с общей вершиной, внутренность каждого из кото- 
рых не пересекается с другим конусом, то существует разделяющая их гиперплос- 
кость, т. е. такая гиперплоскость, что один конус расположен целиком в одном 


(замкнутом) полупространстве, определяемом этой гиперплоскостью, а другой конус— 
в другом полупространстве. 
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кие символы “о, “т, с. ьу @ль а", ео Я что 


Ах, = с, Аха, =с-те,..., Аха, = - ен, ты =е- 1... „.А ыы =С+ /м. 
п 


Определим две (очевидно непрерывные и неотрицательные) функции /* и 
Га `(Е) действительного переменного Е, положив: 


ГЕ при #>0, 


В ао 
ч ре 0 при &> 0, 
и и —Ё при Ё< 0. 


При (#')* + (2) +... (Е) < 1 формула 


а=а(Е,...; ЕЁ) = (+ Ы @& 


| У» Фа м (а 


1=1 
определяет зависящий от п действительных 
чисел #,..., Е" символа (Ё,..., Е). (Действи- Рие. 1. 
тельно, у нас имеется конечное число символов 
&, @&, а, причем все козффипиенты й* (#), № (@) и 1 у |@|, как 
4-1. 


легко видеть, неотрицательны.) Вектор Ах, соответствующий символу 
а =4(Е1,..., ), имеет, в силу леммы 2 (и в силу соотношений }: = — 6, 


(Е (© = ТЕ, й+ (&—№ (Е) =Е), следующий вид: 


5 - (+5 В+ ее + 


1=1 4=1 


вы тук Е Зи к 


1=1 1=1 
+ Уж -к а =е+ -— Увы. 
ея =1 


Следовательно, если точка (Ё,..., ") пробегает в п-мерном числовом 


пространстве единичный шар 
< (34) 
то вектор Ах, (точнее, конец этого вектора) также пробегает п-мерный 
шар в пространсчве Х., а именно, шар радиуса — г с центром в тозке 
А, ортогональный лучу Г. При тех же условиях конец вектора гАх,‚ 
(все векторы исходят из точки х (т), т. е. из начала координат простран- 
ства Х.) пробегает п-мерный шар Е. радиуса :. >. ортогональный лучу 
Г; центр шара Е. расположен в точке А. луча Г, находящейся на рас- 
стоянии Ц от точки х (т), где ?— длина вектора с (рис. 1). 
Так как в нашем рассуждении рассматриваются ‘лишь‘такие симво- 
лы а, которые являются линейными комбинациями (с некоторыми коэф- 
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фициентами) конечного числа символов 4, 4, 4, то точки т, 1, 
входящие в определение символа 


А -2 


мы считаем одинаковыми для всех этих символов, т. е. не зависящими 
от @,...,Ё; точка л также фиксирована. Числа же 01:,..., 6 и & 
= 


(определяющие проварьированное управление и” (1)) зависят от в. 
Поэтому мы будем писать и (1) и 61., чтобы подчеркнуть зависимость 


величин и*(1) и & от #,..., Е. Траекторию 
х’(Г), исходящую из точки х, и соответствую- 
щую управлению и ({), будем обозначать через 


х' (1), так что соотношение (25) даст нам: 
х' (< -- 6) =х (°) + =Ах, + 2 (35) 
Отметим, что траектория х (:) непрерыв- 


но зависит от параметров &1,..., &"; точно так 
же число 5, непрерывно зависит от &1,..., 
5". Поэтому и точка х" (т -- г) непрерыв- 
но зависит от &1,..., ЕЁ. Следовательно, когда 
точка (Ё,...,Ё) описывает шар (34), точка 
(35) пробегает (при любом фиксированном =) 
некоторый «диск» РГ. (т. е. непрерывный 
Образ шара (34); этот диск может иметь самопересечения и т. п.). 
С точностью до малых более высокого порядка, чем е, диск Ё. «совпа- 
дает» с шаром Ё. [см. (35)]; точнее говоря, точки диска К. отстоят от 
соответствующих точек шара Е. на величину более высокого порядка 
малости, чем ве. Точка же пересечения этого шара с линией Л (суще- 
ствующая при достаточно малых е) отстоит от точки х (т) и от границы 
шара Е. на величину порядка з. Следовательно, при достаточно малом = 
диск Р. пересекает линию Л в некоторой точке * (рис. 2). Выберем 
такое =. Так как весь диск Г. (по доказанному пересекающийся с ли- 
нией Л) состоит из точек вида (35), то существуют такие #,..., 
(удовлетворяющие условию (34)), что 


ГЫ В — 

х, (< -|- 264.) ЕЛ. 
Иначе говоря, обозначив величины и” (1), х' (1), соответствующие выбран- 
ным значениям ,..., &", через и, (1, х, (1) и полагая 


’ 
®-- ев =т,, 
мы получим: 
х, (&) =х., х, (т) ЕЛ, 
и лемма 3 доказана. 


ЛЕММА 4. Если управление и (1) и соответствующая ему траекто- 
рия х(1), Ц ЗЕ< Ц, оптимальны, то для любой правильной точки т 


* Г с Й 
Факт существования такой точки пересечения представляется наглядно «оче - 
видным», строгое доказательство легко проводится элементарными средствами топо- 
логии (с помощью понятия индекса пересечения). 
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(и <т<) луч [., исходящий из точки х (т) и идущий в направлении 
отрицательной полуоси 1°, не принадлежит внутренности конуса К. 
(т. е. проходит либо вне этого конуса, либо по его границе). 

Доказательство. Допустим, что при некотором т луч Г. при- 
надлежит внутренности конуса К.. Применим лемму 3, принимая за ли- 
нию Л (и за луч Г) луч Г... Тогда мы получим, что существует такое 
управление и, (1), для которого соответствующая траектория х, (1) (исхо- 
дящая из той же точки х,) проходит в некоторый момент т’>> & через 
точку, лежащую на луче Г... Иначе говоря, 

ао ре (х). 
Определим управление и, (#) на отрезке & << Ы - (<' — 1), положив 
, 

50-ГО шьет, 
^. \и (Е— (<’— *)) при т <Е<н+ (5. 


Траектория х.. (1), соответствующая управлению и,. (1) и исходящая из 
точки хо, на отрезке & <ЕЁ<т’ совпадает, очевидно, с траекторией х, (!), 
так что, в частности, 


Зе (а в 
2. (< ®(. 


Далее, на отрезке т’ << + (т'’ — <) траектория х,, (1) имеет вид 


Я 


(36) 


ха (6 =х(Е— (< — 9) р, (37) 
где р — постоянный вектор: 
р = ия (<) а и (9 0, 0, ... 0}. 


(Это получается непосредственной подстановкой решения (37) в уравне- 
ния (6) с учетом того факта, что правые части системы (6) не зависят 
от Ёи 20; вектор р определяется тем условием, что в точке “’— точке 
стыка двух кусков траектории х,, (1) — эта траектория должна быть не- 
прерывна.) При Ё{ = В - (<’— ) получаем: 

х.. (1 (® — *)) =х(Н) р. 


Иначе говоря, точка х,, (Ц — (2—5). лежит на прямой П, определенной 
ви.3 (ибо вектор р параллелен оси 27°) и, кроме того, 


20; (#1 | (< — т) = 42° (1) + 40. (*') — 22 (®) < (в) 


[см. (36)]. Но этс противоречит оптимальности траектории х (1) и управ- 
ления и (1). Таким образом, предположение, сделанное в начале докага- 
тельства, приводит к противоречию, и лемма 4 полностью доказана. 

14. Опорные гиперплоскости. В этом пункте мы будем пред- 
полагать, что х(), К <1<И,— оптимальная траектория (соединяющая 
точку х, с некоторой точкой прямой НП, см. п. 3), аи (1) — соответствую- 
щее оптимальное управление. Пусть т — некоторая правильная точка 
управления и (1). Согласно лемме 3, луч Г. не принадлежит внутренно- 
сти конуса К., так что этот конус не заполняет всего пространства Х. 
Поэтому существует опорная гиперплоскость к конусу К. вего вершине, 
т. е. такая гиперплоскость Г, что весь конус К. лежит в одном из двух 
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замкнутых полупространств, определяемых гиперплоскостью Г. (Гипер- 
плоскость Г, обладающая этим свойством, может быть не единственной 
последующие рассуждения этого пункта справедливы для любой такой 
гиперплоскости.) Уравнение гиперплоскости Г (в пространстве Х.) мож- 
но записать в виде ао2“ = 0, где 1°, 1',..., 4" — текущие координаты, . 
Гак как умножение всех коэффициентов а» на одно и то же отличное от 
нуля число не меняет гиперплоскости Г, то мы можем считать (изменив, 
если нужно, знаки всех чисел а. на обратные), что конус К. лежит в 
отрицательном полупространстве (а«2“ < 0). Иначе говоря, для лю- 
бого вектора Ах, определяемого формулой (26), выполнено неравенство 


(а, Ах) <0, (АхЕК.), {38) 
где через а обозначен вектор {а%, а1,..., а»} (ибо совокупность векто- 
ров (26) и есть конус К.). Полагая в формуле (26) 

5 = 0 =... = = 0 
мы получим: 

Ах = Ё(х (®), и (<)) &, 
и, в силу (38), 
{а, Ё(х (<), и (<)) 51) < 0. 
Так как это неравенство справедливо при любых 8 (как положитель- 
ных, так и отрицательных), то 


(а, Е(х (т), и (<) = 0, 
или, в силу определения функции Н, 
Н (а, х (<), и (<)) =0 (39) 


(это соотношение выполняется, если вектор а удовлетворяет условию (38)} 
Обозначим через 


$ (1, а) =ИФь (&, а), фи (6, а),..., фь(Ь, а)} 


решение системы уравнений (13) (для изучаемых оптимальных и(1) и 
х (1)) с начальным условием 


ф (<, а) = а. (40) 


Решение ф(1, а) определено на всем отрезке К <1<Н, так как систе- 
ма (13) линейна. 

ЛЕММА 5. Если вектор а удовлетворяет условию (38), то во всякой 
правильной точке управления и (1), лежащей на полуинтервале &, <“1<т, 
выполнено соотношение 


Н(Ф(?, а), х(0, и (1)) = МФО, а), х(1). 


Пусть :— правильная точка управления и({), расположенная на 
полуинтервале & <{< т, а 1; — произвольная точка пространства 0. 
Рассмотрим символ а (см. п. 14) с единственной точкой *: в. =) 
и с числами 61,, 51, соответственно равными единице и нулю: 


®== {=, 91, т, и 0. 
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“Тогда вектор Ах [см. (26)], соответствующий этому символу а, будет 
иметь значение 
Ах = А. [{(х (<1), 2.) — Ё(х (1), и (31))]. 


В силу соотношений (38) и (40) отсюда получаем: 


(ф (<, а), Ал, т И (х (т1), 21) ит Е (х (1), и (=,))]) < 0, 
и потому, согласно лемме 1 и соотношению А., „, =Е [см. (10)], 
(ф (са, а), Е(х (<1), 91) — Ё(х (<), и (1))) < 0. 
Последнее соотношение переписывается (в силу определения функции Н) 
в виде 
Н(ф(сь, а), х (1), 21) — Н (ф(зь, а), х(т1), и (<1)) < 0, 
а так как это неравенство справедливо для любой точки 7. ЕП, то мы 
получаем: 


Н(Фф(<., а), х (1), и (<1)) = ен Н ($ (ть, а),' х (11), 21) =М (Ф (<1, а), х (11), 


и лемма 5 доказана. 
Соотношение, указанное в лемме 5, справедливо при # =т (ибо +— 
правильная точка): 


Н(ф(®, а), х(<), и (т)) =М(ф(х, а), х(*)). 
Поэтому, в силу (39) и (40), мы получаем следующее утверждение. 

ЛЕММА 6. Если вектор а удовлетворяет условию (38), то 

М(Ф(‹, а), х(т)) = 0. 

15. Постоянство функции М. 

ЛЕММА 7. Если абсолютно непрерывная функция $(1) почти всюду 
на некотором отрезке Г удовлетворяет уравнениям (13) и соотношению 

Н(Ф(4), х(1), и (1) =М($(0, х()), (41) 
то функция М ($ф(0, х(1)) постоянна на всем отрезке Г. 

Заметим прежде всего, что функция М(ф(1), х({)) полунепрерывна 
снизу на отрезке Г. Действительно, пусть # — произвольная точка этого 
отрезка, а = — положительное число. В силу определения верхней грани, 
существует такая точка и’ Е, что 


Н(ф(г), х(Е), и) >МФ(@), х(#))— =. 


Далее, в силу непрерывности функции Н (ф (1), х(1), и) по Е при фикси- 
рованном и, существует такое 5 >> 0, что при |1 —Ё| < 6 имеем: 


|Н(Ф (6), х(0), и') —Н(ф(г), х(г), и) |< 5. 
Таким образом, при |1 —#|< 5 справедливо неравенство 
И НФ, 0. 
2>Н(ф(0), х(1, и) >М(ф(г), х(Ё)) — в, 


показывающее, что функция М (ф (&), х (1)) полунепрерывна снизу. 
Далее, так как управление и({) допустимо, то образ отрезка Г при 
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отображении и обладаэт в пространстве И компактным замыканием 
(см. п. 1), т. е. в пространстве И существует такое (замкнутое) компакт- 
ное множество Р, что и(ЙЕР при Е6Г. Положим 


т (ф, х) = шахН ($, х, и). 
"ЕР 


Очевидно, имеет место неравенство 
М ($, х) >ш ($, х), (42) 


справедливое при любых хи ф. Соотношение (41) означает, что почти 
всюду на отрезке [ имеет место равенство 


ш ($ (0), х(0)) =М(Ф(), х(0) 
(ибо и (ЕР). 

Итак, М (ф(1), х(1)) есть полунепрерывная снизу функция, почти всю- 
ду на отрезке [ совпадающая с функцией ш(ф (1), х(1)) и связанная 
с ней формулой (42). Из этого следует, что если функция т (ф(®, х (1) 
непрерывна, то функция М($(1), х(1)) всюду на отрезке Г совпа- 
дает с ней (и потому также непрерывна). Мы сейчас покажем, что 
функция ш(ф(2), х(1)),—а значит, в силу сказанного, и М(ф (1), х(1)) 
— абсолютно непрерывна на отрезке Г. 

Так как отрезок Г компактен, то в пространстве переменных Фь, фа, . 
‘... Фи, 20, 21,.....27 существует такое выпуклое ограниченное множе- 
ство О, что точка (ф(й), х(1)) прикадлежит множеству О при Е6Г. Та- 
ким образом, тройка ($ (2), х (1), и (#)) принадлежит множеству ОХ РприЕ Е Г. 
Далее, так как производные функции Н(ф, х, и) по переменным Фо, 2% 
непрерывны по совокупности переменных Ф, х, и (см. условия, наложен- 
ные на функции )® в п. 2), то на компактном множестве ОХР все эти 
производные ограниченны. Отсюда следует существование такой (не зави- 
сящей от и) константы К 0, что для любых (ф, х) ЕО, ($’, х)ЕО, 
иеР выполнено соотношение 

| Н(Ф, х, и) —Н(Ф’, х,, и) | < Ка. (43) 
где 4 — наибольшее из чисел |ф—$'|, |[х—х |. 

Пусть (ф, х) и (Ф’, х) — две точки множества О, а и и и’ такие 
точки множества Р, что ш (ф, х) =Н ($, х, и), ш(ф’, х) =Н($’, х,, и). 
Тогда, очевидно, выполнены неравенства 

Н (ф, х, и’) <Н ($, х, и), НФ’, х, и <Н(ф’, х, и), 
и потому (учитывая соотношение (43)) мы получаем:' 
— Ка<Н ($, х, и') —Н ($. хх и')<Н (ф, х, и) —Н(ф’,х, и’) < 
<Н(ф, х, и) —Н($’, х,, и) < Ка. 
Иначе говоря, 
[ш (ф, х) — ш (ф’, х'’) | < Ка, 
где 4 — наибольшее из чисел |ф—ф'|, |х—х'|. В частности, отсюда 
получаем: 
|ш ($ (6), х(0)) — ш ($4), х(')) |< Ка, в #61, 
где 4 — наибольшее из чисел [ф(#) —$(г’)|, |х(ё) —х(г)|. Из этого нера-. 
венства, в силу абсолютной непрерывности функций ф(!) и х(1, без. 
труда заключаем, что функция па (ф (1), х(1)) абсолютно непрерывна. 
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Покажем, наконец, что функция т ($ (2), х(()) почти всюду имеет 
производную, равную нулю. В силу абсолютной непрерывности функ- 
ции п ($ (1), х()) и определения функций х(ё) и $(ё), почти всюду на 
отрезке / имеют место следующие обстоятельства: функция т (ф (1), х (1) 
имеет производную, а для функций х (1) и ф(!) выполнены соотношения (6) 
и (13), или, что то же самое, (14) и (15). Пусть #— какая-либо точка, 
в которой эти обстоятельства имеют место, Г— произвольная, отличная 
от $, точка отрезка Г, а и— такая точка множества Р, для которой 


т (ф (0, х(0)) =Н(Ф(®, х(), и). 
Тогда ш(ф(Г) х(г)) >Н(ф(Р), х(), и), и потому 
ш (ф(Ё), х(Е)) — ш(ф(@), х (0) >Н(Ф(г), х(г), и) —Н (ФО, х(), и. 
Будем теперь считать, что приближается к &, оставаясь больше &, так 


что разность — положительна. Тогда деление на —{ не меняет на- 
правления знака неравенства в последнем соотношении: 


ш (ф (Г), х(Г’)) — ш (ф (2), х (1) — Н(ф(), х(Г'), и) —Н (ФС, х (1), и) 
РЕ Я И $ 


Переходя к пределу при Г-—>1 (/> 1), получаем отсюда: 


эн 4.) дн а2“(1) —0 


чт (ф(0), х (0) >1Н $0, х (0, а РН 


(здесь производные вычисляются в точке &, а и фиксировано). Аналогично, 
при #->$, Г<Ё. получаем обратное неравенство: 


1 ш(ф(0, х(0) < 0. 


Итак, функции ‘а ($ (1), х(1)) (а также и совпадающая с ней функция 
м(ф(,х(0))) есть абсолютно непрерывная функция, имеющая почти всюду 
производную, равную нулю. Следовательно, эта функция постоянна 
на отрезке Г. 

16. Предельный конус. Докажем следующее важное свойство 
конусов К.: 

ЛЕММА 8. Если ти т— правильные точки управления и (1), причем 
“<т то А...(К.)СК., где А. ; — отображение пространства Х.’ на 
Х., определенное в п. 4. 

В самом деле, конус К.’ образован векторами, каждый из которых, 
в силу (26), можно представить в виде суммы двух векторов: 


Днх = РГ (©), в (©) 5Е, 


№зх == У А." [Е (х (<:), в) — Е(х (9); и (<#))1 84. 


З=1 
Поэтому нам достаточно показать, что имеют место включения 
А.., - (Ах) 6К., Ах, - (А.Х ЕК.. (44) 


Мы имеем в силу (10): 


А... + (Аз х) =, Ат, = [# (х (<), 9) — Ё(х (<), и (<:))1 8, 


$1 


28 В. Г. БОЛТЯНСКИЙ, Р. В. ГАМКРЕЛИДЗЕ, Л. С. ПОНТРЯГИН 


и потому второе из включений (44) имеет место (ибот<...Зв<т< т. 
Докажем первое из этих включений. Допустим, что (при некотором 51) 
вектор А... (А.х) не принадлежит конусу К.. Тогда существует гипер- 
плоскость, разделяющая их, т. е. существуют такие числа @%, @1,..., ап, 
что конус К. расположен в отрицательном полупространстве 42° 0; 
а вектор А... - (Ах) —в открытом положительном полупространстве, 


т. е. 
(а, А... (Дах)) > 0, (45) 
где а— вектор {а,, @1,..., @п}. 

Обозначим через ф(Е. а) решение системы (13) с начальным условием 
ф(т, а) =а. Это решение мы будем рассматривать на отрезке & << <. 
Так как конус К. расположен в отрицательном пространстве, т. е. вы- 
полнено условие (38), то’из лемм 5, 7 и 6 вытекает, что 

М(Ф(Е, а), х(1)) =0 
при & <1<т. Так как, далее, т’— правильная точка (лежащая на от- 
резке & <#<‘*), то, согласно лемме 5, 


Н (Ф(т', а), х(т’), и (*)) = М(ф(т, а), х(т)) = 0, 


(ф(<', а), Ё(х (<), и (<’))) = 0. 
Отсюда, согласно лемме 1, мы получаем соотношение 
(ф (<, а), Ах, ‹ (Е (х (®), и (т'))) = 0, 


противоречащее неравенству (45). Полученное противоречие и доказывает. 
лемму 8. 

Пусть теперь т— произвольная правильная точка управления и (#), 
лежащая на интервале << &. Положим К") = А. ‚(К.).Так как Ик 
есть линейное отображение, то К“) есть выпуклый конус пространства 
Х... Конусы к? образуют возрастающую последовательность: 
если т’«т— правильные точки, то в силу леммы 8 имеем [см. (10)]:. 


К!) = А... (К..) = 4... (А... (К..)) с А. ь (К) =К®. 


Поэтому объединение (по всем правильным точкам т интервала & << 1} 
всех. конусов к” снова есть выпуклый конус (возможно не замкнутый) 
пространства Х,, (с вершиной в начале). Этот конус мы обозначим че- 
рез Кь, и назовем предельным конусом. 

ЛЕММА 9. Если управление и (1) и соответствующая траектория 
х(), 5 ЗЕ<Ы, оптимальны, то луч [1, исходящий из точки х(&} 
в направлении отрицательной оси 1°, не принадлежит внутренности 
конуса К‚,. 

В самом деле, пусть луч Гл, принадлежит внутренности конуса К... 
Выберем выпуклый многогранник М, целиком лежащий в К, и содер- 
жащий какую-либо точку [6[Гл, внутри себя. Каждая вершина много- 
гранника // принадлежит конусу К‚, т е. принадлежит некоторому ко- 
нусу К"), а так как конусы к” образуют возрастающую последова- 
тельность, то найдется такая правильная точка т, что все вершины 
многогранника М принадлежат конусу К. Следовательно, конус к” 
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содержит весь многогранник М, так что точка [{ является внутренней 
точкой конуса к, или, что то же самое, луч [., принадлежит внут- 
ренности конуса К”. Но тогда луч А: 1, ([.‚,) принадлежит внутренности 


конуса 
то я К?) = т. 

{ибо А;\, есть линейное невырожденное, следовательно, гомеоморфное, 
отображение). Луч же А: \, (Г.,) совпадает с лучом [., исходящим из 
точки х (т) в направлении отрицательной оси 21°. Это вытекает из того, 
что уравнения в вариациях (9) не содержат в своих правых частях 
переменного 25°, и потому равные между собой векторы {—1, 0, 0,..., 0}, 
исходящие из точек кривой х (#), получаются друг из друга переносом 
вдоль траектории х (1). Итак, луч Г. принадлежит внутренности конуса 
К., а это противоречит оптимальности управления и({) (см. лемму 4). 

17. Доказательство принципа максимума. Переходим 
к завершению доказательства теоремы 1. Пусть и (1, КЗЕ< Ь,— опти- 
мальное управление, а х (1) — соответствующая ему оптимальная траек- 
тория. Тогда луч [., не принадлежит внутренности предельного конуса 

К. (лемма 9), и потому существует разделяющая их гиперплоскость, 


т. е. существуют такие числа Су, С1,..., С», что весь конус К лежит 
в полупространстве с 1“ <0, а луч С, —в полупространстве сах®_> 0. 
Иначе говоря, вектор {—1, 0, 0,..., 0}, имеющий направление луча Г, 
лежит в полупространстве сол“ >> 0, т. е. «< 0. 

Обозначим через ф(ё) = {ф. (1), $! ((),..., $. (#)} решение системы (13) 
< начальным условием ф(Н) = с. где с — вектор {с,, сл,..., си}. Так как 


система (13) линейна, то решение ф ({) определено ча всем отрезке < < 
<. Покажем, что вектор ф({) и является тем вектором, существование 
которого утверждается в теореме 1. 

Прежде всего, х (1) и ф(|) удовлетворяют уравнениям (6) и (13), или, 
что то же самое, (14) и (15). Докажем, что соотношение (16) имеет место 
во всякой правильной точке интервала & <Ё < &. Пусть т — правильная 
точка, лежащая на этом интервале. Так как весь конус К,, а следова- 
тельно, и конус А. (К.) лежит в отрицательном полупространстве 
фа (1) < < 0, то (совершая перенос вдоль траектории х(!) из точки х (1) 
в точку х (т)) мы получаем, что весь конус 


А, ть (А, | (К.)) = =" К. 


лежит в полупространстве Фе (т) 1 < 0 (см. п. 5). Иначе говоря, вектор 
а =Фф(<) удовлетворяет условию (38). Отсюда вытекает, что для решения 
ф(ё, а) уравнения (13) с начальным условием ф (т, а) = (<), —а это ре- 
шение, очевидно, совпадает с ф (1) — справедливо утверждение леммы 5. 
В частности (в силу того, что ‹ — правильная точка), 

Н ($ (*), х(*). и (°)) =М(ф(®), х(<)) = 
(см. лемму 6). 

Итак, условия 1) и 2), указанные в теореме 1, выполняются. Кроме 
того, есть точки, в которых функция М ($ (1), х(1)) обращается в нуль 
(это будет во всякой правильной точке ч), и, далее, $, (&) = с < 0. 
Поэтому для’ проверки условия 3) теоремы 1 достаточно доказать послед- 
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нее утверждение теоремы 1 о постоянстве функций М ($ (#), х()) и % (0, 
если выполнены условия 1) и 2). Это непосредственно вытекает из лем- 
мы 7 и того факта, что функции /“ не зависят от 2°, так что первое из 


уравнений {13) имеет вид 
т 


а 

Таким образом, теорема 1 (и теорема 2) полностью доказана. 

18. Условия трансверсальности. В этом пункте мы рас- 
сматриваем оптимальные задачи с подвижными концами. Пусть 5% и 51— 
гладкие непересекающиеся многообразия (произвольных размерностей 
71, Г. каждая из которых не превосходит п — 1). расположенные в про- 
странстве Х. Поставим задачу найти такое допустимое управление и (1), 
которое некоторую (заранее не заданную) точку т, 65, переводит в не- 
которую точку 21651 и при этом придает функционалу (4) минималь- 
ное значение. Эту задачу мы и будем называть оптимальной задачей 
с подвижными концами. Если оба многообразия 5.,, 9, вырождаются 
в точки, то задача с подвижными концами обращается в прежнюю. 
уже решенную нами задачу (задачу с закрепленными концами). 

Ясно, что если бы точки х,, 1: были известны, то мы имели бы за- 
дачу с закрепленными концами. Отсюда следует, что управление и (0. 
оптимальное в смысле задачи с подвижными концами, оптимально и 
в прежнем смысле, т. е. принцип максимума (теоремы 1, 2) остается 
в силе и для задачи со свободными концами. Однако в этом случае: 
нужно иметь еще соотношения, из которых можно было бы определить 
положение точек х,, 2, на многообразиях 5., 9:1. Такими соотношениями 
и являются выводимые в этом пункте условия трансверсальности. 

Пусть 265, 4:65, — некоторые точки, а Т, и Т, — касательные 
плоскости многообразий 9, и 9:, проведенные в этих точках. Плоскости 
То и Т, расположены в пространстве Х, а следовательно, и в простран- 
стве Х (мы считаем, что Х с Х, отождествляя точку (21, 2?,. .; 27 ЕХ 
с точкой (0, 21, 27,..., 27) 6Х). Пусть, далее, и (1), х(#), ЦЗ Е<«н, —ре- 
шение оптимальной задачи с закрепленными концами 4 и 21. Обозначим 
через Т. и Т, плоскости, параллельные Г, и Т, и проходящие через 
точки х(1) и х(1;) соответственно. Наконец, пусть. ф(#) — вектор, суще- 
ствование которого утверждается в теореме 1. Мы будем говорить, что 
вектор $ф(Г) удовлетворяет условию трансверсальности в правом конце 
траектории х (1) (т. е. в точке х(1))), если плоскость Т, целиком содер- 
жится в гиперплоскости ф. (#1) х* =0 (напомним, что эта гиперплоскость 
предполагается проходящей через точку х (1), через которую также про- 
ходит и плоскость Т,). Иначе говоря, условие трансверсальности озна- 
чает, что для любого вектора 0 = {0, 01, 62,..., 0"}, принадлежащего 
(или параллельного) плоскости Т.. выполнено соотношение (Ф(Н), 6) =0. 


Аналогичный смысл имеет условие трансверсальности в левом конце | 


траектории х{1) (нужно лишь заменить &, Т: и Т, на &, Т, иТ, соот- 
ветственно). 


Пользуясь условиями трансверсальности, можно сформулировать ре- 
шение задачи с подвижными концами. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть и (1, & << 4, — допустимое управление, пере- 
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водящее некоторую фиксированную точку т, в точку Е5, а х (#) — 
соответствующая траектория (исходящая из точки х, = (0, х)). Для 
того чтобы и (1) и х(!) давали решение оптимальной задачи с подвижным 
правым концом, необходимо, чтобы существовал вектор ф(Г), удовлетво- 
ряющий условиям, указанным в теореме 1, и, кроме того, условию транс- 
версальности * в точке х (11). 

Разумеется, если многообразие 5, вырождается в точку, то условие 
трансверсальности заменяется условием прохождения траектории х (#) 
через эту точку. 

Докажем теорему 3. Проведем через каждую точку плоскости Т, луч, 
идущий в направлении отрицательной полуоси 25°, и обозначим множе- 
ство точек, заполняемое всеми этими лучами, через 01. Множество (0, 
представляет собой. полуплоскость; ее граничными точками являются 
точки плоскости Т.. 

ЛЕММА 10. Если некоторый луч Г, исходящий из точки х(Н) и 
принадлежащий полуплоскости О, является внутренним лучом предель- 
ного конуса К,, то управление и(!) и траектория х(№ не являются 
оптимальными. 

В самом деле, допустим, что в полуплоскости 0, существует луч 
[^, являющийся внутренним лучом конуса К‚. Так как всякий луч, 
достаточно близкий к [/^, также являетсз внутренним лучом конуса Кь,, 
то мы можем без ограничения общности считать, что луч Г” проходит 
внутри полуплоскости 0., т. е. имеет с Т, лишь одну общую точку 
х (11). Возьмем вектор р» имеющий направление луча [^, и представим 
его в виде суммы двух векторов [ и $, где [$ параллелен оси 40, а $ 
параллелен подпространству Х с Х. Тогда вектор % идет в направ- 
лении отрицательной полуоси 49°, а вектор 5$ параллелен пло- 
скости Т, (и плоскости Т,). Поэтому на многообразии 51 существует 
дифференцируемая кривая, исходящая из точки х, и касающаяся векто- 
ра $. Пусть 

Е =@@,26,...,"@), О 


— параметрическая [запись этой кривой. Без ограничення общности мы 
можем считать параметр = выбранным на кривой так, что 


| _. 
4 2=0 — # 


Обозначим через Ё (=) точку с координатами (2°() —е-|№|, Е ($), Е (®),... 
...,Е” (е)). Кривая Ё (=), 0 < < ево, исходит из точки х (#1), а ее касательный 
вектор в точке х({), как легко видеть, равен 4 +$=[, т. е. луч, 
касающийся кривой ё (5) в точке х (11), совпадает с [". Далее мы можем 
написать: 
Е (®) =х(Н) +Е-.... (46) 
Так как луч Г” является внутренним для конуса К,, то найдется 
такая правильная точка т управления и (#), что луч Г” является внутрен- 


* Можно доказать, что если оба конца подвижны (25 @ 5%, 11 6 51), то для опти- 
мальности необходимо существование вектора ф (1), удовлетворяющего условию 
трансверсальности в обоих концах траектории х (1). 
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ним для конуса А..,(К.) (ср. н. 16). Выберем такую точку т. Обозна- 
чим через у (1, =) решение уравнения (7). с тем же управлением и (1) и 
начальным условием у(,,е) = & (®). Мы будем рассматривать это решение 
на отрезке < < Е < Ы, где т — выбранная правильная точка управления и (1). 
В\илу теоремы о дифференцируемости решений по параметрам, функция 
у (,=) дифференцируема по =, причем имеет место соотношение (см. п. 4 
и формулу (46)) 
м = 4: (0. 

Иначе говоря, луч [/, касательный к кривой у (т, =), 0<=<е%, совпа- 
дает с лучом Ат (Г), т. е. А. ([/) = Г”. 

Таким образом, луч А: в ([/*) является внутренним для конуса А... (К.), 
и потому луч [1 является внутренним для конуса К.. Из этого (так как 
кривая у (=), О<е<е, касается луча мт в силу леммы 3, можно 
заключить, что существует такое управление и. ({!), для которого соот- 
ветствующая траектория х, (1), исходящая‘ из точки х., проходит через 
некоторую (отличную от х (т)). точку линии у(т,г), О<=<Ьь. Иначе 
говоря. существуют такие Г >ци > 0, что 


х, (Г) = у (с, =). (47) 
Определим управление и, ({) на отрезке & ЗЕ< Ы -- (Е — 1), положив: 
ак при <<, 
_ и (#— (Г —*)) при << + (1—5. 


Траектория х,, ({), соответствующая управлению и. (#) и исходящая из 
точки х,, имеет, очевидно, следующий вид [ср. (47)]: 


х (1) = | х, (1) при И < | < тж 
”. уе э®) пира 
В частности, 


х., (#1 + ( — *)) =У(6,=) =8(). 


Но так как точка Ё(е’) имеет координату 21°, равную 1о (#1) — =’ [1% |, 
т. е. меньшую чем 22 (11), то управление и,, ({) переводит точку х в 
точку Е (=) 65, и для него функционал (4) принимает меньшее значе- 
‚ ние, чем для управления и (1). Таким образом, управление и (1) и траек- 
тория х({) не оптимальны, и лемма 10 доказана. 

Теперь уже нетрудно закончить доказательство теоремы 3. Предель- 
ный конус К, и полуплоскость 0, являются выпуклыми конусами про- 
странства Х с общей вершиной в точке х(#). В силу леммы 10. внут- 
ренность конуса К, не пересекается с конусом 01; конус же 0, совсем 
меньше п, и, следовательно, а полуплоскости бы меньше п в г | 
т. е. меньше размерности пространства Х. Итак, каждый из конусов К, 
0, не пересекается с внутренностью другого, и потому существует раз- 
деляющая их гиперплоскость, т. е. существуют такие числа со, с1,... 

‚с», что весь конус К, лежит в полупространстве сах? < 0 (где 2, 
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2',...,1” — координаты в пространстве Х;,), а конус О, —в полупро- 
странстве са1® >> 0. В частности, луч Г‚, (лежащий в полупространстве 
0!) расположен в полупространстве сах“ > 0. Таким образом, числа 


Со. С1,...зСп Обладают всеми свойствами, указанными в п. 17, и потому 
решение Ф (1) = (Фо (8), Ф, (6),...,Ф» (#)} системы (13) с начальным условием 
$(1) =с (где с — вектор {со,с1,...,С»}) удовлетворяет условиям, 


указанным в теореме 1. 

Далее, плоскость Т, (содержащаяся в 0,) расположена целиком в полу- 
пространстве сах“ >. 0, а следовательно, в гиперилоскости сах“ = 0, или, 
что то же самое, в гиперплоскости Фа (1,) 2*=0..Таким образом, век- 
тор $Ф(1) удовлетворяет условию трансверсальности в правом конце тра- 
ектории х (1). 

19. Принцип максимума для неавтономных систем. 
В этом и следующих пунктах мы рассмотрим некоторые оптималь- 
ные задачи, решение которых получается либо в качестве следствия из 
предыдущих результатов, либо при помощи незначительных видоиз- 
менений проведенных выше рассуждений. 

Прежде всего рассмотрим оптимальную задачу такого же вида, как 
и (1), (4), но в случае, когда функции ]“ явно зависят от времени (про- 
странство И предполагается не зависящим от времени). Таким образом, 
закон движения объекта и функционал, минимум которого ищется, при- 
нимают в рассматриваемом случае вид: 


И), в, (48) 


1= \ (=, и (0,04. (49) 
Й 
Введя, как и прежде, новую координату 
В 
20 — (= (0), и (0,04 


ь 


мы сформулируем рассматриваемую задачу в следующей форме (ср. п. 3): 
В (п + 1-мерном фазовом пространстве Х даны точка хо = (0, то} 
и прямая П, параллельная оси 1° и проходящая через точку (0, я). 
Среди всех допустимых управлений и = и (1), обладающих тем свойством, 
что решение х(!) системы 
о . 
4 (ани, ), Е=0,1,...:п, (50) 
с начальным условием х (и) = хо пересекает прямую П, найти такое, для 
которого точка пересечения с прямой П имеет наименьшую координату 15. 
ля решения этой задачи введем еще одно вспомогательное неизвест- 
‘ное 2"41, изменяющееся по закону 


аа 1 
а о 

Очевидно, что 1741 ==, С помощью неизвестного х”+1 система (50) мо- 
жет быть записана в виде следующей автономной' системы (т. е. системы 
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у которой правые части не зависят от й): 
4 рии, а"), дей день 
аз т 
ва 
При этом мы должны найти оптимальную траекторию, соединяющую 
точку (21, 22,...,0,№) с некоторой точкой прямой 51, проходящей 
через точку (21, 21,...,21,0) параллельно оси 1”+1 (ибо конечное зна- 
чение переменного х”+1, т. е. момент времени, когда движущаяся точка 
приходит в положение х:, не является заранее заданным). Таким обра- 
зом, мы получаем обычную оптимальную задачу с закрепленным 

левым и подвижным правом концом. 

Напишем принцип максимума и условие трансверсальности для по- 
лученной задачи. Сопряженная система уравнений имеет вид (суммиро- 


вание по хот 0 до п): 


4$; 9/" : 

де = оао (51) 
4$ да 

ет, Фа 0 


Согласно теоремам 1 и 3, для решения рассматриваемой задачи 

нужно составить функцию 
фойо (2, и, а”) + ФЛ (д, и, а”) +... фи (2, и, 7) | фин 1. 
Эту функцию мы обозначим через Н” (а не через Н, как в теореме 1), 
сохранив обозначение Н для функции 
Н (ф,х, и, 1) = ф/° (хи, ФР (хи, 0+... + Фи (2, и, 0. 
Точно так же максимум по и функции Н”при фиксированных 2\, ф; мы 
обозначим через М* ($, х, х"+!) (а не через М, как в теореме 1), сохранив 
обозначение М (ф, х,{) для Максимума (по и) функции Н(ф,х, и, ё) при 
фиксированных ф, х,{. Таким образом, учитывая соотношение х"-+1 = &, 
мы можем написать: 
н" —=Н -|- Фила, м" =М 9 фича, 

и потому соотношение Н’(=)М”==0, выполняющееся вдоль оптималь- 
ной траектории (см. теорему 1), принимает вид: 


Н(Ф(),х (0, и (0,1) (МФ (0, х (0,2) = —Фы (0. (53) 


°Наконец, условие трансверса”ъности в правом конце траектории показы- 
вает, что прямая 5: (параллельная оси 2”) содержится в плоскости 
фе (#1) 2 =0 (суммирование по рот 0 до п- 1). Иначе говоря, 

Фи (11) = 0. 
Вместе с соотношениями (53), (52) это дает: 


1 
91® (2 (1), о 
мМ(Ф(,х0 = Ре. фи (6) а. 
: 
Итак, мы получаем следующую теорёму (принцип максимума для 
незвтономных систем): 


ТЕОРИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ 35 


ТЕОРЕМА 4. Пусть и (1) — такое допустимое управление, что соот- 
ветствующая ему траектория х (1) системы (50), исходяшая в момент 
1% из точки хо, проходит в момент В > & через некоторую точку пря- 
мой П. Для оптимальности управления и(!) и соответствующей ему 
траектории х(, Ц ЗЕ< Ц, необходимо ты такого ненуле- 


вого абсолютно и я вектора Ф (1) = {Фо (4), фл (1),...,4$. (0)}, что: 
1) величины х(0, $(0, и(1) удовлетворяют гамильтоновой системе 
4# _ 9Н 4$; Зла 
рт а ь ((=0,1,...,п), 


или, что то же самое, системе (50), (51); 
2) почти для всех  % << Н, функция Н (ф(, х(1), и, 1) переменного 
и ЕП достигает в точке и = и (1) максимума: 
Н(Ф(0, х (6), и (1), 8) (=)М ($(0,х(0,0; 


3) выполнены соотношения 


фо (#) = сов <0, М(ф(),х(,й= емо, (04. (54) 
& 

Если величины ф(1),х (1), и (1) Гудовлетворяют условиям 1) и 2), то 
функция Фо(1) переменного # постоянна, а функция М ($ (1), х (1, #) может 
лишь на константу отличаться от интеграла, ‘указанного в соотноше- 
ниях (54), так что проверку соотношений (54) достаточно произвести 
лишь в какой-либо один момент времени &, % << 4; например, вместо (54) 
достаточно проверить соотношения 

фо (в) < 0, М(ф(н)к(Ы),ь) =0. (55) 

Если теперь предположить, что точка 21, в которую точка хо должна 
переводиться с помощью управления и ({), не неподвижна, а перемещаел< 
ся, т. е. 2. = 21: (1, [то формулировка теоремы 4 несколько меняется. 
Именно, пусть и (1) — такое допустимое управление, которое точку хо в 
некоторый момент времени & переводит в точку 2: (1), и пусть 
= вые — {9', 4’, г. , 9} 

—касательный вектор к кривой г, (#1) в момент &. Тогда, после введения 
вспомогательного переменного 1711 ={, мы получим, что О 
51 будет уже не прямой, параллельной оси 2”, а линией (21 (6), т (бы, 

., 2 (0), 6), где 0 — параметр. Касательная прямая к этой линии в 
точке 0 ={ определяется вектором |{9*, 4*,...,9"”, 1}, и потому условие 
трансверсальности принимает вид 


фь (11) 94° -Н]Фиаа (В) 1 = 0. 
Отсюда, учитывая соотношение (53), находим: 
М ($ (4), х (#1), #1) = — Фи (В) = $, (в) г. 
Так как, согласно (53) и (52), функция М ($ (4), х(),ё} является перво- 


образной для Ре. = 9, Фа (6), то мы получаем: 


1 

ме, ходе | да. (56) 
| 

3* 
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Это и есть соотношение, которым заменяется равенство (54) в форму 
лировке теоремы 4; в связи с этим соотношение (55) принимает вид 


фо (&) <0, М(Ф(,), х(8), 6) =ф (в) т. 60 


В остальном формулировка теоремы 4 сохраняется. 

Наконец, рассмотрим неавтономную оптимальную задачу с подвиж- 
ными концами. Ограничимся случаем подвижного правого конца. Пусть 
$1 (1) — перемещающееся многообразие, дифференцируемым образом завися- 
щее от & и внутренних координат на этом многообразии. Задача заклю- 
чается в отыскании такого допустимого управления и(Г, что точка, 
движущаяся по закону (48) с начальным условием (4) = то, попадает 
в некоторый момент & на многообразие 65 ’(й;), причем осуществляется 
минимум функционала (49) при этих условиях. Обозначим через ТГ, каса- 
тельную плоскость многообразия 5 (Ё1) в точке х (1), а через Т, — парал- 
лельную ей плоскость, проходящую через точку х (1). Далее, обозначим 
через 5, множество всех точек (п + 1)-мерного пространства (а, 2?,... 
...,57“,Ё), для которых точка (21, 1°,...,2”) принадлежит многообразию 
$(). Ясно, что 5: является (г: | 1)-мерным многообразием (где г: — 
размерность многообразия 5 (0). Так как множество всех векторов, ка- 
сательных к многообразию 9, в точке (х(&),#) и имеющих вид {4*, 4*,... 
..., 4”, 0}, имеет размерность га, а многообразие 5, имеет размерность 
> г, то существуют такие числа 4',4?,....4", что вектор {41, 4?,... 
..., 9", 1} касается многообразия `. (в точке (5х (1), #)). Эти числа 91, 
4°,...,9” дадут нам возможность написать соотношения (56), (57), кото- 
рым должен удовлетворять вектор $(ё). Наконец, как и в п. 18, будем 
говорить, что вектор ф(И) = {$ (0,$.(0,...,Ф.(®} удовлетворяет усло- 
вию трансверсальности в точке &,, если плоскость Т, расположена цели- 
ком в гиперплоскости фа (1) 12° =0. При этих условиях имеет место сле- 
дующее предложение (обобщение теоремы 3 на неавтономный случай): 

Для того чтобы и (1) и х(1) давали решение оптимальной неавтоном- 
ной задачи с подвижным правым концом, необходимо, чтобы существовал 
вектор $ (1), удовлетворяющий условиям, указанным в теореме 4, с заме- 
ной соотношений (54), (55) соотношениями (56), (57) и, кроме того, 
условию трансверсальности в точке &. 

Это утверждение легко вытекает из теоремы 3 после введения новой 
переменной 1” = (ср. доказательство теоремы 4). 

Отметим, что если многообразие 5, неподвижно, то соотношения (56), 
(57) совпадают с (54), (55), так как в этом случае вектор {0,0,...,0, 1} 
касается многообразия 51. 

20. Задача с закрепленным временем. Предположим теперь, 
что рассматривается такая же оптимальная задача, что ив п. 2 (или 
в п. 19, т. е. с зависимостью функций /° от времени), но с условием, 
что время & начала движения точки (из положения 4) и время & ее 
попадания в точку 11 заданы заранее, так что время Ц — В за- 
креплено. Решение этой задачи мы легко получим из предыдущих рас- 
смотрений. Именно, мы условимся рассматривать лишь такие символы 


Я@ = {*&, 9, <, 54;, 58}, 
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для которых 81 =0. Тогда все рассуждения предыдущих пунктов, при- 
ведшие нас к доказательству принципа максимума, сохраняются и 
даже несколько упрощаются. Например, доказательство соотношения 
А+. (Ах) ЕК, (см. (44)) становится просто излишним, так как в рас- 
сматриваемом случае Дих = Ё(х (т), и (*')) 61 =0. Единственной формулой, 
„которая перестает быть справедливой, является формула (39), при дока- 
зательстве которой существенно предполагалось, что 8 может прини- 
мать как положительные, так и отрицательные значения. В соответ- 
ствии с этим мы уже не можем утверждать, что М (ф (1), х (1)) =0, хотя 
по-прежнему М (ф (1), х (1) =соп$(. Все же остальные положения теоремы 4 
полностью сохраняются, так что мы получаем следующее предложение. 

Пусть и (1), <ЗЕ< 1, — допустимое управление, для которого соот- 
ветствующая траектория х({), исходящая в момент времени & из точ- 
ки Хо, Удовлетворяет условию х (1) =1т:. Для того чтобы и(!) давало 
решение поставленной оптимальной задачи с закрепленным временем, не- 
обходимо, чтобы существовал такой абсолютно непрерывный вектор 


$(@) = {4% (1), $, (0),....$)}, что: 


1) величины х(0,$Ф(),и(1) удовлетворяют гамильтоновой системе 


4“ он ОЛА ОН оИие 0 
В ат и 2-9ай Е ? 2), 
или, что то же самое, системе 
ай я ‚ 4$; 9; 
= (в, и, 1). Е фи О п: 


2) почти для всех 1, Ц За< и, функция Н(Ф(,х(), и) переменного 
ие достигает в точке и = и (1) максимума: 


В ($ (0, х (6), и (1)) (=) М ($Ф(),х (0); 


3) функция Фо (1) неположительна (что достаточно проверить лишь 
в какой-либо одной точке отрезка Ц << И, так как, на основании 
условия 1), Фи = соп$4). 

Отметим, что эта теорема в такой же степени решает задачу с за- 
крепленным временем, в какой теорема 1 решает задачу с незакреплен- 
ным временем. Уменьшение числа условий на одно (а именно, отсутствие, 
по сравнению с теоремой 1, условия М (ф (Е), х (#)) =0) компенсируется 
здесь тем, что и число неизвестных уменьшается на единицу, так как 
время #, прохождения траектории через точку 2, теперь задано. 

21. Случай функционала, заданного несобственным 
интегралом. Рассмотрим теперь следующий вариант оптимальной 
задачи, сводящийся к рассмотрению бесконечного интервала интегриро- 
вания в функционале (4): 

В фазовом пространстве Х дана точка хо. Среди всех допустимых * 
управлений и=и(, << + с, для которых соответствующая траек- 


* Ограниченность управления и (1), входящая в требование допустимости (см. 
стр. 4), следует понимать в том смысле, что множество всех точек и (#), где & про 
бегает любой конечный отрезок, лежащий в промежутке & ЗЁ< + ©®, имеет 
компактное замыкание. 
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тория 1(!) системы (1), исходящая из точки то, удовлетворяет при 
{> со некоторым (заданным заранее) предельным условиям, найти такое, 


для которого интеграл 
со 


1=\ 2 @(, и (0) 4 (58) 
ь 
сходится и принимает наименьшее возможное значение. 

Покажем, что решение этой оптимальной задачи дается той же тео- 
ремой 1 (с очевидной заменой отрезка & <<; бесконечным промежут- 
ком << - < и с заменой условия прохождения траектории через 
некоторую точку прямой П предельными условиями на бесконечности). 
В самом деле, пусть и (#) — допустимое управление, для которого траек- 
тория 2 (1), исходящая из точки х., удовлетворяет наложенным предель- 
ным условиям на бесконечности, и интеграл (58) сходится. Как и прежде, 
будем рассматривать систему ‘уравнений (6). Тогда все рассмотрения 
пп. 4, 5, 9—15 и лемма 8 (см. п. 16) остаются’в силе (с отмеченными выше 
очевидными изменениями). Однако построение предельного конуса уже 
не проходит, так как точки & (правого конца отрезка времени) уже не 
существует. Тем не менее, легко видоизменить конструкцию предельного 
конуса таким образом, чтобы ее ‘можно было применить и в рассматри- 
ваемом случае. В самом деле, обозначим через к” выпуклый конус 
А+:,- (К.). Эти конусы образуют возрастающую последовательность: 

КСК при т’ < т. 
Поэтому объединение (по всемз правильным точкам т) всех конусов 
К{7 снова есть выпуклый конус ‚ (возможно незамкнутый) пространства 
Х., Назовем его начальным конусом и обозначим через К,. Легко ви- 
деть, что (для ранее рассматривавшейся оптимальной задачи (4)) имеет 
место соотношение 
И (К, — К... 

Поэтому начальный конус совершенно эквивалентен предельному, и мож- 
но было бы завершение доказательства принципа максимума (пи. 46—17) 
провести с помощью начального конуса К‚,. При этом лемма 9, как и 
ее доказательство, остается в силе (с очевидной заменой луча Г, и ко- 
нуса К‚, соответственно на Г, и К,,). После этого без труда проводятся 
и рассуждения п. 17, чем доказательство теоремы 1, проводимое с 
помощью начального конуса (вместо предельного), и завершается. Но 
такое доказательство дословно (с заменой отрезка << промежут- 
ком К ЗЕ< -- со) переносится и на случай рассматриваемой оптималь- 
ной задачи (58). Тем самым наше утверждение доказано. 

Заметим в заключение, что конусы К. можно было «сносить» не в 
точку х(1) или в точку х(&), а в любую точку х (2) рассматриваемой 
траектории. Поэтому изложенное доказательство применимо и к случаю, 
когда промежутком интегрирования является вся прямая — со <Ё < 4 о. 

22. Оптимальные процессы с параметрами. Рассмотрим 
следующую оптимальную задачу. Функции /0, Д,...,]{" зависят от трех 
переменных хЕХ, иЕО, шЕИ’, где Х иЙ имеют прежний смысл, а И, — 
векторное пространство размерности 5. Функции 0, /1,..., "и их част- 
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ные производные по переменным #71, 1*,..., 4”, \/,...и предполагаются 
определенными и непрерывными на всем пространстве ХХОХИ.. Закон 
движения объекта задается уравнениями 


Е в. 


`В пространстве Х заданы две точки 5% и 2:. Требуется выбрать такую. 
постоянную точку ЕЙ’ (т. е. до начала движения подобрать 
значение параметра ш, остающееся постоянным в течение всего движе- 
ния) и такое допустимое управление и ({), чтобы соответствующая траек- 
тория (1, исходящая в момент & из точки 1, проходила в некоторый 
момент #1 через точку. 2, и чтобы при этом интеграл 

| 

1= (2 (0, и (0, в) а 

ь 
принимал наименьшее возможное значение. 

При решении этой задачи мы будем предполагать, что все допусти- 
мые функции кусочно-непрерывны, т. е. что класс О допустимых управ- 
лений либо совпадает с множеством всех кусочно-непрерывных функций 
(заданных на (0), либо является его подмножеством, удовлетворяющим 
условиям 1), 2), 3) п. 1. В этих условиях имеет место следующая тео- 
рема [см. (15)], аналогичная теореме 1 (функция Н определяется, как и 
прежде: Н = ф./"). 

ТЕОРЕМА 5. Пусть и (1, к << а, — такое допустимое управление, 
1 ши =(и1,... , из) — такое значение параметра ш, что соответствующая 
траектория 


х (# = (22 (1,21 0,...,2 (0) = (20,50) 


удовлетворяет условиям: х (&) = 2%, 2 (&) = 0, х(&) = 21. Для того чтобы 
величины и (1), шо, х() давали решение поставленной оптимальной зада- 
чи, необходимо существование такого ненулевого непрерывного кусочно- 
дифференци руемого вектора Ф (+) = {Фо (®, 1 (1), ..., Фи (1)}, что: 

1) величины х (1), ф (1, и (1), шь удовлетворяют гамильтоновой системе 


ай _ дН ($ (1), х (1), и (а), шо) 


и 99. , 

? й ==0, У ®. , В НО 

4% дн), х(9, и (0, 9) ) 
а ум да 


2) всюду, кроме, может быть, точек разрыва * функции и(1), функция 
Н($ф(#),х (1), и, 2) переменного и И достигает в точке и,(1) максимума; 
3) в начальной точке ® выполнены соотношения 


фо (6) <0, М (ф (60), х (10), шо) = 0; 


* Так как изменение значений функции и (#) в конечном числе точек не влияет 
на оптимальность управления и({), то, полагая [в каждой точке разрыва и (1) = 
—=и (1—0) или и (#) =и(#- 0), мы добъемся того, что функция Н будет всюду на 
отрезке << Ц достигать максимума: 

Н (ф (2), х (1), и (1), шо) =М (ф(, х(1), що), ЮЗ. 
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4) имеют место равенства 


и ы 
а (6) ев 0, а 
5 


Если величины $ (1), х (1), шо, и (№ удовлетворяют условиям 1) и 2), то 
функции Фо (В и М(Ф(1,х(4), шо) переменного & являются постоянными, 
так что проверку условия 3) можно проводить не обязательно в момент 
1, ав любой момент 1, БЗЁЗЫ. 

Эта теорема отличается от теоремы 1 наличием условия 4), которое 
дает $ дополнительных соотношений, что и определяет возможность 
решения задачи, так как в эту задачу введены дополнительно $ неиз- 
вестных 1, и?,..., и (координаты точки и в пространстве И”). Отме- 
тим некоторую специфику рассматриваемой задачи, заставляющую огра- 
ничиваться лишь кусочно-непрерывными (а не произвольными измери- 
мыми) управлениями. В то время как в оптимальной задаче, сформу- 
лированной в п. 2, каждый кусок оптимальной траектории снова является 
оптимальной траекторией (ибо «улучшение» куска траектории ведет к 
«улучшению» всей траектории, ср. доказательство леммы 4), здесь, в 
рассматриваемой задаче с параметрами, это будет уже не так. Ведь 
если мы знаем значение параметра их, то мы имеем рассматривав- 
шуюся ранее оптимальную задачу, решаемую теоремой 1. Поэтому если 
и (1), №0 дают решение поставленной в этом пункте оптимальной задачи, 
причем управление и (#) определено на отрезке & << Ы, то на меньшем 
отрезке за счет изменения параметра 1% возможно удастся 
«улучшить» управление и (#). Из сказанного следует, что рассуждения, 
проведенные при доказательстве леммы 4, не применимы к рассмат- 
ривасмой оптимальной задаче. Рассуждения, доказывающие теорему 1, 
можно, однако, применить и здесь, считая в лемме 3 точку х совпада- 
ющей с концевой точкой Ц (что делает излишним лемму 4). Но 
для этого приходится считать точку &# правильной точкой управле- 
ния и (1), т. е. в качестве класса допустимых управлений приходится 
брать управления, правильные в правом конце отрезка. При этих усло- 
виях наиболее естественным классом допустимых управлений является 
класс кусочно-непрерывных управлений (или какой-либо его подкласс). 

Укажем, какие изменения нужно произвести в доказательстве теоре- 
мы 1, чтобы получить доказательство теоремы 5. Конструкции пи. 4 и 
5 сохраняются полностью; надо только помнить, что они проводятся не 
только при фиксированном управлении и (1), но и при фик- 
сированном значении параметра 1% (меняются только началь- 
ные условия, определяющие решения (8)). Обратимся, далее, к п. 9. 
Правильными точками управления и (1) являются все его точки непре- 
рывности, т. е. все точки отрезка & << Ц, за исключением конечного, 
числа точек разрыва. Мы продолжим управление и (#) несколько дальше, 
за правый конец отрезка & << &, полагая и (0 =и(н—0) при  Ь. 
Продолженное таким образом управление и (1) непрерывно в точке &, 
так что Ц является правильной точкой. Далее, точку *, входящую в 
определение прсварьированного управления (стр. 15), мы теперь будем 
считать совпадающей с Ц, т. е. положим & «т. 3%<...Зи<т= в. 
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Основные изменения произойдут в п. 10. Помимо варьирования управ- 
ления и (1) мы будем также варьировать параметр 1. Именно, мы выберем 
некоторый вектор 6% пространства И’ и через х* (1) будем обозначать 
(при достаточно малом =) решение системы 

ат 
а: 


=Л (м, и* (1), шв 8), Е=0, 1,...,п, 


т. е. траекторию, соответствующую проварьированному управлению и” (#} 
и смещенному значению 1 = ш, -- 6 параметра 1%. Мы имеем, очевидно. 
(по р предполагается суммирование от 1 до 3): 


Н-Её 
ЕЕ \ 10° (0, (0), ш-- ей @ = 
ь 
и- 28 - г Е 
=ю+ \ [167 (0), и"), д) ОО и. |= 
ий 
ие Веб 


= ж- \ (<, и* (1), шо) Ч в \ О фе ...= 
о ® 


Ее 1, 
= хо -[ \ 1 (х° (0), и* (0), под) ар в [|7 ар | вию+.... 


® ь 
Но так как 
-=51 


+ (10, ГО, фа 
ь 
есть точка на траектории, соответствующей измененному управлению и" (1), 
но не измененному значению параметра о, то к ней применимы формулы 
(25), (26), так что мы в нашем случае получаем: 


х* (1 - 51) =х (11) +еАх-..., 


где 
Ах = 1(х (в), и (6), ш) и -- У Аз, Е (х (9), а, шо) — Е (х (9), в (9), мова + 
+= 
И 
О вЫ 
+в р 4. (59) 


ь 
Такой вид принимают формулы (25), (26) в рассматриваемом случае. 
Обратимся теперь к п. 11. Мы включим вектор би в символ а, т. е- 
будем теперь полагать: 
а= (лы и, М, Ы 80} 


(мы опустили обозначение точки *, так как теперь <= есть фиксиро- 
ванная точка). Линейная комбинация символов а определяется. так же, 
как и раньше, только с учетом последнего аргумента: 


о Мы... 


После этого рассуждения п. 12 и доказательство леммы 3 (при =) 
проходят без изменения, а лемма 4 становится просто ненужной (ибо 
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т=8). В результате мы получаем конус достижимости К, для которого 
справедлива лемма 3. Рассуждения пп. 14, 15 также сохраняются (с заме- 
ной т на #), а предельный конус (п. 16) становится ненужным, так как 
у нас имеется лишь один конус Кь, построенный как раз в конце х (4) 
траектории х({) (в силу этого лемма 9 не нужна — она просто сводится 
к лемме 3). Наконец, рассуждения п. 17 доказывают выполнение условий 
4), 2), 3) и заключительную часть теоремы 5. Остается показать, что 
для выбранного таким образом вектора ф(!) выполняется условие 4). 
Положим в формуле (59) 


= ==... = 6 = 0. 
Мы получим: 
и 
де ие М, 0 
ди? 


& 
Согласно сказанному выше [ср. (38), (40)], имеем: 
фа (8) Дл* < 0 


для любого вектора (59), и потому 
и 
& |, 1), 
фи (4) ви» \ ров &<0. 
ди 
6 
"Так как эти соотношения справедливы при любых действительных зна- 
чениях параметров 67, то 
Ь 


еде, и. м 0, ры 


ди? 
ь 


и теорема 5 полностью доказана. 
Поступило 
14. У. 1959 
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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе рассматриваютёя характеристические функции произволь- 
ного плотно заданного линейного оператора с непустым множеством регу- 
лярных точек. В терминах характеристических функций формулируются 
условия унитарной эквивалентности несамосопряженных операторов и 
результат, относящийся к спектральной теории симметрических опера- 


торов. 


Понятие характеристической функции линейного оператора в гиль- 
бертовом пространстве было впервые введено М. С. Лившицем (!) * для 
изометрических и симметрических операторов с индексом дефекта (1.1) 
и для их квазиунитарных и, соответственно, квазисамосопряженных 
расширений. После этого в ряде работ [см. (3)— (8)] понятие характери- 
стической функции было по-разному распространено на другие классы 
линейных операторов, удовлетворяющих тем или иным условиям. 

Аппарат характеристических функций сыграл существенную роль при 
решении некоторых вопросов спектрального анализа несамосопряженных 
операторов. Здесь следует, прежде всего, отметить важные резульгаты 
М. С. Лившица (8), относящиеся к ограниченным линейным операторам, 
имеющим вполне непрерывную мнимую часть с конечной суммой моду- 
лей собственных значений **. Работа (°) явилась исходной для других 
исследований [см. (15) —(1®)]. 

В настоящей работе дается определение характеристической функции 
любого линейного оператора с плотной в данном пространстве областью 
определения и с непустым множеством регулярных точек. Это определе- 
ние отличается от прежних не только тем, что относится к более широ- 
кому классу операторов, но и тем, что оно основано на иных исходных 
соображениях. 

Предлагаемое определение характеристической функции приобретает 
особенно простой смысл в том случае, когда рассматриваемый оператор 
порождается формально самосопряженным дифференциальным выраже- 
нием и несамосопряженными краевыми условиями. 


* С результатами указанной работы можно также ознакомиться по книге 


Н. И. Ахиезера и И. М. Глазмана (?). 
** Мнимой частью ограниченного оператора А называется оператор 


1 
шА=5(А— А"). 


44 А. В. ШТРАУС 
а в Е А 


Мы доказываем, что простой оператор определяется своей характери- 
стической функцией с точностью до унитарной эквивалентности. Этим 
обобщаются предложения, установленные ранее в других работах при 
более ограничительных условиях. 

Следует отметить, что даже в работах одного и того же автора 
трактовка понятия характеристической функции линейного оператора 
заметно менялась, так что не всегда легко обнаружить связь между 
различными определениями этого понятия. В связи с этим предлагаемое 
здесь определение характеристической функции мы сопоставляем с неко- 
торыми другими. 

В настоящей работе выясняется также связь между характеристи- 
ческими функциями диссипативных операторов и обобщенными резоль- 
вентами симметрических операторов. По существу эта связь была обна- 
ружена автором ранее [см. ($), (1), (1), (2°)], однако здесь решение этого 
вопроса дается в более простой и обозримой форме. 


$ 1. Основные определения 


1. Пусть А — произвольный линейный оператор в гильбертовом 
пространстве Н с областью определения РА. Обозначим через Сл линей- 
ное многообразие всех & ЕДА, для которых 


(АЛ, 8) = (7, 48) 


при любом /6 ДА. Рассматривая Од как линейное пространство, образуем 
фактор-пространство ДА = РА/СА. Для любых & &ЕГд определим 
скалярное произведение [Ё, &] по формуле 


[Е = 2-14, 2) АЯ %- 


где / ЕЁ, 4 ЕЁ. Это определение корректно, т. е. не зависит от выбора 


представителей ] и ][: классов Ё и &. Скалярное произведение (Е, ЕЁ] 
эрмитово, т. е. 


[6, &] — [&, Я. 


Хотя [Е, при 8 = 0 не обязательно положительно, однако скалярное 
произведение [5, Е] является невырожденным в следующем смысле: если 
для некоторого &ЕГлд равенство [Е &] =0 имеет место при любом 
ЕЁ, то & =0. Фактор-пространство Дл с определенным выше скаляр- 
ным произведением представляет пример пространства с эрмитовой били- 
нейной метрикой, которая в общем случае является индефинитной *. 

Граничным пространством оператора А условимся называть всякое 
линейное пространство Г, с билинейной метрикой, изоморфное фактор- 
пространству Сл со скалярным произведением (1.1). Этому определению 
эквивалентно следующее. Линейное пространство Г с невырожденным 


* 
См. по этому поводу книгу А. И. Мальцева (21). Хотя пространства, рассмат- 
риваемые в этой книге, как правило, конечномерны, однако интересующие нас 


определения распространяются очевидным образом на пространства любой 
размерности. 
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эрмитовым скалярным произведением [ф, $.] называется граничным про- 
странством оператора А, если существует линейный оператор Г, отобра- 
жающий Дл на Г, такой, что для любого ЕДА 


ГУ, = (4—0, 47. 


Очевидно, что в этом случае для любых /, 4 ЕДА имеет место равенство 


ГУ, Гл = = (4%, А) — (4%). (1.2) 


Оператор Г, обладающий указанными свойствами, будем называть 
граничным. 

Заметим, что Г/ =0 тогда и только тогда, когда /6Сд. 

Из определения граничного пространства линейного оператора следует, 
что у унитарно эквивалентных операторов имеются одни и те же гранич- 
ные пространства. 

Отметим особо тот частный случай, когда для любого /6 ДА 
т (17, /) >0. Оператор А, удовлетворяющий этому условию, называется 
диссипативным. Граничное пространство диссипативного оператора удов- 
летворяет всем аксиомам гильбертова пространства (конечномерного или 
бесконечномерного), за исключением, быть может, аксиомы полноты. 

2. Если С — какой-либо линейный оператор, действующий в гильбер- 
товом пространстве, то через Ас условимся обозначать множество всех 
комплексных чисел Х, являющихся регулярными точками оператора С. 
Предположим, что область определения ДА оператора А плотна в Н и что 
множество ЛД непусто. Оператор А, очевидно, замкнут. Через А” обоз- 
начим, как обычно, оператор, сопряженный с А. Определенное ‘выше 
многообразие СА состоит из всех 6 РАПДА+, для которых 


Ар = А” }- 
Множество Ад. непусто, причем ХЕЛд. тогда и только тогда, когда 
тем. 

Пусть Г, — произвольное граничное пространство оператора А со ска- 
лярным произведением [9, $1] и Г — какой-либо граничный оператор, 
отображающий Дд на Г.. Кроме того, введем в рассмотрение какое-либо 
граничное пространство С’ оператора — А” со скалярным произведением 
[Ф, $/]’и соответствующий граничный оператор Г”, отображающий Рад. 
на [,; для любых в, в. ЕДА. 


ПЕ ЩЕ = С, А° 81) — (А*8, 81). (1.3) 


Заметим, что Г’р =0 тогда и только тогда, когда 8 ЕСА. 
Пусть ^ЕЛдь. Тогда для любого /6)д существует единственный 
элемент #6 ДА. такой, что 
А — А'в=Х(/—8). (4.4 
2, очевидно, определяется формулой: 
в = (4*—^Е) "(А— ХЕ) }. 


Положим = 
Зы (А АВ (АЕНАЕ). (1.5) 
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ЛЕММА 1.1. При любом КЕЛд+ множество всех неподвижных элемен- 
тов оператора 5» совпадает с многообразием СА. 
Доказательство. Если /6 Сл, то, очевидно, 9} =]. Обратно, 
если / есть неподвижный элемент оператора 5, то Е РАПДОА* и 
(А* — ХЕ) 5» / = (А* — Е) }. 
Отсюда, в силу (1.5), получаем равенство А} = А*], показывающее, что’ 


ЕСА. Лемма доказана. 
Так как соотношение ДЕ Сл равносильно каждому из равенств 


= ТА, 
то из леммы 1.1 вытекает справедливость следующего утверждения: 
если в =5)/ и Г/=0, то Г’8 = 0. 
Учитывая это, мы определим при любом ХЕЛд. оператор Х (^) из Г. 
в Г’ формулой 
о а, (4.6) 


Таким образом, если при ^ЕЛд. элементы ЕДА и 860). связаны 
равенством (1.4) и ф = Г/, ф=Г'&, то, по определению, | 


ф=Х (№. 


Определенную формулой (1.6) операторную функцию Х (^) комплекс- 
ного параметра ^ (^ЕЛд:) будем называть характеристической функцией 
оператора А. 

Отметим, что характеристическая функция Х (^) оператора А опреде- 
ляется им неоднозначно; она зависит от выбора граничных пространств 
Г, Г’ и граничных операторов Г, Г”. 

Очевидно, что унитарно эквивалентные операторы имеют одни и те 
же характеристические функции. 

3. Оставляя в силе предположения и обозначения п.2, определим 
еще несколько операторов, играющих в дальнейшем существенную речь. 

При любом ХЕЛад. положим 


5; = (А—ХЕ)-1 (А*— ХЕ). (1.7) 

Для тех же граничных пространств Г. [’ и граничных операторов Г, Г”, 

которым соответствует характеристическая функция Х (^) оператора А, 
определим оператор Х’ (Х) из Г, в Г, по формуле 

Х’ (^) Г’ = Г5х8 (8 6ДА>). (1.8) 

Заметим, что если в граничных пространствах Г, и Г" ввести скалярные: 

произведения, отличающиеся от прежних лишь знаком, то Х’(^) окажется 


характеристической функцией оператора А” в смысле определения, при- 
нятого вп. 2. 


При любом ЕЛА. определим оператор ©» из Св Н, полагая 
®Г/=/—5^/ (Ед). (1.9) 


Это определение корректно. Действительно, если для какого-либо ТЕДА 
Г/=0, то, согласно лемме 1.1, при любом ЕЛА.» 


1—9] = 0. 
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_ Аналогично определяется при любом ^ЕЛд. оператор ©; из [/ в ИД: 
ГЕ =Е— 558 (Е6ЛА.). (1.10) 


Заметим, что в силу леммы 1.1, каково бы ни было ^ЕЛд., ОдФ= 0 
лишь при ф = 0 и, аналогично, 0. ф = 0 лишь при ф = 0. 


$ 2. Примеры 


1. В гильбертовом пространстве Г2(а, 5) функций, суммируемых с 
квадратом на конечном отрезке [а, 6], рассмотрим оператор 'дифференци- 
рования А, порожденный выражением и и краевым условием у (а) = 0. 
Областью определения Од оператора А является линейное многообразие. 
всех абсолютно непрерывных на отрезке [а, 5] функций ] (5), для которых 
Ета (а, 5) и /(а) =0. Для любой такой функции 
я 

Если } (2) ЕДА, то 

+ (4. Л — (, АЙ = КОТО. 
Отсюда видно, что граничным пространством оператора А служит одно- 
мерное эвклидово пространство со скалярным произведением 


[6 %} = 2 
При этом граничный оператор Г определяется формулой 
Г/= а/ (6), 
где а — какое-либо фиксированное комплексное число с модулем |а| = 1. 


Положим 
Г/=1(5) (7(2) ЕВА). 
Оператор А” порождается тем же выражением # > и краевым условием 


у (5) =0. Граничным пространством оператора — А° является то же 
самое одномерное эвклидово пространство, а соответствующий граничный. 
оператор можно определить формулой 


ГЕ=— (а) ((2)6)^»). 


Множества Лд и Ад» совпадают со всей комплексной плоскостью. 
Пусть функции /(2) ЕДА и 8(2)Е)д. связаны при каком-либо * 
соотношением 


А}— 418 =^(0— 8) 
И -в=^(—8. 
Тогда при любых х,, ХЕ[а, 6] 
1 (2) — 8 (2) =е = [1 (2) — 8 (%.)]. 


Полагая здесь х, =6, х =а, получаем: 
—& (а) =е* 975, 
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Те. 


р 5 — её (6—а) Гу. 


Отсюда следует, что характеристическая функция Х(^) оператора и: 
являющаяся в рассматриваемом случае скалярной функцией, определяется 
формулой 

Х (0) = #^6—. 


2. Пусть А — дифференциальный оператор в пространстве [7 (а, 6), 
порожденный дифференциальным выражением 


а 
НУ = — +9 (Фу (2.4) 
и краевыми условиями 
ео аа Ве (2.2) 


отрезок [а, 6] предполагается конечным, а функция 49(2) вещественной 
и суммируемой на [а, 6]. Область определения Дд оператора А состоит 
из всех функций у9(2)(а<х<5), для которых производная _ абсо- 
лютно непрерывна на [а, 6], а 1[у] Е Г? (а, 5) и, кроме того, выполняются 
условия (2.2). Для у (2) ЕВА Ау= Ц]. 

Если ]/ (5) ЕДА, то 


1 (4 - а 
РА А 41 =# (457—145) 
Введем в рассмотрение матрицу 
о Е 
я Е о) 
В линейном пространстве Г двумерных векторов == (&,; &), которые будем 


рассматривать как одностолбцевые матрицы, определим скалярное про- 
изведение по формуле 


(2.3) 


[6 м] = 7 (2.4 


где \’ обозначает однострочную матрицу, сопряженную с 3. Согласно 
(2.3), пространство Г с индефинитной метрикой (2.4) является гранич- 


ным пространством оператора А. При этом граничный оператор Г можно 
определить формулой 


гу = (76); 2 6). 


Хиератор А” порождается тем же дифференциальным выражением (2.1) 
и краевыми условиями 


ау 


=), 5. 


0. 


х= — 


Граничным пространством оператора — 4* служит то же пространство Г. 


со скалярным произведением (2.4), а соответствующий граничный опера- 
тор Г’ можно задать формулой 


Га = (—8(@); 2). 
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Множества Лди Ал. совпадают со всей комплексной плоскостью. 

При любом комплексном Х для любой функции } (2) РА существует 
единственная функция #(7)6 Оль, связанная с }(2) равенством (1.4), 
которое в рассматриваемом здесь случае принимает вид 


42 
—ж0—8 +9(2)(—:)=^0(—8). (2.5) 
При любых т.,, тЕ[а, 6], определим матрицу Т (2, х,; ^) формулой 


у: (2) у.(х) 


И? (х, То; ^) = аут уз ’ 
4 а 


где У: (2) и у2(х) — решения А 


= У 9 (2) у = у, (2.6) 


удовлетворяющие условиям: 


У: (25) =1, У» (5) = 0, 
-а = (№) = = 0, ЕО = (о) = =1. 


Если у(х) — какое-либо решение уравнения (2.6), то 


п И 
== о: 
чи (2) 5 (20) 


В силу (2.5), равенство (2.7) имеет место для функции 


у (2) = (2) — в (2). 


Полагая при этом 1х, = и х=а, получаем: 


Га =” (а, 6; №Г,. 


Последнее соотношение показывает, что если характеристическую функцию 
Х (*) оператора А отождествить с соответствующей матричной функцией 


параметра ^, то 
Х (®) = И (а, 6; №. 


Заметим, что аналогичный смысл имеет характеристическая функция 
дифференциального оператора, порожденного обыкновенным формально 
самосопряженным регулярным дифференциальным выражением любого 
порядка и нулевыми краевыми условиями в одном из концов сегмента. 

3. Пусть Ги Т — положительные числа, О — прямоугольник в плос- 
кости (20), определяемый неравенствами 0 3х < 0<Е< УТ, и [2 (0)— 
гильбертово пространство функций ] (5, #), суммируемых с квадратом в 0. 
Обозначим через 0’ линейное многообразие в [2 (0), состоящее из всех 
дважды непрерывно дифференцируемых в О функций и(х,1), удовлетво- 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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ряющих условиям: 


и Е ы [1 = 0, а, 
ди у 
и | = 0, 9: бы — 0. (2.9) 


В пространстве [7 (0) рассмотрим оператор А’ с областью определения 
ра, =0', заданный формулой 


где а— положительное число. Оператор А’ допускает замыкание А, 
которое можно охарактеризовать следующим образом: область определе- 
ния ДА оператора А состоит из всевозможных функций и (т, ПЕГР (0), 
для каждой из которых существует такая функция 1(2,1) 612(0), что 
и (1,1) является обычным или обобщенным решением уравнения 

2 2 

тя а 2 = (2,1) 
при граничных и начальных условиях (2.8) и (2.9) [см. (??)]; при этом 
Аи =7 (2,1). 

Введем в рассмотрение гильбертово пространство [/2(0,1) функций 
ф(х), суммируемых с квадратом модуля на отрезке [0,[]. Обозначим 
через Д., линейное многообразие в [7 (0,1), состоящее из всех функций 
ф(72), которые абсолютно непрерывны на отрезке [0,1], имеют производ- 
ную Ев (0, 1) ив концах отрезка [0,Д] обращаются в нуль. 

Какова бы ни была функция и (5х, ) Ед, при любом фиксированном 
610, Г] 

и (5, %) Е Д.- 


Любая функция и (5, #) РА обладает в О обобщенной производной ‚- 
и для любого & 6[0, 1] 

ди 2 

да | Е Г (0, 1). 

8 
д 

Как элемент пространства [2 (0, 1) с непрерывно зависит от параметра 
1 О<Е<Т, и при Е=0 обращается в нуль. Справедливость этих 
утверждений вытекает .из известных фактов, установленных в теории 
обобщенных решений волнового уравнения и соответствующей смешанной 
задачи [см. (??), (23), (24)]. 


Заметим, что для любых ф, (1) ЕО, и $ (4) 61? (а, 6) существует функ- 
ция и(т,Ё) 6) такая, что 


ди 
и (1, Т) = $, (1) и А (1). 
Деиствительно, этими свойствами обладает, например, функция 


и (1,6) =а(0о(т,1), 


где (1) — дважды непрерывно дифференцируемая на отрезке [0,7] 
функция, равная соответственно нулю и единице в окрестности точек 
1=0Ои:=Т, аф(х, #) — определенное в прямоугольнике О обобщенное 
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решение следующей смешанной задачи: 


9% 2 0% А 
а. даа = 0, О, 


д 
от =% (2), &|__ = 42). 
Для любой функции и (1,1) Е Од имеем: 
1 А 
ди 


1 (Чи, и) — (и, Аи) = = о) ‚ 4. 
: н 


Отсюда следует, что граничным пространством оператора А служит 
линейное пространство Г, всевозможных двумерных векторных функций 


Ф (2) = {Фо (т), $1(2)} (0<%3=<1, 
где Фо, (2) ЕД, фи (1) 6 [7 (0,1), если скалярное произведелие в Г, задано 


формулой 
| 


[Ф, Ч = 2 \ [9 (2) $ (2) — 9 (2) $, (2) 42. 
о 
При этом оператор Г, определенный формулой 


Ги = {= (2т), = ра (и (х )ерА), 


является граничным. 
Оператор А” является замыканием оператора 4”, заданного формулой 


р 02 р2 9% 
А” = РУ) — @ доз 
на многообразии ДА’ дважды непрерывно дифференцируемых в О функ: 
ций ©(5,2), которые удовлетворяют условиям: 


Определенное выше граничное пространство Г оператора А является 
также граничным пространством оператора — А”, однако граничный опе- 
ратор Г’, соответствующий оператору — А", определяется по-иному: 


Го. = | [2 (х, 0), ГОО 9: (ь (т, 1) ЕР»). 
г =0 


Операторы А и А” обладают ограниченными обратными операторами, 
определенными на всем пространстве [^(0). В частности, какова бы ни 
была функция / (5, 2) 67?(0), для оператора А” имеет место формула 
1 х-а(1—т) 

\« (| 769% (2.10) 


0 х—а(1—*) 


И 
2а 
где (т, #) — продолжение функции / (х, {) на всю полосу (— со < < о; 
0 <{<Т), определяемое условиями: 

ту (—т, й=— о 1), 


Пена, = Их). 
4* 
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Формула (2.10) позволяет заключить, что операторы А и А”-1 вполне 
непрерывны, а их спектры состоят лишь из одной точки №=0, О 
следует, что множества Али ЛА» регулярных точек операторов АиА 
совпадают со всей комплексной плоскостью. | 

Пусть Ф (2) = {$ (2), $1 (2)} — произвольная векторная функция на Г. 
Выберем функцию и (2, ) Е )д так, чтобы 


Ги = {$ (2), $1 (2)}. (2.11) 


При любом ^ функция 2 (5, &; ^) ЕР. однозначно определяется уравне- 
нием 
Ап — А*% =Х(и — 5). (2:12) 
Положим 
м(х, Юн (ао (2.13) 


В силу (2.12) и (2.13), функция (2, &; ^) является обобщенным решением 
в [2 (0) уравнения 


ОИ ОР (2.14) 
при условиях: 
и и 57 |5 = 0, (2.15) 
д 
юг =% (2), |, =4 4). (2.16) 


Такое решение единственно, ибо разность двух различных решений 


являлась бы собственной функцией оператора А”. Согласно (2.13), 
имеем: 


(2.17) 


Итак, принимая во внимание (2.12), (2.11) и (2.17), получаем для 
характеристической функции Х (^) оператора А формулу: 


ХО, Фу (20| | 


где (1,1; ^)есть обобщенное решение уравнения (2.14) при условиях 
(25) и (2-16), 

Аналогичным образом можно было бы рассмотреть характеристиче- 
скую функцию оператора, соответствующего смешанной задаче для фор- 
мально самосопряженного гиперболического дифференциального уравнения 
второго порядка в п-мерном цилиндре конечной высоты. При этом нам 


пришлось бы воспользоваться некоторыми из результатов О. А. Лады- 
женской (2). 


$3. Унитарная эквивалентность несамосопряженных операторов 


_ 1. Рассмотрим произвольный линейный оператор А в Н такой, что 
РА =Н, а множество ЛД непусто. Выбрав какие-либо граничные про- 
странства Г и Г’ операторов А и — А*, а также соответствующие гра- 
ничные операторы Г и Г’, введем в рассмотрение характеристическую 
функцию Х (^) оператора А, а также операторные функции Х’ (^),О, и 
0; (^6Ллд:), которые были определены в В. 
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ТЕОРЕМА 3.4. Для любых ®, ВЕЛА-, Ф, ЯЕБиф, 4 ЕГ/ имеют место 
равенства: 


[1 —1Х А), Хе = ^= (Оф, 9,$)), (3.1) 
[ХФ 10), = =^ (9, 9-4, (3.2) 
ФУ — (6$, Хи А ©, 9$, (3.3) 


Доказательство. Для заданных фФ, ФЕ Г, выберем такие /, // ЕДА, 
что 
Гл=Ф, ГА = Фа. 
Положим 
=), = 57а» 


где операторы 5)», 5, определяются по формуле (1.5). Тогда 


Ге=х 0)» Га=хХШь, (3.4) 
1—в= О, 1 — 81 = Оф. (3.5) 
Рассмотрим выражение 
1 * ‚ 
о ыы о Ар) (3.6) 


В результате элементарных выкладок получаем: 
1 1 * Н 
Е (АУ, 11) — (1, АЛ) 1 че (АВ, 811. 


Принимая во внимание (1.2), (1.3) и (3.4), приходим к формуле: 


т = ФФ! — [5 0) Х (ВФ. = (3.7) 
С другой стороны, имеют место равенства: 
А] — А" =^(/— 3), (3.8) 


А]; — 4" 1 = (р — 81). 
Поэтому формулу (3.6) можно представить в виде: 


= Е 
откуда, в силу (3.5), выводим: 
ке 
==" (9$, Оф). (3.9) 


й 


Сопоставляя (3.7) и (3.9), получаем равенство (3.1). а 

Как уже отмечалось в $1, операторную функцию Х’(^) (ЕЛА) 
можно рассматривать как характеристическую функцию оператора А", 
если в пространствах Г, и Г[/`изменить лишь знак скалярного произве- 
дения. Поэтому, меняя операторы А и А” ролями, заключаем, что 
одновременно с равенством (3.1) справедливо и равенство (3.3): 

Чтобы установить (3.2) при произвольных ф@Г, ФЕГ", определим 


элементы / и Е как выше, а элемент &1 6 Рд+ выберем так, чтобы Г’! =ф, 


и положим 
Л а 5:81, 
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ЕЕ 


где оператор 5. определяется формулой (1.7). Тогда 
Гл =Х’ ($ 


== о, ф. 
Выражение 1, определяемое формулой (3.6), преобразуется теперь 
к виду: 
1 = [®, Х' (Я —1Х 0), 91. (3.10) 
С другой стороны, принимая во внимание (3.8) и равенство 


АД, — А*в: = в (1 — 81), 
имеем: 


== $ ОВ, &— 8), 


$, 9-$. ‘` (3.11) 


Сравнивая (3.10) и (3.11), приходим к формуле (3.2). 

Теорема доказана. 
Следствие 1. Для любого невещественного № © Лд+ и любого ненуле- 
вого фЕГ, 


=" 


зв (Па ^) {[$, $] — [Х (®) ф, Х (№) $1} > 0. 
Действительно, это неравенство вытекает из соотношения (3.1) при 
и =^ если учесть, что при ФЕ 0 О-=0. 
Следствие 2. При любом К ЕЛд+ и любых ФЕГ, ФЕГ 


[Х (©) ф, $ = 1, Х' Ч. (3.12) 


Заметим, что при данных Г, [/ и Х (*) операторная функция Х’ (^) 
однозначно определяется формулой (3.12). 

2. Введем в рассмотрение замкнутую линейную оболочку Н, всевозмож- 
ных элементов / — 5), 8— 555, где / и & пробегают соответственно Дл 
и Рад. параметр Х принимает всевозможные значения из Ад», а операторы 
5л и 5; определяются формулами (1.5) и (1.7). Положим 


а 


ЛЕММА 3.1. Подпространство Н! приводит оператор А. 


Доказательство. Для любого /6ЕД)д при любых значениях 
^, ЕЛА» имеем: 


А} — 4*5} = (7 — 551), 
(3.13) 
А} — Аб). 
В результате почленного вычитания получаем: 
А° (5 — 5) 1 = (^— м/и — 5, 
откуда 


(4 — Е) (5, — 5) 1 =(—в((—5). (3.14) 
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Зафиксируем р и предположим, что ХЕ. Тогда из (3.14) будет сле- 
довать: 


(4* — Е) (/— 5}) = — = — 81) — (1 — 5]. (3.15) 


Равенство (3.15) показывает, что для любого Хи (^ЕЛА-) 


(А* — мЕ) ^ (/ — $51) Е Н:. (3.16) 
Так как при Хи 65)/-»5,/, а оператор (А°’— иЕ)-1 ограничен, то со- 
отношение (3.16) имеет место и при Х= и. 
Рассмотрим теперь произвольный элемент 6 )д-. При любом ХЕЛА 
имеем: 


Ав — А" =Х (538 — 2). (3.47) 


Полагая в равенстве (3.13) /= 5 х8 и вычитая почленно (3.13) из (3.17), 
получим: 


А" (5,858 — в) = © — в) 58 + ибьбле — №. 
При ^=Е р отсюда следует: 


{А Е) (8 — 98) = 1858 — быв) 4 (&— 558). — (3.18) 

Это равенство позволяет заключить, что при любом ЕЛА. 
(А* —вЕ) "(8 — 558) ЕН.. (3.19) 
Так как оператор (А”— Е)" ограничен, то, в силу (3.16) и (3.19), 


(А*— Е)“ Нас Нь (3.20 


— 
т. е. Н, является инвариантным подпространством оператора (4* — иЕ) 
Аналогично доказывается, что 


Пока, На (3.24) 


Соотношения (3.20), (3.241) показывают, что подпространство Н! приводит 
оператор (А — Е)". Но тогда оно приводит и оператор А. Лемма дой 
казана. 

ЛЕММА 3.2. В подпространстве Н, оператором А индуцируется 
самосопряженный оператор. 

Доказательство. Обозначим через А» оператор, индуцированный 
в Н, оператором А. Оператором А” индуцируется в Н. оператор > 
сопряженный с 4А.. Требуется установить, что Аз = А.. 

Зафиксируем какое-либо ХЕ Лд-+. Заметим, что 


=(АРЕН, р. =(А-ХЕН,. 
2 


Пусть /›. @)д,. Тогда 
Ь=(А- ХЕ), (3.22) 


где #, @Н.. Для любого ДЕДА 
(— 5], №) =0, (3.23) 
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ибо /—5)/ЕН:. Из (3.23) следует равенство 
((А*— Е) (А — Е) 1, №) = (У, №), 
откуда, принимая во внимание (3.22), получаем: 


((А —^Е) /, 12) = , И.) 
и, следовательно, 


А) = (№). 


Так как это равенство имеет место для любого / 6 ДА, то отсюда следует, 
что Ра и к 
А" Е А =: й., 
Но, согласно (3.22), 
ХР Е й = А}ь, 
так. что 
А" 8 Ар». 
Так как ], есть произвольный элемент из Од,, то этим доказано, 
* * 
что А.с А.. Аналогично доказывается соотношение А.с А,. Отсюда 
* 
следует равенство А, = 4›. Лемма доказана. 
ЛЕММА 3.3, Всякое приводящее оператор А подпространстьво Н’', 
в котором А индуцирует самосопряженный оператор А’, содержится 
в Н.. 
Доказательство. Достаточно показать, что любой элемент АРЕН’ 
ортогонален к всевозможным элементам 
Л ЖЕ: 5], 2 =- 555, 
где ера, ЕЛА», а ЛЕЛАд*. Мы имеем: 


(— 53/, №) = (1, #) — (А—ХЕ) /, (А — ХЕ)" №). 3.24) 


Оператор А’ индуцируется в приводящем оператор А подпространстве 
И’ не только оператором А, но и оператором А“. Поэтому 


(АЛЕ) "№ = (А’— ЛЕ) ‘ВЕД 
И 


(А ХЕ) }. (А-В Ь) = (, (4* ТЕ) (4 — ВВ = (1,Ю). (8.25) 
Сопоставляя (3.24) и (3.25), получаем: 


(/— 5], #) = 0. 
Аналогично доказывается, что 
(2 — 6536, Е 

Лемма доказана. 

Леммы 3.1—3.3 позволяют охарактеризовать подпространство Но как 
максимальное приводящее оператор А подпространство, в котором А 
индуцирует самосопряженный оператор. В связи с этим условимся на- 
зывать оператор А:, индуцированный оператором А в подпространстве Н\, 
основной несамосопряженной частью оператора А. 

Напомним, что линейный оператор, действующий в гильбертовом 
пространстве, называется простым, если в любом ненулевом приводящем 


5 
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этот оператор подпространстве он индуцирует несамосопряженный 
оператор. Из лемм 3.1—3.3 вытекает справедливость следующего 
утверждения. 

ЛЕММА 3.4. Основная несамосопряженная часть А, оператора А 
является простым оператором. Если оператор А простой, то он совпадает 
со своей основной несамосопряженной частью. 

Заметим, что всякое граничное пространство оператора А; является 
граничным пространством оператора А и наоборот. Ясно, что Ад ЕЛА, 
и что любое ЕЛА, —Ал вещественно. Аналогичные утверждения спра- 


ведливы и для операторов А! и А’. Всякая характеристическая функция 
оператора А1, рассматриваемая для значений \Е Лол», является характе- 
ристической функцией оператора А. Если соответствующим образом 
доопределить каждую из характеристических функций оператора А для 
значений ^ЕЛ,: — Лд*, то множества характеристических функций опе- 
раторов А и А, окажутся совпадающими. 

3. Выясним, в каком смысле оператор определяется своей характе- 
ристической функцией. Из того, что было сказано в конце нп. 2, следует, 
что ставить этот вопрос уместно для простого оператора. 

ТЕОРЕМА 3.2. Простой оператор определяется своей характеристи- 
ческой функцией с точностью д0 унитарной эквивалентности. 

Доказательство. Пусть А? и А® — простые линейные операто- 
ры, действующие в гильбертовых пространствах Н и Н® соответствен- 
но, имеющие плотные в Н ив Н® области определения Рлд(1) и Ол) 
и обладающие непустыми множествами регулярных точек Ала) и Ал, 
Предположим, что у операторов А и А® имеется одна ита же харак- 
теристическая функция Х ()) (ЕЛ); для любого ЛЕЛ Х (\) есть опе- 
ратор из пространства Г, с билинейной метрикой [$Ф,$1|] в пространство. 
[/ с билинейной метрикой [$, $:]', причем С, есть граничное пространство 
операторов А? и А®, [/ — граничное пространство операторов — А®” 
а”. а Л совпадает с множествами Ала» и А до 

Согласно следствию 2 теоремы 3.1, при любом \ ЕЛ существует опе- 
ратор Х”(^) из Г/ в Г, связанный с Х ()) формулой (3.12), причем этой 
формулой Х’(^) определяется однозначно. 

Для любого ЕЛ положим: 


5% = (А ЛЕ) * (А® — ^Е), ЗИ 
А Е АЕ, РА 


р: к 
Введем в рассмотрение граничные операторы и = 2), 
отображающие соответственно Д,(:) на Ги Эк) на Г/, такие, что пля 


любого ^ЕЛ и любого ЕР 
ЕР 12). 
Тогда для любого ЕЛ и любого ты Вл к 


ов (ы12). (3.26} 
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В Ь Ь и А 
Определим операторы О® и о. (К =1,2) при любом ЕЛ форму- 
‚лами: 
ОГ, — 1 — 59 № (ЮРА), (3.27) 
ОГ = 2% — 5 вю (2® 6 р) . (3.28) 
Теорема 3.4 позволяет заключить, что для любых ф, ф1 ЕЁ, Ф.Ф. Е Г, 
каковы бы ни были значения ^, ВЕЛ, имеют место равенства: 


(Оф, ОФ) = (0, 9), (3.29) 
(9%, 04) = (Оф, 993, (3.30) 
(0$, 09, = (994, 99$). (3.31) 


Справедливость равенств (3.29) и (3.31) устанавливается сначала при 
дополнительном условии 


А + 0, 
‹праведливость равенства (3.30) — при условии 
Х—в-=0. 


Предельный переход позволяет освободиться от этих ограничений. 

Так как оператор А) простой, то, согласно лемме 3.4, замкнутая 

ней 6 Оо, от Г, фе 
линейная оболочка всевозможных с ф (ЕЦ, Ф } 
^ЕЛ) совпадает с пространством Н“® (К = 1,2). В силу равенств (3.29) — 


{3.31), существует изометрический оператор Т, отображающий Н® на 
Н®, такой, что для любых фЕГ, фФЕГ/, ЛЕЛ 

То = 9%, (3.32) 
704 = 09. (3.33) 
Воспользуемся равенством (3.15), которое в применении к оператору 

А® (к = 1,2) и с учетом формулы (3.27) можно переписать в виде: 

. = 1 
(405 — ВЕ) 9 = ее (00 —0®) о 
(3.34) 
(®, ЕЛ, Хы, ФЕГ, К = 1,2). 


Принимая во внимание равенства (3.34) и (3.32), заключаем, что для 
любых ^, ВЕЛ и ФЕГ, 

Т (А — ВЕ) Оо = (А®” — иЕ) "ТОФ; (3.35) 
<праведливость этого равенства для Х = устанавливается переходом к 
пределу при Х->и. 

Далее, в силу равенства (3.18), учитывая формулы (3.28) и (3.26), 

получаем: 

.)* 1 4 = и 

(4и" ВЕ) © фен ФО 


(3.36) 
ОРВЕЛ, ХЕ ш ФЕ, К =4 5). 
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Принимая во внимание (3.36), (3.32) и (3.33), убеждаемся в том, что 
для любых №, циЕЛ ифеЕГ/ 


Т (А — ВЕ) 105 = (А ВЕ) то. (3.37) 
Из формул (3.35) и (3.37) вытекает равенство 
Т (49° — Е) * = (А — ВЕТ. 


Отсюда легко следует, что операторы А“ и А® унитарно эквивалентны. 

Теорема доказана. 

Следствие. Основная несамосопряженная часть А, оператора А оп- 
ределяется его характеристической функцией с точностью д0 унитарной 
эквивалентности. 

Как уже отмечалось в $ 1, унитарно эквивалентные операторы об- 
ладают одними и теми же характеристическими функциями. Сопостав- 
ляя этот факт с теоремой 3.2, получаем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 3.3. Для того чтобы простые операторы были унитарно 
эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы их характеристические 
функции совпадали, 


$ 4. Характеристические функции ограниченного оператора 
1. Пусть А — произвольный ограниченный оператор в Я с областью 
определения д = Н. Положим 
%% =(А— А*)Н. 
В работе (8) М. С. Лившицем дано определение характеристической мат- 
рицы-функции %(») ограниченного оператора А в предположении, что 
оператор ео Ь вполне непрерывен и имеет конечную сумму моду- 


лей собственных значений. По определению, %(\) есть матричная функ- 
ция параметра ^(^ЕЛд.), соответствующая операторной функции 


: —* —А* . - А-—А* 
= Е (#=4") И [АА (4 | (4.1) 
при условии, что. оператор И’ (\) рассматривается лишь на подпростран- 
стве %, а ортонормированный базис в 9% составлен из собственных эле- 


ментов оператора (4 — 45) ма 

Убедимся в том, что в случае произвольного ограниченного операто- 
ра А граничные пространства и граничные операторы можно выбрать 
так, чтобы соответствующая характеристическая. функция Х (Х) операто- 
ра А (в смысле определения, данного в $ 1) лишь несущественно отли- 
чалась от операторной функции И (^). 

2. Для любых /, ВЕН имеем: 


(А, Эф =, д) — (А, вл = (АЕ, в). (4.2) 


* Подпространство 9% приводит оператор И’ (Х) при любом ^ ь Ад», а на под- 
пространстве Н © 9% УТ’ (^) совпадает с единичным оператором. 
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Положим 


* 


= зп 4 (4.3} 


р и — (4.4) 


и введем в линейном многообразии [Г новое скалярное произведение [Ф, Ф] 
по формуле 


[ф, $] => (УФ, $). (4.5) 
Из (4.2) следует, что С является граничным пространством операторов 
А и — А*, причем граничный оператор Г и для Аи для — А* можно. 
определить формулой: 
— А* А— А* 
г=лу =“ о (4.6) 
Рассмотрим соответствующую характеристическую функцию Х (^) опе- 


ратора А. Для любых ХЕЛд: и /ЕН в соответствии с формулой (1.6) 
имеем: 


хоро 


Отсюда, учитывая (4.3) и (4.6), получаем: 


ХО — иыу | А (А Е) * Е (4.7) 


Сопоставляя формулы (4.1) и (4.7), заключаем, что для любых ХЕЛА- 
и ФЕЁ 


Х (^)Ф=И/ (№) 9. (4.8) 
Обозначим !через И/зу, (№) часть оператора И’ (^) в подпрофтранстве 9%. 
Так как многообразие Г, плотно в %, а оператор И’ (2) при любом 
ХЕЛА* ограничен, то, в силу (4.8), замыкание в % оператора Х (^) сов- 
падает с И’ (\): 
Хх =Изж() СЕЛ»). 
3. Наряду с обычным скалярным произведением в 9 можно ввести 
скалярное произведение [ф, ф] по формуле (4.5). Так как при Х-> со 


АЕ М ад (4.9) 


то, согласно (4.3) и (4.5), операторной функцией И’ (^) скалярное про- 
изведение [ф, $] в 3 определяется однозначно. Поскольку 


5-Е 


то, согласно (4.9), по операторной функции ИЙ’д(^) однозначно восста- 
навливается также многообразие [, а следовательно, и характеристи- 
ческая функция Х (^). 


Если для любого ^ЕЛд. положить 
И’ (А) =Е— (= (4 ии нЕ 


то, аналогично предыдущему, получим: Х’(\) = У’ (^), где Х’ (\) опре- 
деляется в соответствии с формулой (1.8). 
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Операторы ©) и О, определенные формулами (1.9) и (1.10) на мно- 
гообразии Г, можно расширить по непрерывности на все подпростран- 


ство ЭХ. Для операторов 5% и ©;, полученных в результате такого рас- 
ширения, при любых ХЕЛАд. и ФЕ имеют место формулы: 


бо ЦА’) У |=], 


ОФ=Е (А =" о 


Заметим, что если для какого-либо Ф6% при некотором Х Е ЛА. 
Оф =0 или О;ф=0, то ф=0. 


Из сказанного следует, что в случае ограниченного оператора А тео- 
ремы 3.1, 3.2 и их следствия останутся в силе, если заменить в чих 
граничные пространства Г, и Г’ пространством 9%, а операторы Х (^), 
К’ (^), бл и 0; — их замыканиями, т. е. операторами И’зд (^), И’ (^), 
К | О:. 

Несколько по-иному обстоит дело с теоремой 3.3. Условимся отме- 
чать величины, относящиеся к операторам А® п А®, индексами Фи®. 
Тогда предложение, играющее роль теоремы 3.3, можно сформули- 
ровать следующим образом: 


Для того чтобы простые ограниченные операторы А" и А® были 
унитарно эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы соответству- 


ющие им операторные функции 00) и (0) удовлетворяли ус- 
ловию: 

И () =0 И’ 0 (ЕЛ), (4.10) 
где И — некоторый изометрический оператор, отображающий 9% на 
5:2 

Доказательства требует лишь достаточность условия. Из (4.10), со- 
гласно (4.9), следует, что для любого Ф® 690 

а о О (4.11) 

Введем в рассмотрение операторы /7®, граничные пространства ий” 

и граничные операторы Г®(% = 1,2) в соответствии с формулами (4.3) — 

(4.6). Принимая во внимание (4.11), убеждаемся в том, что 7 слу 


жит также граничным пространством оператора А® при граничном опе- 


( 7-11 (2) 
раторе т 


2 
Соответствующая характеристическая функция оператора А® совиа- 


дает в силу (4.10) с той характеристической функцией Х® (^) операто- 
ра А“), которая определяется граничным оператором Г®. Согласно те- 


1 
ореме 3.2, отсюда следует унитарная эквивалентность операторов 4 
и А®. 
$ 5. Нормированная характеристическая функция 


1. Всюду на протяжении настоящего параграфа предполагается, что 
А есть произвольный замкнутый линейный плотно заданный оператор в 
Н, для которого Е 6 Лд+. Впрочем, замена числа { каким-либо невещественным 
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значением Х№ не повлияла бы существенным образом на наши рассуж- 
дения. Характеристическая функция Х (^) оператора А, рассматриваемая 
в этом параграфе, соответствует некоторому специальному выбору гра 
ничных пространств Г, и Г’ и граничных операторов Г и Г” для опера- 
торов Аи — А*. Она весьма просто связана с понятием нормирован- 
ной характеристической матрицы-функции квазиунитарного оператора, 
введенным в совместной работе М. С. Лившица и В. П. Потапова (5), 
а также с обобщением этого понятия на случай ортогонального расши- 
рения изометрического оператора, данным в работе Ю. Л. Шмульяна 
(:2). Для ортогональных расширений изометрического оператора, не пре- 
восходящих единицы по норме, до появления указанных работ анало- 
гичные матричные функции рассматривались автором в его диссертации 
(°) *, а аналогичные операторные функции, если учесть результаты статьи 
(10), по существу были введены в работе (3). 

2. Положим 
Т=(А— Е) (АН)", 


Т есть ограниченный оператор в Я, От = Н, а 1 не является собствен 
ным значением ни оператора Т, ни оператора 
Т* = (А*-- Е) (А* — Е)". 
Имеют место формулы: 
дир ТГ) (ету (5.1) 
А* = — (Е - Т*) (Е — Т*)"*. (5.2) 


Заметим, что если задан произвольный оператор Т, обладающий указан- 
ными выше свойствами, то определенный по формуле (5.1) оператор А 
имеет плотную в Н область определения ДА, а & является регулярной 
точкой оператора /*. 


Согласно (5.1), для всякого ДЕ )А существует элемент АРЕН такой, 
что 


1=В—ТЬ, Ар=Е + ТТ) (5.3) 

при этом 

#=(Е—Т) т). (5.4) 

В силу (5.3), имеем: 
1 КА, )—(, АЙ = 2 №) — (ТЬ, 7). (5.5) 


Введем в рассмотрение операторы: 


У] = зв (Е — ТТ), (5.6} 


Гг=И2 Л|Е АРВ (ЕТ), (5.7) 


В результате элементарного преобразования правой части (5.5) с уче- 
том формул (5.4), (5.6) и (5.7) получим: 


= (4/, )—Ц, АР! = (ТУ, Г ЕР). (5.8) 


* Диссертация была защищена в МГУ в 1948 г., а опубликована в 1952 г. 
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Положим 
1 
г =|Е— Т*Т в Н (5.9) 


и введем в линейном многообразии Г, новое скалярное произведение [, ф!] 
по формуле 
Г [ф, ФИ = (7$, $). (5.10) 


Согласно (5.8), Г является граничным пространством оператора А, 
а Г служит граничным оператором. 

Аналогичным образом убеждаемся в том, что граничным простран- 
ством оператора — А” служит линейное многообразие 


2 
М =|Е— ТГ* № Н, (5.11) 
в котором определено новое скалярное произведение 
(ф, ф] = (7, фа), (5.12) 
где 
Л’ = зв (Е — ТТ°). (5.13) 


Соответствующий граничный оператор Г’ можно задать формулой: 


1 | 
Г=И2 ЛЕ — Т1"| (Е — Т")'. (5.14) 


Отметим особо тот частный случай, когда оператор А диссипативен. 
Как видно из равенства (5.5), ' оператор А является диссипативным тогда 
и только тогда, когда ||Т||< 1. В этом случае скалярные произведения 
[Ф, ф]| и [Ф, $!’ в граничных пространствах Г и Г” совпадают с обыч- 
ным. 

Рассмотрим характеристическую функцию Х(^) оператора А, соот- 
ветствующую определенным выше граничным пространствам Д, Г” и гра- 
ничным операторам Г, Г’. Для любого ХЕЛд. 

Х (Г = Г’ (А*— ХЕ) (АЕ). 
Преобразуем выражение в правой части последнего равенства, принимая 
во внимание (5.14), (5.1) и (5.2). Полагая для краткости 
=. 


Е 


получаем: 
1 
И РЕ (СР СЕ ЛЕТ 
Воспользовавшись равенствами 


(СЗО М ЦЕ ЩЕ ТГЕГ 


.* 


, 
РЕГ ЕЕ ТИ, (5.15) 


* Каков бы ни был многочлен Р (т) = сох" + 12" 1 +... си, имеет место тож- 
дество Р(ТТ*)Т =ТР(Т*Т). Отсюда при помощи предельного перехода можно, в 
частности, получить формулу (5.15). 
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придем к формуле: 
- > я Я 
хог=УИ2 Е — ТТ"? (Е — 61" (Е— ГТ) (Е —Т) = 
— г 
„уе ПОВ 


Преобразовав в этом равенстве правую часть с учетом формулы (5.7), 
получим: . 


1 Е 
ХОГг=ЫЕЕг (Е — М РТВ О 1 
Отсюда следует, что для любых ХЕЛд. и ФЕ [, имеет место формула: 
Хх ()Ф= 1 


1 2 
=(—ЛЛ|Е-ТГ ОЕ О-ОТТ Е Т*Т| Ф-Т. (5.16) 


Рассмотрим подпространства 
%=(Е— ГТ)Н 


Е ЕЯ, 


При любом ^6Лд. зададим оператор У (^) из 9% в 9%’ формулой (ФЕ: 


1 1 
УФ =(-ВЛ|Е— ТТ" АЛЕ (ЭТ | ЕТ"ТРф— ТФ. 
(5.17) 
Согласно (5.16), при любом ^ЕЛА, У(\) является замыканием опера- 
тора Х (^): 
У (^) =ХО). 


У (^) отличается лишь множителем — 1 от операторной функции па- 
раметра &, которая в работе (1?) принимается, по определению, за так 
называемую нормированную характеристическую функцию оператора Т. 
Мы условимся называть У (^) нормированной характеристической функ- 
цией оператора. А. 

3. Введем) в подпространствах 9 и 9%’ новые скалярные произве- 
дения [Ф, $1] и [ф, ®.]', определяемые соответственно формулами (5.10) и 
(5.12). Так как 

У(Ф=— ТФ (ФЕ, (5.18) 
то эти скалярные произведения однозначно определяются операторной 


функцией У(*). Формула (5.18) позволяет также заключить, что У (^) 
однозначно определяет многообразие Г, ибо 


1 
ППА 


Аналогично предыдущему, оператор У’(^) из 9% в 5%, заданный при 
любом ХЕ Лл+ формулой (фе 9): 


У) фев ЛЕГ 2 РЕ о те Е етт а ТФ, 


является замыканием оператора Х’(\), определенного формулой (1.8). 


, 
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`Принимая во внимание формулы (5.1) и (5.2), для любого ХЕЛА. 
получаем в результате элементарных выкладок равенство: 


Е— (А*—^Е) *(А— ХЕ) = 


ОЕ ТЕ ЕТ) (5.19) 


Сопоставляя (5.19) и (5.7), легко заключить, что оператор 2», заданный 


формулой (1.9), непрерывен, а для его замыкания ©), определенного на 
всем подпространстве 9%, имеэт место при любом ^ЕЛд. формула: 
1 


= УИ2ИО+ОЕ-—(—27ТТ'|Е— ТТ (6%). — (5.20) 


Такие же рассуждения позволяют установить, что при любом ХЕ ДА. 
замыканием оператора $”, заданного формулой (1.10), является опера- 


тор О), определенный на всем подпространстве 9%’ Аг 
Ия Е 771$ (фе). (5.24) 


Из формулы (5.20) видно, что если для какого-либо фе 5% при неко- 
тором ХЕЛд. ©,Ф=0, то ф=0. По отношению к оператору [9 анало- 
гичный вывод следует из формулы (5.21). 

Учитывая установленные выше факты, легко заключить, что для нор- 
мированной характеристической функции У(^) оператора А имеют место 
предложения, аналогичные теоремам 3.4, 3.2 и их следствиям. При этом 
следует заменить Г, и Г” соответственно подпространствами 5% и 9%, 
вместо операторных функций Х (^) и Х’(%) ввести У(^) и У’ (1), а опе- 
раторы 4) и о: заменить их замыканиями О; и 0. 

Условившись отмечать индексами (0, (2) величины, относящиеся к опе- 
раторам А“ и А®, мы сформулируем теперь предложение, соответствую- 
щее теореме 3.3. 

Для того чтобы простые операторы А" и А® были унитарно эк- 
вивалентны, необходимо и достаточно, чтобы их норми рованные тхарак- 
теристические функции У а (^) удовлетворяли условию: 


У) (^) = 07 0)0 Ел =Аа»= А 1,), (5.22) 
где И и И’ — некоторые изометрические операторы, отображающие со- 
ответственно 5%) на 2 и 59 на 9. 


Необходимость условия очевидна. Докажем его достаточность. Пола- 
гая в равенстве (5.22) Х = и учитывая (5.18), получим: 


ТФ — ТО (99 6%). 

Отсюда вытекают формулы: 
та" тада — Оо" ТФ (60 690), ° (5.23) 
Тото — ТОТ ($0650). (5.24) 


К ‚(К 
Рассмотрим операторы 1®, /®, граничные пространства и 
граничные операторы Г®, Г’® (к =1, 2), определенные в соответствии 


б известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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ВО О 


с формулами (5.6), (5.7), (5.9) — (5.14). В силу (5.23), (5.24), имеем: 


ое — 0" ОО (Ф@ 65%), (5.25) 
о = ПТО (фо 60°), (5.26) 
АДЫЕЕИ, (5.27) 
ВАА, (5.28) 


Из (5.22) и (5.27) следует, что соответствующие характеристические 
функции Х® (^) и Х® (^) операторов А@ и А? связаны равенством: 


Хх (0) =й’ ‘Хх 0)0 О6л). (5.29) 


(2) 
0 


“(2 
Введем в рассмотрение новые граничные операторы Го’ и Гу? для опе- 


раторов А® и — А®”" соответственно, полагая 
Ее : ев 
О 


Принимая во внимание формулы (5.25) — (5.29), легко заключить, что 
при таком выборе граничных операторов Г и Го” граничные простран- 
ства операторов А®) и — А@®)”" совпадают соответственно с граничными про- 
странствами 1 и [/@ операторов А? и — А", а характеристическая 
функция оператора А® совпадает с характеристической функцией д® (^} 
оператора А®. Теорема 3.2 позволяет теперь заключить, что операторы 
Ай) и А® унитарно эквивалентны. 


$ 6. Обобщенные резольвенты симметрического оператора 
и характеристические функции 


1. Приведем некоторые сведения из спектральной теории симметриче- 
ских операторов. 

Пусть А — замкнутый плотно заданный симметрический оператор в 
гильбертовом пространстве Н. Согласно М. А. Наймарку (?5), семейство 
Е! (— со << + ©) ограниченных самосопряженных операторов в Я на- 
зывается спектральной функцией оператора А, если выполняются следуо- 
щие условия: 

1) (Е\/, 7) при любом /ЕН есть неубывающая функция параметра {; 

2) Е о= Е, *; 

3) В »=0, Язи; 

4) для любого конечного интервала А = [а, В) и произвольного ТЕН 


Ел] = (Ев — Ес) ЕДА. 
В 


А" Ед} = ЧЕ. 


[. 4 


* Все пределы берутся в смысле сильной сходимости операторов. Впрочем, в рас- 
‹матриваемом здесь случае из слабой сходимости следует сильная. 
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' Если, кроме того, для любого # (— сс <#< + оса) Ёь есть оператор ор- 
тогонального проектирования, то такая спектральная функция оператора 
А называется ортогональной. Самосопряженный оператор обладает лишь 
одной спектральной функцией, притом ортогональной. 

М. А. Наймарком (5) установлено, что для всякой спектральной функ- 
ции Е; оператора А имеет место формула: 


Е} = РЕ} (ДЕН), (6.1) 


где ЕЁ : (— со <Ё< - >о) — ортогональная спектральная функция некото- 
рого самосопряженного оператора А, действующего в гильбертовом 
пространстве ИЭИН и являющегося расширением оператора А, а 
Р — оператор ортогонального проектирования в Й на Н. Обратно, 
если А— произвольное самосопряженное расширение оператора А 
с выходом в какое-либо гильбертово пространство ЯЭНи ЕЁ, — 
спектральная функция оператора А, то формулой (6.1) определяется спек- 
тральная функция Ё: оператора А *. Отметим, что М. А. Наймарком 
изучена также структура самосопряженных расширений оператора А с 
выходом в ЙЪН [см. (?}]. 

Каждой спектральной функции ЕЁ, оператора А соответствует опера- 
торная функция В»‚ невещественного параметра ^, называемая обобщенной 
резольвентой оператора А и определяемая формулой 


| ое 
№ \. 
—с 
Изучение обобщенных резольвент оператора А представляет интерес в 
связи с тем, что по обобщенной резольвенте К» при помощи известной 
формулы обращения Стильтьеса однозначно восстанавливается спектраль- 
ная функция Ё;. Из формулы (6.1) непосредственно следует, что совокуп- 
ность всех обобщенных резольвент А» оператора А задается следующей 
формулой М. А. Наймарка: 


В/=Р(А—^Е)"'/ (ЕН), (6.2) 


где А — произвольное самосопряженное расширение оператора А, дей- 
ствующее в каком-либо пространстве Л ЭН, а Р — оператор ортогональ- 


ного проектирования в Н на Н. 
Обозначим через %, дефектное подпространство оператора А, соответ- 
ствующее невещественному значению *, т. е. совокупность элементов фЕЛН, 


удовлетворяющих уравнению 
А*Ф — № 0 

Как известно, размерность подпространства %, одинакова для всех 

значений ^, принадлежащих одной и той же полуплоскости, верхней или 


нижней, и называется дефектным числом оператора А. Пара кардиналь- 
ных чисел (т, п), где м = дип :, п = пи 5%, называется индексом де- 


* Этот результат М. А. Наймарка изложен также в (“), где принято несколько 
иное, эквивалентное определение спектральной функции. 


6* 


68 А. В. ШТРАУС 


фекта оператора А. Зафиксируем какое-либо невещественное значение № 
и рассмотрим линейный оператор К, заданный на подпространстве 3), 
и отображающий %, в 9%,. Оператор Ак, удовлетворяющий соотношению 
АСА,с А” и имеющий своей областью определения многообразие 


Ба = БА (РВ, 


называется квазисамосопряженным расширением оператора А, определя- 
емым оператором РГ *. 

Как установлено автором [см. (*), (?')], совокунность всех обобщен- 
ных резольвент оператора А задается формулой 


В, = (Ако — ХЕ)" (шХ. шШ№ > 0), (6.3) 


где Ё (^) — произвольный оператор из №, в %,, не превосходящий еди- 
ницы по норме и являющийся регулярной в верхней полуплоскости функ- 
цией параметра » **. Е 

2. Пусть А — какой-либо самосопряженный оператор в Я >Ё, явля- 
ющийся расширением оператора А, а К» — обобщенная резольвента опе- 
ратора А, определяемая формулой (6.2). Полагая Х, =1, представим В» 
для значений ^, принадлежащих верхней полуплоскости, в виде (6.3), 
где ЁР(^) — некоторый оператор из %; в % ;, по норме не превосходящий 
единицы и являющийся регулярной в верхней полуплоскости функцией 
параметра Х. Таким образом, самосопряженному расширению А опера- 
тора А соответствует некоторая операторная функция Р (\). Задача со- 
стоит в том, чтобы более детально изучить зависимость, связывающую 
операторную функцию РЁ (^) с оператором А, точнее, с некоторыми опе- 


раторами, весьма просто определяемыми по оператору А. Заметим, что 
в силу (6.2) и (6.3) 


Р(А-ХЕ)"Н = Ра) (шк> 0. (6.4) 


Рассмотрим оператор А’ в Н, являющийся сужением оператора Я и 
имеющий своей областью определения ДА’ многообразие всех 6 ОхПН, 
для которых А7ЕН. А’ является замкнутым симметрическим рас- 
ширением оператора А. Для невещественного Х обозначим через % де- 


фектное подпространство оператора А’, состоящее из всех ФЕН, которые 
удовлетворяют уравнению 


ке. 
Ясно, что Я с %›. Положим 
= О%.. 


* Такие расширения впервые были введены М. С. Лившицем (1). См. по этому 
поводу также (?). 

** В другом, более сложном виде формула всех обобщенных резольвент впервые 
получена М. А. Наймарком (28) для оператора с индексом дефекта (1,1), а затем 
М. Г. Крейном (2), (3) в случае индекса дефекта (1,1) и (т, т) при конечном т; 
впоследствии автор обобщил результат М. А. Наймарка на случай оператора с лю_ 


быми конечными дефектными числами, а потом и на случай произвольного симмет- 
рического оператора [см. (°), (28)}]. 
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Согласно теории расширения симметрических операторов, Од, можно 
представить в виде прямой суммы 


Вл’ = РА + (7 — Е) 5%, 


где У — некоторый изометрический оператор, отображающий 9 на %° ‹. 
“Будем говорить, что оператор Г соответствует симметрическому расши- 
рению 4’ оператора А. 

Так как оператор А является расширением оператора А’, то, оче- 
видно, 


Рае РАН 


при любом невещественном ^. Принимая во внимание (6.4), заключаем, 
что при любом » из верхней полуплоскости Ра. С РАро): Отсюда следу- 
ет, что при любом таком Х оператор Е (*} совпадает на подпространстве 
32 с оператором Г, т. е. 


Е()Ф=Тф (ах>0) 
для любого фе. 

Рассмотрим подпространство Я =Н ОН. Оператор ортогонального 
проектирования в Я на Н обозначим через В. Для краткости записи 
положим 

В =(А-ХЕ)“ (шл-=0) 


^ 


и определим оператор А» в Н при любом невещественном Х формулой: 


Ай =РИй (ПЕР). (6.5) 


Установим некоторые свойства оператора А)» [ср 

1) В. = Ах. 

Это свойство является очевидным следствием аналогичного свойства 
резольвенты А» и формулы (6.5). 

2) Каково бы ни было невещественное значение *, Вй = 0 лишь при 
й = 0. 

Действительно, предположим, что для какого-либо Же? О. 
Тогда (®, Взй) = 0 и, следовательно, в силу (6.5), (№, П›й) = 0. Отсюда, 
полагая / = Ай или й = (А—^Е) }, получаем: 


(АЕ =0, 


(41; =^(. Л. (6.6) 
Так как левая часть в силу самосопряженности оператора А веществен- 
на, а ^ невещественно, то (6.6) возможно лишь при / = 0. Но тогда и 
#0; 
3) В =8. 
Это свойство вытекаст из двух предыдущих. 
4) Для любого невещественного ^ и любого ВЕН 


(па ^)-1 Па (А., #, 2) >|, 1: (6.7) 
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Действительно, для резольвенты К, имеет место равенство 


(Ба Ху "па (В й,й) = | №№. (6.8) 
Но, в силу (6.5), 
(В ь, п) = (В ь,1) (6.9) 

И 
18.21 > 11|. (6.10) 


Из (6.8), (6.9) и (6.10) следует (6.7). 
Существенную роль в дальнейшем играет оператор А в В, определен- 


ный формулой 
А= ВЕ. (6.11) 


Его область определения Вл = ПЕЙ состоит из всевозможных элемен- 
тов / вида } = а м (ве И) и 
А=ь В. 
Принимая во внимание (6.7), легко убедиться в том, что для любо- 
го 62; 
а (АЛ, )>0. (6.12) 
Таким образом, оператор А является диссипативным. 
В силу (6.11), 
А* = ВЕ. 
Учитывая (6.7), для любого #60).. получаем соотношение 
Га (*8, 8) < (6.13) 


Неравенства (6.12), (6.13) позволяют заключить, что все точки ниж- 
ней полуплоскости являются регулярными точками оператора А, а все 
точки верхней полуплоскости суть регулярные точки оператора А. 


Рассмотрим произвольный элемент А6Й. Положим 
1=Р(А + Е) "№ = В_л, (6.14) 
Фф=Р(А-:) "4. (6.15) 
Тогда 
1 ф = (А ЕЕ) № 


и, следовательно, 


(АЕ) (+ =Ь, 


откуда 
АИФ = (6.16) 
С другой стороны, принимая во внимание (6.14) и (6.11), имеем: 
=В У =(А +). (6.17) 


В силу (6.16) и (6.17), получаем: 
А (9) = 4/— 4. (6.18) 
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Отсюда вытекает равенство: 


(А(У- $), 1+9 = (А Л— 1, $) 


Так как левая часть вещественна, то 


Па (47, /) = ($, $), 


= [4 2—4 41] =26, 9. (6.19) 


Когда элемент # пробегает Я, элементы Ги $, определяемые форму- 
лами (6. _) и (6.15), пробегают соответственно многообразия Д; и 


Р(А-+:Е)"Й; при этом, в силу (6.15) и (6.17), 
‹ф=Р(А-- 8) "(А +) {. (6.20) 
Для любого невещественного Х положим 
\^=Р(А-ХЕ)"Н. 
Принимая во внимание формулы (6.149) и (6.20), заключаем, что ли- 


нейное многообразие $; с обычным скалярным произведением является 
граничным пространством оператора А, а оператор Г, заданный формулой 


Г=И2Р(А- В) ЦА +), (6.21) 


является граничным. Согласно (6.18) и (6.20), для любого 16); имеет 
место равенство 


д (ит) =А УМУ. (6.22) 


Аналогично можно убедиться в том, что многообразие %-; с обычным 
скалярным произведением является граничным пространством оператора 
— А\, а оператор Г’, определяемый формулой 


Гуа В) (А-а) (6.23) 
является граничным. При этом для любого 86Д.. 
Я В ЕР 

Я (8 ага) = ЯН (6.24) 


Докажем, что при любом невещественном \ замыкание многообразия 
$» совпадает с дефектным подпространством 5 оператора А’. Иными сло- 
вами, установим справедливость следующего предложения: для того что- 
бы элемент в 6Н был ортогонален к многообразию $», необходимо и д0- 
статочно, чтобы он допускал представление 

и = (А’— Е) }, (6.25) 
где ДЕ )А.. 
Действительно, если и — произвольный элемент вида (6. 25), то для 


любого ВЕЙ имеем: 


@, РИА ЛЕ) = (4 — ВК А-В Ю=(н=0. 
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т.е. и | $. Обратно, если ци ЕН и и | $, то для любого ВЕН 
(и, Р (А-ХЕ)*) = 0. 


Тогда ых 
(и, (А— ХЕ) "#) = 0, 


((&—^Е) ‘и, №) =0 
и, следовательно, 
(А—^Е) '® =1Е6Н. 
Отсюда 
и=(А—^Е) /. (6.26) 


Так как при этом 6; П Ни А} ЕН, то ЕДА, и, следовательно, (6.26) 


можно переписать в виде (6.25). 
Для произвольного невешественного значения Х рассмотрим линейное 


многообразие 


%)=(А—^Е)"Н. (6.27) 
5) состоит из всевозможных элементов ТЕ Ру, удовлетворяющих условию 
Р(А—^Е)7=0. (6.28) 

Положим 
о (6.29) 


где ЕДА, ВЕД.,, а Ги Г’— граничные операторы, определенные фор- 
мулами (6.21) и (6.23). Тогда 76. а условие (6.28) в применении к 
этому элементу }, в силу (6.22) и (6.24), принимает вид: 


А/— Ав =^(/— 8). (6.30) 


Итак, элемент 7 вида (6.29) принадлежит многообразию %) тогда и 
только тогда, когда выполняется условие (6.30). 

Пусть Х принадлежит верхней полуплоскости. Учитывая, что Х явля- 
ется регулярной точкой оператора 2®, положим 5» =(А* — Е) * (А-В). 


Для любого /6Д; существует единственный элемент ЕД д*› удовлетво- 
ряющий уравнению (6.30); он определяется формулой г = 5%/. Но тогда 


Гв=х ГА 


где Х (^) — характеристическая функция оператора А, соответствующая 
граничным операторам Ги Г”. 
Итак, для любого еР. при любом Х из верхней полуплоскости 


уг! Ех Гуа. (6.31) 


Учитывая (6.27), перепишем (6.4) в виде 


Р%)» = ВАР) (ах — 0). (6.32) 


И ы 
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В силу (6.31) и (6.32), для любого ЕВ; при любом Х из верхней 
полуплоскости 


Г/— Х ГИ ЕРлра, 
а это означает, что для любого фЕЗ; ы 

$— ХА) ФЕРа) (ш^>0). 
Отсюда следует, что для любого фЕ%; 

Е ()Ф=хХ(^)ф (шх>0).. (6.33) 


Поскольку многообразие $; плотно в %;, а оператор Р(») ограничен, то, 
в силу (6.33), при любом Х из верхней полуплоскости оператор Р (^) 
совпадает на подпространстве % с замыканием оператора Х (^), т. е. 


Е(Ф=Х()ф (шх>>0) 
для любого ФЕ. 

Оставляя в силе введенные выше обозначения, мы можем сформули- 
ровать результат проведенного в этом параграфе исследования следую- 
щим образом. 

ТЕОРЕМА 6.1. Если самосопряженным расширением А оператора А 
и операторной функцией Е(\) (ш^>0, Оео,= определяется по 
формулам (6.2) и (6.3) одна и та же обобщенная резольвента В», то 


Е(`) =УФХО) (шх>0), 


где У — изомет рический оператор из в №, соответствующий сим- 
метрическому расширению А’ оператора А, а Х (^) — характеристиче- 
ская функция оператора А, соответствующая граничным операторам 
| ВЧ 

Замечание. Если положить 


#=(А- (А +18)" 
и ввести в рассмотрение нормированную характеристическую функцию 
7(^) оператора А, определенную в соответствии © формулой (5) ито, 


как легко видеть, 
Я0=О ТО, 


где 0 и П’— некоторые изометрические операторы, отображающие соот- 
й = дел 2® , Ее —_—— 
ветственно %; на (Е —ТТ)Н и Я на (Е— ТТ°)Н. 


Поступило 
28. П. 1959 
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П. Л. УЛЬЯНОВ 
СИЛЬНО БЕЗУСЛОВНО СХОДЯЩИЕСЯ РЯДЫ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе дается анализ сильно безусловно сходящихся рядов и при- 
водится некоторый общий способ их построения. 


Введение 


Пусть {]» (2)} — последовательность функций, определенных на мно- 
жестве ВР. 
Определение. Мы говорим, что функциональный ряд 


Хх» @) (1) 


сильно безусловно сходится на Е, если он после любой перестановки 
членов сходится всюду на Ё, за исключением не более чем счетного 
множества, которое, вообще говоря, зависит от перестановки членов. 

Ясно, что если ряд (1) абсолютно сходится на Ё, то он сильно безу- 
словно сходится на Ё. 

Безикович (3) впервые построил конкретный пример сильно безусловно 
сходящегося ряда на [0,1], который абсолютно расходится во всех точ- 
ках [0,1]. Точнее, он построил пример ряда, который сильно безусловно 
сходится к нулю на [0,1], а 


Унфе+ю и Урф-=-® 


для всех х6[0,1], где 


№ (2), если и (2) >0, 
Я = если /, (2) <0, 


и ь (2), если ]» (2) < 0, 
(= | 0, если /„ (2) > 0. 


Хотя построенный ряд является сильно безусловно сходящимся на 
[0,1], однако не всякий подряд ряда Безиковича является сильно безус- 
ловно сходящимся на [0,1]. 

В $1 настоящей работы совершенно другим методом дается общий 
способ построения нетривиальных рядов, которые вместе со всеми под- 
рядами являются сильно безусловно сходящимися (см. теорему 1). Кроме 
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того, в $1 приводится общий способ построения рядов, которые сильно 
безусловно сходятся к нулю (см. теорему 2). 

Так же, как и Безикович, при построении рядов мы пользуемся ги- 
потезой континуума. 

В $2 дается анализ сильно безусловно сходящихся рядов (в частно- 
сти ортогональных и тригонометрических). Результаты этого параграфа 
частично оправдывают использование гипотезы континуума при построе - 
нии нетривиальных примеров сильно безусловно сходящихся рядов. 

В конце $ 2 приводятся результаты, относящиеся к абсолют- 
ной сходимости функциональных рядов и, в частности, тригонометри- 
ческих рядов. 

В $3 доказывается ряд утверждений, относящихся к переставленным 
тригонометрическим рядам и к переставленным рядам по функциям 
Радемахера. Далее, приводится некоторый общий способ построения на 
[0,1] функциональных рядов, которые при любом порядке членов всюду 
расходятся, за исключением не более чем счетного множества, и в то 
же время сумма положительных (отрицательных) частей членов ряда 
всюду на [0,1] расходится к -- со (соответственно к — о5). 


$1. Некоторый общий способ построения сильно 
безусловно сходящихся рядов 


Для дальнейшего нам понадобится 
ЛЕММА 1. Пусть на континуальном множестве Е задан ряд 


> 1» (2) (1) 
А П=1 
У@ < -оЕЮ (2) 


п=1 
Тогда можно найти такие функции $» (т), что 

| Фи (1) | =1 для всех ЕЕ (3) 
и ряд 


со 


$. (2) /.@) (4) 
| Ей 
вместе с любым подрядом 


2, д ие ей, 


К=1 
является сильно безусловно стодящимся на Е. 

Доказательство. Так как Е континуально, то все СЕ мы 
можем занумеровать в последовательность [см. (7), стр. 75] 2 сё«<о, 
где «, — наименьшее порядковое число третьего класса. 

С другой стороны, множество всех последовательностей {(К,, К.,...)} =А, 
состоящих из различных целых чисел, имеет мощность континуума 
[см. (5), стр. 18 —20], и. потому все элементы множества А тоже можно 
занумеровать в последовательность А; Е А с < в. 

Перейдем к построению последовательности функций ф„ (2). 
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Пусть 2: — некоторая точка из Е. Рассмотрим все последовательности 
А; с ]<1. Ясно, что всех таких последовательностей будет счетное 
(или конечное) число. Обозначим через ф„({) систему функций Раде- 
махера. Положим А; = (&, №,...) и рассмотрим ряд 


у Ти (2) Фо (0 (5) 


т 


Так как №2 -ЕЁФ при т: = ть, то из (2) вытекает, что 


> Ло (24) < со. 
О=1 


Следовательно, ряд (5) относительно { сходится на множестве Е; с 

тЕ; =1 [см. (1)]. Но 7 пробегает счетное (конечное) число значений и 
1 

потому найдется иррациональное в] Е; = В. А раз ев = Е, м6 


т 
всякий ряд 


2 Чена (&) Ли (9) 


сходится для всех 7 <. Положим ф„(2) =%() ("п=1,2,...). Фун- 
кции Ф„(2) определены на Ё и удовлетворяют условию (3) в силу 
выбора &. 

Покажем, что при таком построении функций Ф„(2) ряд (4), вместе 
с любым подрядом, является сильно безусловно сходящимся на Ё. Для 
этого достаточно доказать, что ряд 


Уф, (9) 1, @), (6) 


где {К›} — любая последовательность различных целых чисел, сходится 

на Е всюду, кроме, быть может, счетного (конечного) множества. Но 

последовательность (№, №,,...) ЕА и потому (№, №,...) = АцЕВА, 

где & «о. Всех последовательностей А; с {< не более чем счетное 

число. Точно так же всех точек 1; с {< & тоже не более чем счетное 

число. Поэтому наше утверждение будет доказано, если мы установим, что 
со 

ряд (6) сходится во всех точках 2; при ]}>ц. Но ряд й фир (23) 1ьр (23) 
р=1 

сходится в силу определения функций фир (2) в точке х, так как 

А;, = (Ка, К.,...) и % <7. Лемма доказана. 

Из леммы 1 непосредственно вытекает общий способ построения 
сильно безусловно сходящихся рядов (вместе со всеми подрядами), ко- 
торые всюду абсолютно расходятся. Именно, справедлива 

ТЕОРЕМА 1. Если на континуальном множестве Е 


Ули < и р, (7) 


п=1 
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то существует ряд 


У (=) (9 (2)|=1№@)|), 


п=1 
который: 
1) всюду абсолютно растодится на Е, 
2) сильно безусловно сходится на Е вместе со всеми подрядами. 
Теорема 1 вытекает из леммы 1 и условий (7). 
ТЕОРЕМА 2. Если на континуальном множестве Е 


Улов МЕН == 


п=1 


то существует ряд 


Уф@) (4%, @|=14@ = @)), (8) 


обладающий свойствами: 
1) ряд (8) сильно безусловно сходится на Е к нулю; 
2) каждый подряд ряда (8) сильно безусловно сходится на Е; 
3) во всех точках ЕЕ справедливы равенства: 


Унш=+ю Уная=-о. 
8—1 п=1 
Доказательство. Положим (см. теорему 1) 


фек—1 (2) = — $к (1), Фек(2) = фь (21) (К=\1,0,...). 


Ясно, что при таком определении функций Ф„ (2) ряд (8) будет удовле- 
творять условиям 2) и 3). Что касается условия 1), то оно следует из 
теоремы 3 (см. $2) и того факта, что для всех ЕЕ ряд (8) сходится 
к нулю (отметим, что в силу условий теоремы 2 члены ряда (8) стре- 
мятся к нулю в каждой точке хЕР). 

Замечание 1. Из теоремы 1 следует, что для построения нетри- 
виального примера сильно безусловно сходящегося ряда на некотором 
континуальном множестве Е достаточно взять, например, числовой ряд 
со 

4 


* Утв» И Определить соответствующим образом функции ф„(х) на 
п=2 


множестве Е ( точностью до знака равными Е 5 
Уп 1 п 
Замечание 2. Легко видеть, что так же, как в теоремах 1 и 2, 
можно строить сильно безусловно сходящиеся ряды и для случая, когда 


2 |1 (2) ® = оо, 


где х — любое фиксированное число из (0,2). 
Более того, можно построить сильно безусловно сходящийся на / 


(>) со 
ряд № фк (2) такой, что У [фк (2) [^^ = со (26 Е), где последовательность 
К—1 ЖЕ 


СИЛЬНО БЕЗУСЛОВНО СХОДЯЩИЕСЯ РЯДЫ 19 


чисел ох ->2 при К-› сю. Для этого достаточно взять пример из заме- 
чания 1 и положить 

2 

0; = 2— —. 
УЕ 


$2. Анализ сильно безусловно сходящихся рядов 


Для предельной суммы сильно безусловно сходящихся рядов спра- 
ведлива 
ТЕОРЕМА 3. Если ряд 


> Иа (9) 


сильно безусловно сходится на Е, то он при любом порядке членов схо- 
дится к некоторой конечной функции Е (5) всюду на Е, за исключением 
не более чем, счетного множества. 
Доказательство. а) Если множество Е счетно, то теорема оче- 
видна. 
6) Пусть множество Ё несчетно. Предположим противное, т. е. что 
со 


ряд (9) при некотором порядке членов и #› (2) сходится на несчетном 
ф=1 
множестве Е, к функции Р(5), а при другом порядке членов ряд 
р тр (2) сходится на ЕЁ; к РЁ, (1) и 
о=1 | 
Е (2) ЕЕ. (5) при х6ЁЕ.. (10) 
Построим новый ряд 


м (11) 
р=1 


так, чтобы для бесконечно многих М; и М; 
м: м м: м: 
о ао о) ль, 
р=1 ф=1 р=1 =1 
Ясно, что тогда ряд (14) должен был бы сходиться на множестве Е, 
(за исключением не более чем счетного множества) и к функции Р (5), 
и к функции 2, (5). Но это противоречит неравенству (10). Теорема 
доказана, 
ЛЕММА 2. Пусть функции }» (т) непрерывны на совершенном мно- 
жестве Р и ряд 


2 № (2) (12) 


абсолютно расходится на некотором множестве Е СР, которое всюду 
плотно на Р. Тогда члены ряда (12) можно переставить так, чтобы 


со 


вновь полученный ряд Ф Пер (2) был неограниченно расходящимся на не- 
р=1 
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котором множестве Е! СР, которое имеет тип а; на Р, является 
множеством второй категории на Р и имеет мощность континуума на 
любой непустой порции А.Р, где А — интервал. 

Доказательство. Так как Е всюду плотно на Р, то найдется 
счетная последовательность точек „ЕЁ таких, что множество {2} 
всюду плотно на Ри 


У (а) = Е (т=4 4...) (13) 


т—=1 
Из (13) вытекает, что члены ряда (12) можно переставить так, чтобы 
вновь полученный ряд 


Ул, @®) (14) 


был неограниченно расходящимся в каждой точке т. Пусть Е, — мно- 
жество точек неограниченной расходимости ряда (14). В силу построе- 
ния, (Я = А © Р. 

Известно, что множество Е, имеет тип Сь на Р. А так как Ё.>{5т}, 
то Е; всюду плотно на Р и потому является множеством второй кате- 
гории на Р [см (*?), стр. 194]. 

Пусть, далее, Д.Р — непустая порция множества Р. Множество А.Е, 
несчетно, так как в противном случае оно было бы первой категории 
на А.Р. Следовательно, по теореме П. С. Александрова, множество А.Е, 
имеет мощность континуума [см. (1), стр. 194, и (“), стр. 150]. Лемма 
доказана. 

Используя лемму 2, легко доказать, что справедлива 

ТЕОРЕМА 4. Пусть функции },(х) непрерывны на совершенном мно- 
жестве Р. Тогда для того чтобы ряд 


я @) (15) 


сильно безусловно стодился на Р, необходимо и достаточно, чтобы ряд 
(15) сходился абсолютно на Р всюду, за исключением, быть может, 
счетного (или конечного) множества Е, которое нигде не плотно на Р. 

Доказательство. Достаточность условия очевидна. Докажем его 
необходимость. 

1) Убедимся сначала, что множество Ё нигде не плотно на Р. До- 
пустим противное, т. е. что ЕЁ плотно на непустой порции Д.Р. Ясно, 
что тогда можно найти совершенное множество Р, СА-Р и множество 
Е. СА.Е.Р, такие, что Е, всюду плотно на Р.. В силу леммы 2, члены 
ряда (15) можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд был не- 
ограниченно расходящимся на некотором континуальном множестве 
Е› с Р,. Но это противоречит сильно безусловной сходимости ряда (15) 
наи 

2) Покажем теперь, что множество Е счетно или конечно. Допустим 
противное, т. е. что Е — несчетное множество. Но Е имеет тип Сь на 
Р и потому является борелевском множеством на прямой. Следователь- 
но, в силу теоремы Александрова [см. (4), стр. 150], можно найти со- 
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вершенное множество Р, с ЕС Р. А это значит, что ряд (15) абсолютно 
расходится на совершенном множестве Р, Применяя опять лемму 2, 
мы получим, что члены ряда (15) можно переставить так, чтобы вновь 
построенный ряд расходился на некотором континуальном множестве, 
что противоречит условию теоремы. Полученное противоречие доказы- 
вает теорему. 

Из теоремы 4 непосредственно вытекает 

ТЕОРЕМА 5. Пусть }„ (1) — измеримые функции на множестве Е с 
тЕ >> 0. Тогда если ряд 


27» (#) (16) 


сильно безусловно сходится на Е, то он почти всюду на Е сходится 


абсолютно. 
Доказательство. В силу теоремы Лузина, мы можем построить 


совершенные множества РС Р.С ...С Е такие, что все функции ]» (7) 
непрерывны на Рри ПштР, =тЕ. Ряд (16) сильно безусловно схо- 
Е—>со 


дится на Р, и потому (см. теорему 4) он абсолютно сходится на Рь, за 
исключением счетного (конечного) множества Ёкс Р,. Отсюда вытекает, 
что ряд (16) абсолютно сходится на множестве 


А=»У РЕ — >» Еь. 
| И Е=1 


со 

тА = т (5 р») АЛ 27. —0 8 
К=1 ео 

т. е. мы получили утверждение теоремы. 

Замечание 3. При предположениях теоремы 5 нельзя утверждать, 
что ряд (16) сходится абсолютно всюду на Ё, за исключением счетного 
(конечного) множества. Построим соответствующий 

Пример. Возьмем совершенное множество Р с [0,1] с тР =0. На 


со 
множестве Р построим ряд (см. теорему 1) ря “„ (7), который силь- 


П—=1 
но безусловно сходится на Р и тем не менее абсолютно расходится 


всюду на Р. Положим 


о, (2) при ЕР, 
„®-| О при 16[0,1] —Р. 


Ясно, что /„ (7) — измеримые функции _на [0,1] и ряд а р (5) сильно 
п=1 


безусловно сходится на [0,1], в то время как У |/"(7)| = со на несчет- 


п=1 
ном множестве Р. 
Из теоремы 5 вытекает 
Следствие 1. Если ортогональный ряд 
со 
У ск» (2) (17) 
й—1 
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сильно безусловно сходится на [0,1], то он почти всюду на [0,1] сходится 
абсолютно. 

Замечание 4. При предположениях следствия 1 нельзя утверждать, 
что ряд (47) сходится абсолютно на [0,1] всюду, за исключением счет- 
ного (или конечного) множества Ё (см. по этому поводу замечание 3). 

Из леммы 2 также вытекает 

ТЕОРЕМА 6. Пусть /» (2) — измеримые функции на множестве Е с 
тЕ >> 0. Тогда если ряд 


у [ъ (1) (18) 
п=1 


абсолютно расходится на некотором множестве Е СЕ с тЕ, > 0, 

то члены ряда (18) можно переставить так, чтобы вновь полученный 

ряд был расходящимся на некотором совершенном множестве. 
Следствие 2. Если (5) — измеримые функции на [0,1] и ряд 


Ул (2) (19) 


п=1 


безусловно сходится почти всюду на [0,1] и абсолютно расходится на 
некотором множестве положительной меры, то найдутся такие пере- 
становки членов ряда (19), что исключительные множества (множества 
расходимости) меры нуль будут иметь мощность континуума. 
Утверждение вытекает из теоремы 6. 
Следствие 3. Для того чтобы тригонометрический ряд 


со 
ао В 
+ У (4603 пх -- зщ п2) (20) 
П—=1 
сильно безусловно сходился на некотором множестве Е с тЕ > 0, необ- 
тодимо и достаточно, чтобы 


У а» | - |8»1) < ©. 


П=1 


Доказательство. Достаточность условия очевидна. Докажем его 
необходимость. Допустим противное, т. е. что 


©о 
У (41+ [61) = ®. (21) 
И=1 
Из равенства (21) вытекает [см. (8), стр. 134], что ряд (20) абсолютно 
расходится почти всюду на [0,2т] и, в силу теоремы 6, члены ряда (20) 
можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд был расходящимся 
на некотором совершенном множестве ЕЁ, с Е. Полученное противоречие 
доказывает наше утверждение. 
Следствие 4, Если тригонометрический ряд (20) безусловно сходит- 
ся почти всюду на [0, 2=] и абсолютно расходится на множестве поло- 
жительной меры, то исключительные множества расходимости рядов, 
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полученных после некоторых перестановок членов ряда (20), будут иметь 
мощность континуума. 

Некоторые достаточные критерии безусловной сходимости почти всюду 
тригонометрических рядов можно найти в работе (5). 

Вывод. Нетривиальные безусловно стодящиеся почти всюду на [0, 2=] 

—тригонометрические ряды обязаны иметь некоторые ‘исключительные 

множества растодимости мощности континуума. 

Замечание 5. Если функциональный ряд 


У (2) (2610,41) 
Е=1 


сильно безусловно сходится на [0,1] и абсолютно растодится на множе- 
стве Е с тЕ > 0, ‘то бесконечно много функций из {]к(т)} неизмеримы 
на [0, 1]. 5 

Это утверждение вытекает из теоремы 5. 

В частности, бесконечно много функций из {$„} (см. теорему 1) и из 
{Ф,} (см. теорему 2) являются неизмеримыми функциями на Ё, если 
множество Е измеримо и тЕ > 0. 

Точно так же бесконечно много функций из ряда Безиковича являются 
неизмеримыми функциями на [0, 1]. 

Замечание 6. Если проанализировать построение ряда Безиковича, 
то нетрудно видеть, что если ряд сильно безусловно сходится на множе- 
стве Е с тЕ 0 (или безусловно сходится почти всюду на Е), то мы 
не можем гарантировать сходимость каждого подряда даже почти всюду 
на Е. Более того, может быть случай, когда ряд сильно безусловно сто- 
дится на множестве Е с тЕ>0 и тем не менее некоторый подряд 
всюду на Е расходится. 

Общее замечание. Из рассуждений, проведенных в $2 легко 
усмотреть, что отправным пунктом в этом параграфе была лемма 2. Сей- 
час мы покажем, что лемму 2 можно применить и для получения ряда 
других результатов. 

Определение. Пусть Р — некоторое совершенное множество. Мно- 
жество ЕС Р называют множеством второй категории в узком смысле 
на Р, если оно есть дополнение к множеству первой категории на Р. 

Если же Ё не является лишь множеством первой категории, то мы 
будем говорить, зто Е — множество второй категорий в широком 
смысле на Р. 

Из леммы 2 непосредственно вытекает следующее утверждение. 

1°. Если функции р» (2) непрерывны на Р и модуль частных сумм ряда 


со 
У! 11 (2) (21’) 

П=1 
при любом порядке членов в ряду имеет конечный верхний предел на не- 
котором множете ЕСР (вообще говоря, зависящем от перестановки) 
второй категории в широком смысле на Р, то найдется непустая пор- 
ция А.Р (где А — интервал), на которой ряд (21°) абсолютно сходится. 
В самом деле, если бы это было не так, то нашлось бы всюду плот- 
ное на Р множество ЁЕ\, на котором ряд (21’) абсолютно расходится. 


6+ 
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Стало быть, в силу леммы 2, члены ряда можно переставить так, чтобы 


ВНОВЬ полученный ряд 


У) (24°) 


1—1 


был неограниченно расходящимся на множестве Е, < Р’ второй категории 
в узком смысле на Р. Поэтому множество точек Е с Р, где модуль 
частных сумм ряда (21”) имеет конечный верхний предел, принадлежит 
множеству первой категории на Р и, значит, Ё; — множество первой 
категории на Р. Мы получили противоречие, доказывающее утверждение 1: 

Очевидно, что если Р = [0, 1], то ряд (21’) будет абсолютно сходиться 
на некотором интервале (а, 6) < [0, 1]. 

Верно и обратное: для всякого интервала (а, 6) < [0, 1] можно по- 
строить ряд из непрерывных функций, который абсолютно сходится лишь 
на (а, 6). 

Совершенно так же, как 1°, доказывается утверждение 

2°. Если в утверждении 1° мы будем предполагать, что Е — множе- 
ство второй категории в узком смысле на Р, то тогда можно будет 
гарантировать, что ряд (21”) абсолютно сходится на некотором откры- 
том на Р множестве, которое всюду плотно на Р. 

Из утверждения 1” вытекает утверждение 

3°. Пусть совершенное множество Р с [0,1] таково, что любая его 
непустая порция А.Р (где А — интервал) имеет положительную меру. 
Тогда если функции }»„(1) непрерывны на Р и 


ша |, (2) [42 > 0 (+) 


т—со м 


для любого множества М СР с тМ > 0, то из того, что модуль част- 


ных сумм ряда 
со 


Уеь (+=) 


П—=1 


при любом порядке членов в ряду имеет конечный верхний предел на не- 
котором множестве ЕС Р (вообще зависящем от перестановки) второй 


категории в широком смысле на Р, вытекает, что 
со 


У! [а | < ®. 
п—=1 
В самом деле, из утверждения 1’ следует, что найдется непустая 
порция А.Р, на которой ряд (**) сходится абсолютно. Но в силу пред- 
положения т (АР) > 0 и на основании теоремы Егорова и условия (*), 
мы получаем: 


Роба 
1 


18 


что и требовалось доказать. 


Замечание. Множество Рс [0, 1], о котором шла речь в утверждсе- 
о - 
нии 3, само может быть множеством первой категории на [0, 1]. 
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_ Отметим также, что утверждение 3° применимо и к ортогональным 
рядам, если ортогональная система функций удовлетворяет условию (*). 
В частности, справедливо следующее утверждение. 

4°. Если тригонометрический ряд 


я У р» с03 (2ппз Е о») (р 20) 


п=0 


абсолютно сходится на множестве Ес Р второй категории на Р, где 
совершенное множество Рс [0, 1] таково, что любая его непустая пор- 
ция А.Р имеет положительную меру, то 


со 
Ур < =. 


К=о 


Отметим, что здесь множество Ё будет множеством первой категории 
на [0, 1], если Р — множество первой категории на [0, 1]. 

Если в утверждении 4° положить Р = [0, 1], то мы получим извест- 
ную теорему Лузина [см. (8), стр. 135] об абсолютной сходимости три- 
гонометрических рядов. 

Заметим, что если Р = [0, 1], то в этом случае множество Е, участ- 
вующее в формулировке утверждения 4°, обязано быть уже множеством 
второй категории на [0, 1]. 

Частным случаем утверждения 3° является следующий результат. 

Если функции }»„(х) непрерывны на [0, 1] и 


аш |» (2) [42 > 0 
п—>5 м 


для любого множества М с [0, 1] с тМ 0, то из того, что ряд 


со 


я ав [в (2) 

п=0 
абсолютно сходится на некотором множестве второй категории на [0, И: 
вытекает, что 


со 
У рав “< вое. 
пИ—=1 
Отметим еще одно утверждение: 
5°. Пусть множество Р с [0, {| совершенно и любая его непустая 
порция А.Р имеет положительную меру, а функция $(т) непрерывна 
на [0,1], имеет период Т=1 и отлична от тождественного нуля. 
Тогда если модуль частных сумм ряда 


р ав Ф (№2 -- 9) 


П—=1 


(где а„ — произвольные постоянные и |\„ |-> со) при любом порядке членов 
в ряду имеет конечный верхний предел на некотором множестве Е СР 
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(вообще зависящем от перестановки) второй категории в широком смысле 


на Р, то 
со 


$1 |» | < =. 


П=1 


В самом деле, из утверждения 1” вытекает, что ряд Уф (№х д) 


абсолютно сходится на некоторой непустой порции А.Р с т(А.Р) > 0. 
Но тогда, в силу одной нашей теоремы [см. (15), теорема 5 и следствие 2], 


со 
У [| < ®, 
П=1 
что и требовалось доказать. 
Из утверждения 5” вытекает, что если ряд 


со 
У а Ф (№2 - 9) 
п=1 
при любом порядке членов сходится на множестве Е с Р (вообще зави- 
сящем от перестановки) второй категории на Р, то 
со 
У} [| < >. 
п 
Этот факт для частного случая Р = [0, 1], а, =Ои Х„ =п был ранее 
получен Кажданом [см. (№), теорема 5] совершенно другим и более 
громоздким способом. 


$ 3. О расходимости рядов 


Сначала приведем несколько простых утверждений, которые понадо- 
бятся нам в дальнейшем. 

Известна [см. (3), теорема 1] следующая 

ТЕОРЕМА ЗИГМУНДА. Если для лакунарного ряда 


< : Та 
№ (ак со пах -- бит т) (>> 1) 
те \ Ик 
частные суммы 
т 
Эа (2) = № (ак с0з пк -- бк зп пкх) 
и—1 
равномерно ограничены снизу на множестве Е с тЕ > 0, то 
со 
У (%-+ Ы) < с, 
= 


Из этого результата Зигмунд получает, что для лакунарного ряда 
почти всюду на [0, 21] 


— со = Ни 6 (2) < На 5 (1) = + о, 
т-+ со Т-со 


со 
если \ (ак -- 54) = о. Далее, Зигмунд отмечает [см. (7), теорема 2], что 
к 1 


вышеупомянутая теорема верна и для методов суммирования 7”. 


` 
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Для метода суммирования Абеля это утверждение было передоказано 
Н. А. Давыдовым [см. (10), теорема 38] при некоторых дополнительных 
условиях, излишне ограничительных. 

Определение. Говорят, что последовательность различных целых 
чисел {р»} принадлежит классу В., если найдется такая постоянная С, 
что уравнение р» Е р; =п имеет не более чем С решений для всех п -Е 0. 

Известно, что всякая лакунарная последовательность является после- 
довательностью типа В.. Обратное утверждение неверно, так как после- 
довательности типа |В, (могут быть расположены на числовой прямой 
значительно «гуще», чем лакунарные последовательности [см. (13), 
стр. 359 — 360]. 

Отметим, что если последовательность {рк} Е В», то, переставив числа рик, 
мы снова получим последовательность типа В.. Таким образом, в после- 
довательности {рь} ЕВ, целые числа рк не обязательно расположены 
в возрастающем порядке. Следовательно, в класс В. входят, например, 
все лакунарные |последовательности, а также и все“ последовательности 
полученные из лакунарных путем перестановки элементов. 

ЛЕММА 3. Пусть задан произвольный метод суммирования Т* и после- 


довательность {рк} ЕВ». Тогда если ряд 
[*,> 
У (ак соз рых -- бизш рих) (22) 
= 
обладает тем свойством, что Т“-средние с„(х) от ряда (22) имеют 
смысл всюду на множестве Е с тЕ>0и 
т о» (2) > —<о (2Е6Е), 
и—со 


то 
со 


У (№) < ®. 
= 
Доказательство. В рассуждениях Зигмунда” существенную роль 
играло неравенство 
2" М а М 
\ ыы (Ак сов пкх -- Вьзш пк =)| ах < С ВУ (АВ 81| 
9 = К=1 
которое, как известно, верно не только для возрастающих лакунарных 
последовательностей {п»}, но и’для любых последовательностей {р»} 6 В. 
(не обязательно возрастающих), где С — постоянная, зависящая только 
от последовательности {их}. Стало быть, проводя рассуждения, аналогич- 
ные рассуждениям Зигмунда, [мы убедимся в справедливости леммы 3. 
Из леммы 3 непосредственно вытекает 
Следствие 5. Если для ряда (22) Т“-средние с„(х) имеют смысл 
на множестве Е с тЕ > 0 и 


2 
Й 


У! (@&-- 8) = со, (23) 
и=1 
то почти всюду на Е 
— со = Ш вв (2) < Ши в» (2) = - оо. 


п—< в 
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В частности, если для ряда (22) справедливо равенство (23), то почти 
всюду на [0, 2*] 
— со = Ши $ (1) < Ша $ (2) = -[ оо, 
т со тп—со 


где 


ть 
о (= = (ак с08 ркх - бьз1ш рк?). 
к=1 
Таким образом, справедливо 
Следствие 6. Если ряд (22) удовлетворяет условию 


т ах = Им 6» = 0 
Ра й—со К>со 


у 


/ 
и справедливо равенство (23), то существует множество Ас [0, 2*] 
с ТА = 2к такое, что, каково бы ни было вещественное число а (конеч- 
ное или бесконечное), для всякой точки Е А найдется последователь- 


ность {4к} (Чк—> со) со свойством: 
Эа; (2,) > при Е-> оо. 


Доказательство можно провести совершенно так же, как и доказа- 
тельство теоремы Римана об условно сходящихся числовых рядах, заме- 
тив, что при п-> о 


Этна (2) — 9. (12) = (а®-1 60$ риа - 6 91 р, 2) —0. 


Очевидно, что следствие 6 является обобщением результатов Н. А. Да- 
выдова (1), относящихся к лакунарным тригонометрическим рядам. 
Замечание 7. Аналогично следствию 6 можно получить результаты, 
относящиеся к методам суммирования. Так, например, справедливо 
Следствие 6’. Если коэффициенты лакунарного ряда 


ь (ак соз икх -- Вуз ихх) (== Ро 1) (24) 
к 


удовлетворяют условию 


со 


‚  У@т ео, || [= ом), (25) 


К=1 


то существует такое множество Ас [0, 2*] с ТА == 21, что для любых 


26 А и «Е [— оо, -- ©] найдется последовательность {9«} со свойством: 
Ба са, (2), (26) 
К—>со 


где ст (2) — чезаровские (С, 1)-средние для ряда (24). 
Доказательство. Ясно, что. 


9: (х) = р (1 = 25) (ах соз иж-- 6х п их) = У (1 == И Ак (х), 
К=1 Й 


если Пт << Ииа. Рассмотрим два случая: 
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1) Пусть 1 < пита. Тогда справедливо неравенство 


Ганн (в) — 691 =| У (1—2) 4) У (4—7 РТ) А») |< 
К=1 


Оуьглье Ха 1% р 
Е=1 К=1 
о 


Но в силу условия (25) и лакунарности последовательности их 


р ([ак| + |6к |) =о (пм), 


&=1 


9441 (2) — с: (2) =0(1). 


2) Пусть & = Пт — 1, т.е. + 1 = па. Очевидно, что 


№ п; Ах (2) 
©4-1 (2) — °: (2) = А ия и 000 


Итак, мы имеем равенство 


Ни [она (2) — 9, (2) = 0. (27) 


Применяя к ряду (24) следствие 5 и используя (27), мы убеждаемся 
в справедливости следствия 6’. 

Только что доказанное следствие показывает, как и в каком направ- 
лении можно дополнять следствие 6 для различных методов суммирова- 
ния. Само собою разумеется, что при этом тригонометрические ряды 
не обязательно следует брать с возрастающими последовательностями {р»}. 

Рассмотрим систему функций Радемахера {ть (#)}. Штейнгауз (1?) до- 
казал, что ряд 


со 
о ак Тк (#) (28) 
К=1 
при любом порядке членов сходится почти всюду на [0, 1], если 
сс 
Ущ< о, 
= 
и ряд (28) при любом порядке членов расходится почти всюду на [0, 1], 
если 


ма -ы. (29) 


Теперь мы докажем ряд утверждений, которые более точно выясняют 
характер расходимости рядов (28), а также и их переставленных рядов 


2 ак; Тк; (2) (30) 
1=1 
при условии (29). 
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ТЕОРЕМА 7. Пусть задан произвольный метод суммирования Т“. 
Тогда если ряд (28) (или ряд (30)) обладает тем свойством, что 
Т*-средние с„(2) от ряда (28) [соответственно от ряда (30)] имеют 
смысл всюду на множестве Е с тЕ>0 и 

Па о» (2) > — со (х6Е), 


п—со 


со 
в а < ео. 
К=1 
Доказательство теоремы 7 аналогично доказательству леммы 3. 
Из теоремы 7 непосредственно вытекает 
Следствие 7. Если для ряда (28) Чили для ряда (30)) Т“-средние 
‘в, (1) имеют смысл на множестве Е с тЕ > 0 и справедливо условие (29), 
„то почти всюду на Е 
— со = Ши в, (2) < м а (2) = + со 
со т-—со 


44 почти всюду на [0, 1] 


— со = На 5) (2) < о 6 (2) = о, 

п>со п-—со 

‚где 5», (х) — частная сумма ряда (28) [соответственно ряда (30)]. 
Следствие 8. Если Им ах = 0 и справедливо условие (29), то для 


К—>со 
ряда (28) [для ряда (30)] найдется множество А с [0,1] с тА = 1 такое, 
что, каково бы ни было вещественное число &Е[— со, -+ со], для всякой 
точки 56 А найдется последовательность {4,} со свойством: 


Пт ак (0) = <. 
К—>со 


Замечание 8. В формулировке следствия 8 нельзя отбросить 
„Условие ак —>0, так как в противном случае утверждение теряет силу. 
В этом легко убедиться на примере, взяв ряд 


о акгк (1) (31) 


К=1 
< 4% =1 и заметив, что для почти всех 16[0, 1] частные суммы ряда 
(31) принимают только целочисленные значения. 
Замечание 9. Если Пт|а%к| =В < оо, тов этом случае мы можем 
Е—со 


лишь утверждать, что частные суммы ряда (28) [ряда (30)] для почти 


всех 16[0, 1] будут иметь предельные точки на любом отрезке длиной 
не меньше В. 


Если же на а, не накладывать никаких ограничений, то частные 
суммы ряда (28) для почти всех #6[0, 1] могут иметь предельными 
‘точками лишь -- со и — со. В этом легко убедиться на примере ряда 


У 2» (0). 
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Следствие 9. Если для ряда (28) справедливо условие (29) и 
> Е» | = о (из), 
= 


то существует множество Ас [0, 1] стА =1 такое, что для каждых 
16 А и чЕ[— со, + с] найдется последовательность {9} со свойством: 


Ито сах (1) =©, 
К—со 


где вт (2) — чезаровские (С, 1)-средние ряда (28). 

Доказательство аналогично доказательству следствия 6°. 

Перейдем к построению некоторых примеров расходящихся функцио- 
нальных рядов. Очевидно, что для построения нетривиальных примеров 
следует потребовать стремления к нулю членов ряда. 

Безикович (3) доказал, что на отрезке [0,41] существует ряд 


со 

У (2) (/(-—0 при п-> со и #610, 1], 

ЕЙ 
который при любом порядке членов всюду на [0, 1] расходится, за исклю- 
чением не более чем счетного множества, и при этом всюду на [0, 1] 


со 
Уяв- +, Уи ф=-—о. х 
п п—1 9. 
Сейчас мы укажем некоторый общий способ построения такого типа 
рядов. Именно, справедлива 


ТЕОРЕМА 8. Пусть на отрезке [0,1] задан ряд 


о № (@) (Па (@) =0О прил 6[0,1]) 


п—=1 


со 


УР = (2610, 1]. 


П=1 


Тогда можно найти такие Функции 4» (т), что для всех п =1,2,.. 


[фт (2) =1 
и ряд 


Уф @ 


при любом порядке членов расходится на [0,1] всюду, кроме, быть 
‚может, счетного (конечного) множества, причем > 


У, <). @г=-— Х1@ ь @Г = + о (32) 


для всех 2610, 1]. 
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Доказательство можно провести аналогично доказательству леммы 4 
из & 1, только вместо ссылки на теорему Штейнгауза нужно сослаться 
на следствие 7. Отметим, что точку & следует выбирать так, чтобы 
верхний (нижний) предел частных сумм в этой точке равнялся -Н оо 
(соответственно — со). Такой выбор будет обеспечивать выполнение: 
условия (32). Кроме того, в качестве множества А следует брать мно- 
жжество всех последовательностей, которые состоят из всех целых чисел. 

Замечание 10. Совершенно аналогично теорема 8 распространяется 
на любые методы суммирования Т*, т. е. вместо расходимости можно’ 
утверждать несуммируемость. 
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НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ 
НЕОГРАНИЧЕННЫМИ ОПЕРАТОР-ФУНКЦИЯМИ 


(П редставлено академиком Н. Н. Боголюбовым) 


В работе изучаются вопросы существования и единственности наи- 
лучшего приближения непрерывной функции со значениями в гильбер- 
товом или рефлексивном банаховом пространстве при помощи замкнутой 
оператор-функции. 


$ 1. Введение 


Постановку задачи поясним сначала на конкретном примере. Пусть 
дана система линейных дифференциальных уравнений 


о — 
Ур, =) «ЕЬ 1=6...,т) (1) 
= 


< краевыми условиями 
а, (=) Ем 


Будем искать наилучшее приближенное решение этой системы в некотором 
классе ДР вектор-функций д (1) = (21 (0,..., 2» (1), удовлетворяющих крае- 
вым условиям, т. е. будем искать такую вектор-функцию 2 (#) = 
== (20 (),_.., 2 (0), что 


шах 
1<1<т 


хер 1<<т 


} т И ть 

по ри д зь— 0 |= В шах А Ура ФЛ 
К—1 К=1 

Прежде всего возникает вопрос об условиях существования и един- 
ственности наилучшего приближения системы (1). Для изучения этих 
условий целесообразно рассмотреть эту задачу с операторной точки 
зрения, считая левую часть {-го уравнения значением оператора 4/4, 
действующего из гильбертова пространства Н вектор-функций х (1) == 
= (*, (2),..., =. (1)) (где тк ()61Г2(0,0, К=У4,...,п) св пространство 
[2 (0,0. 

Такую же задачу можно поставить и для других систем оператор- 
ных уравнений. Общая постановка интересующей нас задачи такова: 

Пусть на некотором компакте ‹ задана оператор-функция А (9), 
являющаяся при каждом 460 замкнутым линейным оператором, дейст- 
вующим из гильбертова пространства Н: в гильбертово пространство 
Но, с общей для всех А (4) и плотной в Н, областью определения 2, 
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причем для каждого фиксированного хе Д функция А (4) 1 со значениями 
в Н, непрерывна на 0. Пусть /(9) — некоторая непрерывная на © 
функция со значениями в Н». Задача наилучшего приближения функции 
1 (4) при помощи оператор-функции А (49) заключается в отыскании век- 
тора 2. ЕД) такого, что 


тах | А (9) *— / (9) |. = № шах| А (9) 2 — 7 (а) *- 
ед хер 9еЕ0 


Заметим, что классическая задача чебышевского приближения дейст- 
вительной непрерывной на компакте О функции ](9) при помощи поли- 
нома 


Уы/» а, 
К=1 


где /, (4),..., /» (4) — непрерывные на © действительные функции, яв- 
ляется частным случаем предыдущей задачи, когда оператор-функция 


А (4) = = ХЬль (@) 
К=1 


действует при каждом 460 из эвклидова пространства Ав в Д.. 

В предыдущей общей постановке задача рассматривалась в работе (*). 
Случай ограниченных операторов рассматривался ранее в работе (?). 
В предлагаемой работе мы приводим доказательства и дальнейшее раз- 
витие теорем из работы (*). 


$ 2. Теорема существования 


Обозначим через Ё подпространство тех векторов 26, для которых 
А (9) =05 при всех 960, а через © — ортогональное дополнение к В 
в Н!. Каждый вектор хе представится в виде 


2=1,-1., 
где 6 А, д.65 и 
Ш тах | А (9) 5 —/ == 10 тах] (а) <. — Е 
ше шаз| А 2 —/ФЬ- ВМ шах А (2—7 
так что в дальнейшем будем считать В = 0, и 9 =Н.. 
ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы для каждой непрерывной на О функции 
71(4) со значениями в Н» существовал вектор 6) такой, что функция 


А (4) хо наименее уклоняется на О от функции } (4), необходимо и доста- 
точно, чтобы оператор-функция А(4) обладала следующим свойством: 


__ [4 (9) = > т]2|, для всех ЕР, (а) 
а 


где т >> 0. 
Доказательство необходимости. Рассмотрим банахово про- 
странство С, элементами которого являются непрерывные на О функции 


* Норму в Н\ будем обозначать индексом 1, а в Н», — индексом 2; нуль в Я! 
обозначим через 01, ав Н»› — через 6.. 
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1 (а) со значениями в Н.,, причем 


А = шах| (9) В. 


Очевидно, для того чтобы для любой функции 1 (9) существовала наи- 
менее уклоняющаяся от нее функция А (4) хо, необходимо, чтобы линей- 
ное многообразие. функций А (4) 2 (60) было замкнуто в С, т. е. обра- 
зовывало подпространство. 

Обозначим через Т оперётор, действующий из Н!: в С по закону 


Тх = 4А(49)х (60). 


Т — замкнутый оператор, так как операторы А (4), по условию, замкнуты 
при каждом 960. Кроме того, оператор Т имеет обратный Т`", так 
как. по предположению, А =06,. Как замкнутый и определенный на 
подпространстве, оператор Т`" ограничен [см., например, (3), стр. 47] 
так что 

17 [с = НЕ (9) = >т|з|, (60), 


где т > 0. 
Доказательство достаточности. Пусть 
р = И шах] А (4) 2 — 7 (9) |, 
хер «69 
и пусть последовательность {х„} такова, что 
шах] 4 (2, —/(ФЬ +8 @-=Ъ2,...). 
[о 


Тогда 
тах | А (9) г. |< шах | А (9) х— ] (4) | шах |7 (9) |5 <р- в - шах |7 (4) |= С 
ав9 [58 а69 авео 


и, в силу свойства (а), 


С 
|7. | < .5т 


-. 
Вследствие слабой компактности сферы в Н!, можно считать, что 


сл 
7, —> то 6 Н\, 


(т», У): —> (2, У) 
для любого УЕН.. 
Так как при каждом 460 оператор А (4) имеет плотную в Н/ область. 
определения ЛД, то существует сопряженный оператор А” (4), действующий 
из Нов Н:, такой, что 


(А (4) х, у)» = (2, А" (4) у): 


для всех х6О)СН, и УЕОл* «с Н.. 
Из замкнутости оператора А(4) следует существование второго со- 
пряженного оператора А“ (4) и равенство 


А" (9) = А(9) 


[см. (4), стр. 144]. Так как оператор А“ (4) — сопряженный к 4*(4), то 
область определения Дл*(а) оператора А“"(4) плотна в Нь, а так как 
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сл 
т бо, ТО 


(А (9) 2", У) = (2, А" (9) у)1 —> (хо, А` (9) У): (2) 
для всех уе )д* (а). Таким образом, для всех у из всюду плотного в Нь 


множества Дд* (а) существует 
Ш (4 (9) 2”, У) 


т— со 


и, кроме того, 
|4 (9) 2] < С. 


Отсюда следует, что 
с 
А (9) =. > (ФЕН, 


(А (4), у) — (2 (9), у)» для всех УЕ М. 
Сравнивая это с (2), получим: 


(хо, А* (9) у): = (2 (4), У) для всех УЕДА* (а), 
что, по определению, означает, что 
Е Ддч (а) =В 
и 


2(4) = А" (9) то = А (9) то. 
Таким образом, 


А (9) =, — А (9) 5 
при каждом 960. 
По одной теореме Мазура [см. (5), стр. 207], если 
А (9) 2. > А (9) 2 
то для любого > 0 найдется натуральное $ и числа и, (Е =1,..., 5) 


такие что 


< 36. 


м >0, Хы = и | №4 (4) =. А 
1 &—=1 2 


Поэтому 


14 9—7 < |4) — У) вы ть, + 
1 


—- 


й— 


У нь А =. — 10| <= + > ив [А (9) 2, — 1 (9) < 
1 К—1 


Зеро ===р-+ 2. 


“Следовательно, 
И (9) 20 — 1 (9) <р- 2, 


и так как г произвольно, то 
шах | А (9) 2 — 7 (4) | = р, 
ЕО 

т. е. А (4) хо наименее уклоняется от } (9). 


Приведем некоторые примеры реализации условий предыдущей тео- 
ремы. 
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- Г. 4 (9) =Р. + ХО Е, где Р; = и — оператор дифференцирования на 
’{0, И с краевыми условиями 2 (0) =2(1), а ^(4) — непрерывная на О 
функция, причем * (40) = 0, 1, +2,... хотя бы при одном 460. 

Здесь Н, = Н, = [7 (0, 1) и операторы А (4) неограниченны. 
П. А (9) при каждом 460 является оператором Штурма — Лиувилля 


Ат [140] -+ 4,920 (©0<#<), 


зависящим непрерывно от 49, с краевыми условиями 2 (0) =:(1 = 0, 
причем нуль не принадлежит спектру оператора А (45) хотя бы при 
одном 460. Здесь опять Н, = Н. = Г (0,1) и операторы А (4) неогра- 
ниченны. 

Вообще. свойством (а) обладает каждая оператор-функция А (4), если 
при некотором 4 ЕО оператор А (40) имеет ограниченный обратный. 

Ш. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (1) и предпо- 
ложим, что соответствующая однородная система 


ах; Ё 
и р 2к=0 (0<:<1, в(0=а@ (=41,...,т) 
= 


имеет в ) лишь тривиальное решение, так что А = 6. 


Условие (а) имеет в данном случае вид: 
1 


>= (УР), 
= 


тах 
+ 


ах | 
м р Рак (О хь 
=1 


что накладывает некоторые ограничения на систему (1). 

Укажем важный частный случай, когда условие существования 
выполняется для любой системы (1). Это имеет место, если наилучшее 
приближенное решение отыскивается в виде 


2 (1) = вф, ( - ---- мфу (0, 
где функции ф,,(1) удовлетворяют краевым условиям 
фи» (0) =Ф,() @=41,...щЕ=Ъ...,М). 


Здесь Н! является пМ№-мерным пространством, а Н, = Г? (0, 1). 
Выполнение условия (а) для оператор-функции А (4), представляющей 
собой при каждом 960 линейный оператор, действующий из конечно- 
мерного пространства Н\ в Нь, следует из того, что шах | А (4)2| являет- 
969 


ся непрерывной функцией т, и так как В = 6;, то 


А (4) 2|. > 0 


тах | 
чЕ9 
при |5 |, =1, так что в силу компактности сферы в конечномерном про- 
странстве Н: минимум т > 0 функции 
шах | А (4) 2 
ЧЕЧ 
достигается на единичной сфере; таким образом, 


шах | А (> т|2|. 
ае 9 


7 известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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$ 3. Случай банаховых пространств 


Приведенную выше теорему сущесгвования можно распространить на 
рефлексивные банаховы пространства, так как у них единичная сфера 
слабо компактна. Пусть А (9) при каждом 960 является замкнутым 
линейным оператором, действующим из рефлексивного банахова прост- 
ранства В: з рефлексивное банахово пространство В» с общей для всех 
А (4) и плотной в В: областью определения р, причем для каждого 
фиксированного х6Р функция А (4) х непрерывна на 0. 

Пусть | 

В = {1: А (49) 1 =6, при всех 960}. 


Как и в случае гильбертова пространства, удобнее вместо простран- 
ства В, рассматривать фактор-пространство В:/ЁВ элементов Х с нормой 


2 а, 


Поэтому в дальнейшем можно считать В = 6.. 

Теорема 1 имеет также место и в рассмат риваемом случае рефлексив- 
ных банатовых пространств В: и В.. 

Действительно, доказательство необходимости условия (а), при- 
веденное выше, годится для любых банаховых пространств В; и В». В до- 
казательстве же достаточности были использованы теорема Мазура, 
верная и для банаховых пространств, и теорема Неймана о существова- 
нии в случае гильбертова пространства для замкнутого оператора А с 
плотной областью определения второго сопряженного оператора 4” и 
равенства А“ = А. Эта теорема, как легко видеть, также верна для 
случая рефлексивных банаховых пространств В: и В., так как для этого 
случая проходит обычное доказательство с теми лишь изменениями, что 
вместо ортогонального дополнения в гильбертовом пространстве для 
замкнутого множества Х банахова пространства В берется ортогональ- 
ное дополнение РГ в сопряженном пространстве В", т.е. множество всех 
линейных функционалов, обращающихся в нуль на Х, и используется 
тот факт, что ортогональное дополнение к Г во втором сопряженном про- 
странстве В”, вследствие рефлексивности пространства В, совпадает с Х. 

На рефлексивные банаховы пространства переносится и теорема един- 
ственности из работы (?). 

ТЕОРЕМА 2 *. Пусть В, и В, — рефлексивные банаховы простран- 
ства, причем В» строго выпукло, и пусть оператор-функция А (4) обла- 
дает следующим свойством (Ъ): если при некотором 91:ЕО уравнение 
А (41) х = 0. имеет решение Хо-Е 61, то и сопряженное уравнение А* (41) у = 
— 0, имеет решение уо == 6. Тогда для единственности функции наилуч- 
шего приближения необходимо и достаточно, чтобы при х + 8, уравнение 
А (4) = 65 не имело корней на О. 

о необходимости. Пусть А (91) 2; = 6, при 
некотором 91 ЕО и 2х, + 0.. Тогда, по условию, существует уу =Е 9, такой, 


® Другая теорема единственности указана С. Б. Стечкиным (°). 
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* > 
что А (41) Уо = 61. Это означает, что область значений Ед.) оператора 
_А (41) не плотна в В., так что 
и |4 (9) 2— у =а>0, уЕБ.. (3) 
хЕРА (9) 
Пусть Вл (а) — замыкание области Вл (а.): Так как сфера в В, слабо ком- 
пактна, то шИшиаш в (3) достигается на некотором векторе 2 Клца,) 
(доказательство — как в теореме существования с использованием теоремы 
Мазура): 
[2 ув =а, 26 Адц,. 
Построим непрерывную на О со значениями в В, функцию Ф (9), 


удовлетворяющую условиям: 


5 


1) ф (4) = и , 
2) шах[Ф (9 = 1. 
45) 


Очевидно, 


8 ($) = п! тах | 4 (4) —$(9) |. < 1. 
хер аер 
С другой стороны, 
5 4 4 
ад = (ад = | Ад |, = 144 (а) аи а=1, 


так как 4-А (41) 2--26Вла,. Следовательно, & ($) = 1. 
Рассмотрим функцию 


79 = (1—1 А @ 2) @), 


где 
М = шах| А (9) 2 |5. 
5 
Имеем 
7 (4) = (1- = |2 (9) 2 Ь) $ (41) =Ф (41) 
и 


шах |7 (9) |5 = 1, 
«ео 


т. е. /(49) обладает свойствами 1) и 2). Поэтому 
От. 
Убедимся, что для функции / (9) существует бесчисленное множество 


в 1 
наименее уклоняющихся функций. Пусть |“ | <. Тогда при любом 


ЕО 
[А (4) а: — (Аааа |7 (9) ® [А (9) = + 


+ (1— М Ф=й) 1—4 = (у 12) < 1. 
С другой стороны, 
[2 (41) ча: — 1 (а) = (ад = 1. 
Таким образом, А (4) ях: наименее уклоняется от функции ](9) при 
июбом |&|<-г. 
7 
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Доказательство достаточности. Пусть для некоторой непре- 
рывной на О со значениями в В, функции ] (4) существуют две наименее 
уклоняющиеся функции А (4) 11 и, А (4) 2., т. е. 


& (1) = шт! шах | А (9) 2— / (а) = шах| А (9) 21 — 7 (4) | = 
хер ав9 969 
—= шах | А (4) 2. — 1 (а) |. 
[59] 


Тогда А (9) (1, - 2.) также является наименее уклоняющейся от ] (4) 
функцией, так как 


8 тах 4—7 | < ушах] А (9) 2 7 ФЬ 


+ 5 шах] 4 (4). —/ФЪ = 81). 


Пусть 
плах | 4 (4) 8 —1(4)| =8() 
че 2 
достигается в точке 9460. Тогда 
[уе = 514 (9%) 2. — У) + [4 (4%) 2 — 10). 


В силу строгой выпуклости пространства В., последнее равенство воз- 
можно лишь при 


А (90) 21 — 7 (40) = А (40) > —7 (о). 


не (28 
А (90) (21 — т.) = 6.. 


По условию теоремы, отсюда следует, что 21 = 45. 
Примером оператор-функции, удовлетворяющей условиям теорем 
существования и единственности, может служить оператор-функция 


А (9) =Е —Т (@,, 
где Т (9) при каждом 960 является вполне непрерывным оператором 
из В, в Вь. Другими примерами могут служить приведенные в $ 2 
дифференциальные операторы, если их рассматривать в 17 (р 1). 


$ 4. Вопросы единственности 


Отметим для гильбертовых пространств некоторые случаи, когда | 
оператор-функция А (4) обладает свойством (Ъ). Это, прежде всего, имеет 
место, если при каждом 460 оператор А (4) самосопряженный. В част- 
ности, необходимым и достаточным условием единственности наилуч- 
шего приближения в случае оператор-функции Штурма — Лиувилля 


Аз. 02| +7 4,02 (0<1<9, «О==0=0, 


является требование, чтобы при каждом 960 нуль не принадлежал 
спектру оператора А (4). 

Свойство (Ъ) всегда имеет место, если при каждом 4960 область 
значений оператора А (4) не плотна в Н.. Так всегда будет для любой 
оператор-функции А (4), если Чт Н, < 4 Н.. 
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_В качестве примера рассмотрим систему (1), когда ее решение оты- 
‚ скивается среди полиномов вида 


24 (И) = фа ( --... Е амим (, 2(0)==0 @=4,...п. 


Условие единственности означает здесь, что ни одно из однородных 
уравнений 


4х; 


++ У рь(ж=0 (03151, в(0=в@ @=4,....т), 
#1 


не имеет решений среди этих полиномов. 

Следующая теорема является простым перенесением на случай опе- 
ратор-функций соответствующих теорем из работ ($), (7) и (3). 

ТЕОРЕМА 3. Пусть оператор-функция А (4) является при каждом 
ЕО линейным оператором из Н, в Н»., где Н, и Н» конечномерны. 
Пусть число п таково, что (п— 1) Чо Н. < ат Н, <пдтН.. Тогда 
для единственности функция наименьшего уклонения необходимо и 00- 
статочно, чтобы выполнялись следующие условия: 1) при х-= 0, уравне- 
ние А (4) 1 =0. имеет на О не более чем п— 1 корней; 2) при любых 
различных @1,...,9и— из О и любых у,..., и из Но существует 
вектор хеЕН!: такой, что А (41) 1=у4,..., А (41) < = У. 

Когда т НН! =пат Н»,, то условие 2) является следствием усло- 
вия 1). 

Необходимость условия 1). Пусть размерность пространства Ну 
равна М, а размерность Н. равна $. Рассмотрим оператор Р» (40), дей- 
ствующий из Н, в Н»› по закону Е» (4) х = (А (41)х,..., А (4%), 
где до = (41,..., 41) — произвольный комплекс из различных точек ком- 
пакта О. Невыполнение условия 1) для некоторого комплекса означает- 
что уравнение Ё,„(4%}х = бы имеет нетривиальное решение 2 = 0,. Раз- 


мерность области значений и оператора ГР» (45) в этом случае не более 
чем М —1. Поэтому в Н, существует вектор У = (у1,.. ., У"), ортого- 
нальный к Ар. Построим непрерывную на О со значениями в Н» функ 
цию ](4), удовлетворяющую условиям: 


1) 7 (а; = и при у: = 61, 
2) шах |1 (9) | = 1. 
во 


Очевидно, & (/) < 1. Пусть А (4)2 наименее уклоняется от ] (4). Тогда 
7% 


п> > | А (93) хо — 7 (4%) Ё = [Е (490) хо — Ут = | Е» (90) хо + [У — 
Л —2 Ве (Рь ож) 


вл: У Е 
1 = (Гир. #1), 
д 14 (9) —7(4)|=1 @=1,..., п) 


и, следовательно, @&(/) =1. Дальнейшее доказательство проводится так 
же, как в теореме 2. 


где 


так что 
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Необходимость условия 2). Рассмотрим оператор Еи—1 (40), 
действующий из Н: в Н?*, где до = (91,...› 9и—1) — произвольный ком- 
плекс из О. Так как М> (п— 1)5, то существует нетривиальное реше- 


= сть 
ние уравнения Ён (40) 2 = 9н„—1. При невыполнении условия 2) област 
2 


значений Ве оператора Р„_1(4о) не совпадает с НУ", так что сущест- 
вует вектор 2= (21,...› 2и), ортогональный к Вг. Дальнейшее доказательство 
проходит так же, как в доказательстве необходимости условия %, - 

Достаточность. Из условия 2) и характеристического свойства 
функции наименьшего уклонения [см. ()] следует, что число точек, 
в которых достигается наименьшее уклонение, не менее чем п [см. (°)1. 
Если существуют две функции А (4) 11 и А (4)х., наименее уклоняющие- 
ся от [ (4), то 


тт -- 22 _ В А Е В 
шах | 4 (0) —/ (8), < ушах А (4) 2. — + 
+ 5 шах| А (9) ® —/ (9 =80) 
[5% 
и, следовательно, : 
шах] А ("8 — 7) 80. 
аео 2 


Поэтому найдется п точек 4:,..., 4п, в которых 


[Ао — 79|, = 14 (Фи @дЬ- 31499 (>) Ка). 


Следовательно, 


А (4: (2, — <) = 0. Е И п), 
т. е. уравнение А (4) х = 6, имеет п корней, что противоречит условию 1). 
Заметим, что доказательство достаточности не использует конечно- 


мерности пространства. 

Поступило 
15.ХП.1958 
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А. Л. ГАРКАВИ 


О СОВМЕСТНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ 
И ЕЕ ПРОИЗВОДНЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ ПОЛИНОМАМИ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе исследуется вопросе о приближении 2т-периодической 
функции вместе с ее г первыми производными тригонометрическими 
полиномами и их производными соответствующих порядков. 


8 1. Введение 


Класс 2л-периодических функций, имеющих ограниченную производ- 
ную г-го порядка, будем обозначать через И, 

Пусть / (2) 67°, Т„(/®, 2) — тригонометрический полином п-го по- 
рядка, наименее уклоняющийся от функции 1 (2) (8 = 0,1... г, 
1© (5) = 1 (2)), и Е, (/8) — наилучшее приближение 71° (2), определяемое 
соотношением 


Е, ((®) = 17% — т. |= Ш — ТЫ, 


в котором норма берется в метрике пространства С, т. е. 
[7 = шах |7 (2) |. 
0<х<2пт 


За редким исключением полиномы наилучшего приближения для 
производных функции ](1) не являются производными от полинома 
наилучшего приближения для самой функции. Поэтому, каков бы ни 
был полином ТГ, (). мы для всех или для части значений $ будем иметь 
строгие неравенства: 


9—7 [> 60°). 


В связи с этим возникает вопрос о величине наименьшей постоян- 
ной С„,‚, при которой для любой функции ] (7) ЕЙ’ существует поли- 
ном ТГ», г (1, 2) порядка п такой, что для всех $<г выполняются нера- 
венства: 


7 — 7. (< СЕ») 6=0,1,...). 9 
Очевидно, что 


Ст, = зар С», г (7), 
1Еи(Г) 
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где 


С, , (1) = Ш шах Г тн 
г. Та 0<в< Е, (}®) 
Величина С„,,(7) показывает, насколько хорошо, по сравнению с соот- 
ветствующими наилучшими приближениями, можно аппроксимировать 
функцию ] (2) с ее г первыми производными тригонометрическим поли- 
номом порядка п и его производными. 
Тригонометрический полином Т», ,(/, 2), удовлетворяющий условиям 


т Сь К) Е. 0®) 6=0,%...9, 


будем называть экстремальным полиномом задачи совместного прибли- 
жения функции. / (5) и ее г первых производных. 

В $2 настоящей работы приводятся некоторые неравенства теории 
приближения функций, используемые нами в дальнейшем. 


В $3 выводится эффективная оценка сверху величины Св, ,‚ и уста- 
навливается асимптотическая формула 


4 
С», , = = Ш (р-+ 1) +О(шШш р), 
где р = ша {п, г}. 
В$ 4 рассматривается следующий вопрос: в какой мере близость 


полинома Т, (5) к функции }(х) обеспечивает близость его производных 
к производным функции. 


Отметим, что Г. Фрейд (17) получил в этом направлении такую 
оценку: 


177 — 77| К (2) У — Ты + Е,” 


где К (г) — некоторая постоянная, зависящая от г. 
Нами получен следующий, более точный результат (теорема П): 


1—7 ТЫ + С, т, (0) + В. < 
«ти + (14 2). В. 


причем в первом из этих неравенств постоянная С„,, является асимп- 
тотически точной. 

В $5 исследуется вопрос о числе экстремальных полиномов И т 
и устанавливается, что в общем случае экстремальный полином не 
является единственным. 


В$ 6 указываются некоторые возможные обобщения полученных 
результатов. 

Основные результаты настоящей работы были доложены в ноябре 
1957 года на заседании Московского математического общества [см. (2)]. 
Независимо от автора Г. Фрейд и Я. Ципцер (18) рассмотрели вопрос 


об уклонении производных полинома от производных приближаемой 
функции и получили такую оценку: 


17? — 75 [5 Аш (р+ 1) {11 — Тн [п Е, (1), 


где р= ша {п, г}, а К — абсолютная постоянная. Это неравенство со- 
держится в первом утверждении упомянутой выше теоремы П $ 4. 
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- Пользуясь случаем, выражаю глубокую благодарность С. Б. Стечки- 
| ну за постановку изложенной задачи, а также за ценные советы и ука- 
зания, использованные автором в работе. 


$ 2. Некоторые теоремы теории приближения функций 


В этом параграфе мы формулируем ряд известных теорем и нера- 
‘венств из теории приближения функций, которые используются нами 
в дальнейшем. Некоторые из них мы уточняем или специализируем 
применительно к рассматриваемым далее вопросам. 

Те в Фавара (15). Пусть / (2) 6И/’”. Если 

) 1 (®) ры 0,1. В 


А Ь (2) 


(1- = 
где 


Аз СЮ п 
= == <=, 
о (АЕ 1) й 
Константа А, — точная. 
2. Неравенство Бернштейна (1). Для любого тригонометри- 
ческого полинома Т„(х) порядка п имеет место соотношение * 


17 <” |Т.|. (3) 


3. Теорема Никольского ('). Пусть ов, м (/, 2) есть сумма Валле- 
Пуссена для функции / (5), 
п-т 


от, т (1,2) = ЕТ р (>) (2=0 т 9, 
К=т® 


где 5» (/, 5) — частичная сумма ряда Фурье функции / (2). Справедливо 
равенство: 


4 
ра 


зпр [н, м (У) ШО (1. (4) 
Пк 


т- 1 
Отметим, что в (4) можно считать О (1) <3. В самом деле, Т. Грон- 
валь (“) установил, что 


4 

вар|1 5» (1) |= < шп--3 (и>0, (5) 
а, как показал С. Б. Стечкин (\), величина №„,ш при фиксированном т 

72 
есть монотонно возрастающая функция от п, и если О р, где 
р-— натуральное число, то №,т= Г». Но поскольку среди чисел 
1,2,....т--1 существует число 4 такое, что п-- 4 делится нацело 
на т--1, то, учитывая сказанное и и. оценкой (5), получаем: 
4 п т а п-т- 1 "т та 6 
Уз, в < Ма, п == Сала < == Ш +3 < т 3. (6) 


т-1 


* Из результатов цитированной работы следует более слабое неравенство: 
т.’ |< 2” | о |. В форме (3) это неравенство опубликовано М. Риссом (3). 
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Из (6) вытекает, что 
4 1 
[И — он, В +4} Е, (0). (7) 
4. Теорема Стечкина. Пусть О, т — класс 2т-периодических 
ограниченных функций, удовлетворяющих условиям: 


2" 


\ и ее, И пр. 
0 


9ш АЕ 


Справедливо соотношение: 


и 15 И 4 пет-1 
и т + 1 


+0(4). 


Нам потребуется лишь следующее утверждение, содержащееся в этой 
теореме: 
Существует функция Фи, ж (2) Их, т, для которой 


ре ЕЕ 04. ®) 
Доказательство *. Рассмотрим ряд 
и ыы 
р 5 (0<х<»*») 
и положим 
т 4 со 
аи (2) = У А зшит, т„(а)= Х Таш 
К=—1 Е=т- 


Как показал Т. Гронваль (3), 
а 0. а 
с другой стороны, в работе П. Турана (15) установлено, что 


Чт (2) <п— т. 
Поэтому, поскольку 


п—х 


Гт (2) == 2 К-т Чт (2) 


имеем: 


| (2) 152 (0<2< а), 


а так как ги (0) = ги (п) = 0, то "= |<. 


Составим сумму Фейера для функции ги (2): 


Рь (Гть 2) = 7 (1 пер евиа 


К=т-1 


* Приведенная теорема была доложена С. Б. Стечкиным в 1952 г. на заседании 
семинара Ленинградского отделения Математического института АН СССР, но опуб- 
ликована не была. Доказательство соотношения (8) сообщено автору С. Б. Стечки- 
ным и публикуется здесь с его разрешения. 


онисьнний 
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и положим 


Фн, т (2) = 10 эт пл Е» (Ги). (9) 
Так как 
а . 2 311 (2, 1) пх 
$101 8111 2 = хе оы НОЯ 
то 


эп (2, + 1) пх ыы К Че 
ф», т (2) = ео ПЕ к (ре чаиа = 


у в 
а: я ее ыы еее 


Е=т-1 
ыы _ К т с08[(2,--1) в — #] х —соз [(2у-- 1) в + А] 
-2 > [4+ 2 +1 =. 


Очевидно, что $1 (1) Е Оь, т, 
Для суммы Фурье функции Фи», „(2) получаем выражение: 


Эа (фи, т, )=— > (4— Г) +503 (п — №, 


Е=т-1 
откуда следует: 


2х | 1 2 аи 
Зоя, 2 -тантдлесие На 


=т-1 Е=т-1 
аа п-т +1 
В+ 0) = ин 


Так как 


[5 (Фи, т) [22 5» (фи, ть 0), 


то, учитывая, что 


[фи м Ш (ги) | |7 | <, 
приходим к неравенству (8). 
5. Неравенство Сунь Юн-шена (14). Пусть С (5) — 2п-перио- 
дическая функция, представимая в виде 


2п 
1 
ве ==} Ки 2) 8 4, 
0 
где К (1) — суммируемая, а # (1) — ограниченная функция с периодом 2х, 
Тогда 
2 
Е» (6) < [ша | [К — 7» (0 [4 | Е» (®). (10) 
К) 
Нам потребуется частный случай этого неравенства, когда С (1) — сум- 
ма Валле-Пуссена о, т(/, 2) для функции /(2), а К (1) — ядро Валле- 


Пуссена 7», т (5. 
Покажем, что 


2т 
ши Гл м () —Т,(4)1%<2 ©0<т<м. (11) 
Г 0 


п 
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В самом деле, 
п-т 17 


, 4 - пт-+- 1 А. 
Ут (Е я Ве) = о 08 (п -- К), 


т-1 
Е=и [= 


где 2х (Е) — ядро Дирихле порядка К. Положим 
и 


И - в (п— К); 
—о 


т 1 
тогда 
тет 
т -- 1 


где Р (#) — ядро Фейера. Отсюда непосредственно следует (11). Учитывая 
(10), получим: 


т 
Тв, т (Е) — Т» (1) = со пё + 2 в08 Ш ой с08 Ё = 2605 РР (8), 
ВЯ 


Ел (с. в (2850) т (12) 


6. Следующая оценка является частным случаем неравенства (10). 
Пусть / (2) Е И’); тогда 
в. (/®)) 
Е <=. 13 
в (Р < т (13) 
Константа А, — точная и имеет то же значение, что и в (2). Оценку (13) 
с неточной константой (равной 2Ё,) нашел С. Б. Стечкин (13). Точную 
константу установил Сунь Юн-шен (“4). 
Нам потребуется также следующее уточнение неравенства (13). 
Пусть 1 (2) Е” и 1 (2) 60», п; тогда 


(1) 
5 тт 
И (ее, (14) 

(и № -Е 1) 

Докажем это соотношение. Без ограничения общности можно счи- 
тать /(5) ортогональной постоянной. А для такой функции [см., напри- 
мер, (16)] имеет место представление 

2 


по = = 7—9 04, (15) 


где ` 


со тт 
= с03 (ы е- =) 
уд» (2) = — ие 
К=1 к 
Пусть В» (1) — полином порядка п- т, доставляющий наилучшее 


приближение в среднем ядру /” (1. Поскольку в нашем случае 1 (<) ЕП 


п, ть 
то выражение 


2п 


1 в г К тв 
= \ (ет, + Ви) ПО-Выье-э т, (о, па 

0 
есть некоторый тригонометрический полином Т„ (2) порядка п. 

Далее, получаем: 

2" 
т 1 т 
148) — Ты = | Ре) — Ви 29 9 — т, (9, ду 


0 
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и. 
Е® (7 < |7— < (Е ау а Е» (№). 
0 
Но [см. (1°)] 
к я 
я = 1270 о а 


откуда и вытекает (14). 


Обозначения, введенные в этом параграфе, используются и в даль- 
нейшем. 


$ 3. Асимптотическая формула для величины Си, 


Оценка величины С», сверху вытекает из следующей леммы. 
ЛЕММА Т. Пусть Ть (с, т (]), 2) — полином наилучшего приближе- 
ния порядка п для суммы Валле-Пуссена съ, т (У, 2), составленной для 


функции }(2) ЕИ’”. Тогда при т = |= справедливо неравенство: 


(5) 7 (8) (с ) 
шах :й - — вы < - в (р-+1)+0(1) и (р--1) -Е ле--4, (16) 
0<8<г ЕЙ в ё: 


вор |, Г}. 
с м с ДО. 
Доказательство. Так как 59) (7, 2) = = 5 9) 6 


[7 — 70 (аь, т (4) [5 — в, п) 


Согласно (7), 


8 4 7 т - 8 
ИО шт 0"). (8 


И О Е 


Применяя неравенства (3), (12) и (13), получим: 
|191 (/) — 7%” (аи, т (1) | < (и т)* | с, т (1) — Та (9, т (1)) [< 
<2п-+т)Е, (< 4, (т) Е» (/). (19) 
Из (17), (18) и (19) следует, что 


$ $ Е +1 | 
ИА ТО (о 4-28, (Г) Е и 
< + 


А 
Положим т = [=] „ тогда 


7 — То (ан, ® (7) < 


<|* ЯВА 4 - „, (* ы Й,. и 
- 1 


| 


При г> п отсюда следует: 


ТО он [ве а 28 5. 1) < 
< и+0+4+2 | 6. 9. (20) 
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Если же г<п, то 


а т. (65. а) < 


ы № ( те } А О (Е а] Е» (19) < 


«ры ве+о-4- = Е, (09). (21) 


Положив р = ш!ш {п, г}, мы из (20) и (21) получаем (16). 
Из леммы [| вытекает оценка: 


С. ш(р+-0(1) < шт +4. (22). 


ТЕОРЕМА 1. Пусть р = шщ {п, г}; каковы бы ни были натураль- 


ные числа п и т, имеет место соотношение: 
Сиь = 5 ш(р-+- 1) НО (ишшр). (23) 


Доказательство. Поскольку оценка сверху величины Св, ‚ най- 
дена, остается оценить ее снизу. 

Положим В» (]) =|/1— 5. (|, и пусть ] (2) 6 Ох, т. Тогда, как это сле- 
дует из неравенства Фавара (2), имеет место соотношение: 


о а. (24) 
ит 1 


Пусть ТГ», ‚ (, 2) — экстремальный полином нашей задачи. Он, очевидно, 
существует, в силу компактности в себе ограниченной последователь» 
ности полиномов п-го порядка. 

Мы имеем: 


Еь (1) С, (ИТ — 5.) |- 590) — > 
> В, (1) 5 -Т | (25) 


Используя неравенство Бернштейна (3) и неравенства (14) и (24), для. 
функций класса ПО», и получаем: 


[15% (7) — Ты (т |5» (7) — Ты (| 5-Е Та, < 


<т {В (7) ыы би: т (7) Е (1)} < (ит) К, {В [624 Не С ь (1) В. (1”)}. 


Из (25) и (26) вытекает, что (26) 


Е» (/^) С... > В.) ( в, В, (/°)— 


не. 


= № С.Е,” 
и, следовательно, 
р бин) 8,9) о 
ик Еж 1—2 7—5) м Е 


п г г) т 1 
а, (=) Е, (Г) ПЕНИ ТЕ, (1) 
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Применим эту оценку к функции Ф,, „ (2) 60„ т, г-я производная 
которой задается равенством 
2" 


Ф". (2) = Фи, т (2) — > \ и) а, 
9 


о 


где Фл, т (2) — функция, определяемая формулой (9). В силу (8), имеем: 
[$ (фт) Фо, жЙ 4 
т -1 


п? 


в ( Е п (9 т) 
. —- ы — 


Е, (Ф,) — Ел Фа, т) 
Поэтому 
п т п-т - 1 г. 
СФ.) >) ви +0} = 
4 п+т-+1 8, п г п+т+1 
т ив "А +ОЦ. 


— 2 р т 1 п? 
Пусть п и г достаточно велики и п<.г. Положив т = [21 шп], 


А 
== Ш 


(27) 


т - [21 шп] +1 Е" 


будем иметь: 
Сл, › (Фл, т) Ре! [Ри ши] +1 
Е Г. (ра ы ет Г. НО > и" — 
(рывками +00 
>“ ши + 1)— А шоши— а ши + 0(1) > 
есь 


> ш(и — 1) — — шип — 
ши) --О(шшию). 


п 


п [В 

Если же п г, то, положив т = [2 _Шш\щ "| ‚ найдем 
т 

п РЕ шшг 


4 
Ст," (Ф», т) >2—Ш р 
2— шшг- 4 
Е 


п 
8, п-2—Шшшг 4 Эш] 
о) М О а, )— 
п-- 2 Шаг 2 шшг 
8К, 1 г г 4 
= ( = ;) ш-ь, 20() >= Ш(г-+ 0 (шш Ш”) — 
т 


шг- 0 (4) = ш(г+ 1) + О(шшл). 


8, Е 2ш шг 
д? \2 
Итак, полагая р = шп, г}, в обоих случаях имеем: 


С. (р -+0(шшыр). 
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Сопоставляя это неравенство с оценкой (22), получаем: 
4 
С, = 5 Ш (р-+ 1) НО(шш р), 


что и доказывает теорему. 

Замечание Т. Теорема Г остается справедливой и для случая, 
когда вместо класса И" рассматривается класс функций, имеющих не- 
прерывную производную г-го порядка, поскольку использованную в до- 
казательстве разрывную функцию фи», (2) можно заменить непрерывной 
функцией, обладающей всеми требуемыми свойствами. Такой функцией 
будет, например, сумма Фейера достаточно высокого порядка, состав- 
ленная для функции Фи, т (2). 

Замечание П. Из сопоставления (16) и (23) следует, что лемма 
1, кроме нужной оценки сверху, дает также метод построения для 
любой функции из И” полинома п-го порядка, для которого неравен- 
ства (1) выполняются асимптотически, т. е. 


1/9 — 7%? (эл, в (|< Сы, + ер) Е» (/®) в=0, 6. ., 7) 


где г›—0 при р-> со. 


$ 4. Уклонение производных полинома от производных 
приближаемой функции 


Рассмотрим вопрос, в какой мере близость полинома Т„ (2) к функ- 
г 
ции / (2) 6 И/’” обеспечивает близость его производных к производным 
функции. 


ТЕОРЕМА П. Пусть }(2) Е И’ и Т, (1) — тригономет рический по- 
лином п-го порядка. Тогда 
И — тии — 7» Сы, (0) Е» (9) + Е» (1) < 
п’ — Ты (1+ =) С», - (© Е. 0, (28) 
# для любых натуральных п и г существуют функция р. ФЕИ” и 
полином Т»,,(х) порядка п такие, что 
| — Ти, > п’ [м — Ти, ›| + Сы, „(4 — вр) {7 Е (ни) + Еь (И 
> ту, — Ть, ‚| КС», › Е» ()»), е 


где ер-—>0 с ростом р = пп {п, г}. (Буквой К с числовыми индексами 


мы здесь и далее ‘обозначаем [абсолютные положительные постоянные.) 
Е * 
Доказательство. Пусть полином Т» (2) таков, что 


|< И. 
Учитывая неравенства (3) и т имеем: 
Е = ТН” — ТО [< 
Сь, » (1) Е» (1) п’ [Ть — Т,|< 
Си, , (9) Е» (1) ТУ -Н— ТыВ < 
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< 
<" — Т»[ + С», „(0 Е» (0) + Е, (17); < 
<" Ть[+ (1+2) С...) Е). 

Докажем второе утверждение теоремы. Положим Г.. з (2) = Ф; в (2), 
‘где Ф», и (2) — функция, рассмотренная в предыдущей теореме, а 
т = т (п, г) определяется теми же соотношениями, что и в теореме 1. 
Пусть ТГ, (Фи, т, 2) — полином наилучшего приближения для функции 
Ф», „ (1). Тогда 


[19—70 (Ф, „>10, 5, (Ф®,)|-— 159 (Ф„.„) — ТОФ, „) > 
о ооо 
> В, (Фи) — п’ {В» (Фи, „) + Е» (Ф. „)}. (0) 
Раесмотрим полином 
Т», + (2) = Т» (Фи, т, 2) -с0$ (пх - %,, п), 


где &,, „ подбирается по условию, ясному из дальнейшего. 
Очевидно, имеем: 


|Ф?„— 79, |= [© „— 7’ (Ф», п)— п’ сз (пз а,» =“) | , 


и при надлежащем выборе а, п 
| Фл)»— Ти), | = Фж и — 79) (Фи, „| > 
>17) „— 7» (Ф, „) [4 №’ Фн, п — Ть, ‚| Е» (Фил, „)}. 
Принимая во внимание (30), паходим: 
ФО — ТО" Фи, Г». | +А=(Ф0 ) — п (ВФ, „)-+-2Е»(Фь, „))> 
> пФ, „— 7Ть ,|-- А, (ФО) — Зи А, (Фа. и). 
Так как Ф», и (2) ЕО», п, то, используя (14), а затем (24), получаем: 


[Фи — 7, |2 п | Фи, п — Ты, ‚|+ 


О ы я 1 Ве 
Е, (Ф) 1—3.) Е (Ф», ш) = п [Фи п — Таш + 


ну ыы) реб 


т Е: Е г)’ Е.Ф }> х ПФ, п— Г» "1+ 
т (ен) 
«ее неенну ве +в, +}. 


в Известия АН СССР, серия математическая, {№ ‚1 
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Но при указанном в теореме 1 выборе т = т (п, г) 
п г 
(; +т + й но 
с ростом р = ша {п, г}. Поэтому 


|Ф„— 70:2" [Фи ®— Ть,»| + 


Но бт) 1 0(1)} 4—0 (191 Е, (ФО) + и”, (Фь, = 


ыы 5. (®°,.) 


з Ви (Фи) ‹ . 
= | Фи, и — Т», | - Е, (ФО) (1—0 (1)) {Е» (Фи, „) п Ев (Фи, п)}, 
где о (1)->0 при р-> со. Но, согласно (28), 


В (ФО) 4 та 
ое 


Учитывая, что при указанном выборе т = т (п, г) 


4 
ши 0(4)= п (р +9 + О(тшшр) = С», „(1+ 04), 


приходим к соотношению: 


[Фи тп", „—Ть,,|-- С. оф.) 


которое эквивалентно первому неравенству (29). Из него очевидным 
образом вытекает второе неравенство (29). 
Следствие 1. Пусть } (1) ЕЙ’? и 


/—7,|< АЕ» () (А>1. (31) 
Тогда 
< 
< К, <С», „ (1) + А} Е» (1) (32) 


и, каковы бы ни были натуральные числа п иги число А>1, суще- 
|) 

ствует функция 5 (2) ЕЙ” и полином Т» (1) (зависящие от п, ги А) 

такие, что при выполнении условия (31) имеет место неравенство 


19—79 [> К [6-4 А] Е» в”. (33) 


Неравенство (32) вытекает из (29) (при этом можно положить А› = 


=4 о . Докажем второе утверждение. Если Сы >=) А, то, по- 
ложив #8 (1) = Фи, ш(2), Т„(2) =Т 


п (Фи, т.2) (т=т (п, г)), аналогично 
предыдущему получим: 


18° — 


7%? [> КаСн, „Ея (60) >55 [С,., + (; т) 4} Е. (&°). 
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п 


Е к 
Если же С), <) А, то, полагая 


& (т) = соз(п -- 1)х,  Т»(2)= — (А— 1) созпх, 
найдем: 


|8 —Т,|< А = АЕ, (@), 


| &") 7” [== | (п + 1)” соз ("+1 = =) + (А — 1 п’ соз ("= + т 


> 


й 


ег м. АЕ» (68°) — Кь [С.. + (=) д] Е» (8°)). 


Положив А; « пи {Ка, Кь}, приходим к соотношению (33). 

Поскольку при фиксированном г величина С„,„ ограничена, из оцен- 
ки (32) следует, что если последовательность полиномов {Ть (2)} 
(п =0, 1,...) дает функции 1(2) приближения порядка наилучших, 
то и последовательность {7 (2)} доставляет /” (2) приближения также 
порядка ее наилучших приближений *. В связи с этим следует отме- 
тить, что обратное заключение не имеет места и, в частности, справед- 
ливо следующее утверждение: 

Для любого натурального г можно указать функцию Р, (2 ЕИ’”, 
для которой существует  последовательность полиномов «{Ть (1)} 
= 1, 2, ...), Удовлетворяющая условию: 


7 — ТО |< К.Е, (Е) п=Ь 2, ...) (34) 


и такая. что для бесконечного множества значений п имеют место 
неравенства: 

| Е 

12, — 7, > К (в "Е, (Е,). 


Доказательство. Воспользуемся представлением (15): 


= 7-0 а. 


0 
Если положить /“ (5) = вп с08 (2 Е ==) ‚ то, как показал Ж. Фавар (1), 


2 


| = р” (#) 101 с03 ( + =) ЧЕЙ (35) 


Легко видеть, что для любого п>0 мы можем, не нарушая условий 
2п 


[| =Аи ^” ()&=0, изменить функцию /” (2) на множестве Е” 


0 р 
сколь угодно малой меры так, что она станет непрерывной и будет 


достигать максимума модуля с последовательной переменой знака че 


* С помощью оценки, аналогичной (32), Г. Фрейд и Я. Ципцер (18) также 
выводят указанное заключение. 


8> 
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менее, чем в 2п--2 точках. Обозначая полученную таким образом 
функцию через И (2), будем иметь: 


Вы. 


При этом если шез Е" достаточно мало, то, как видно из (35), 
р 
К, 


Обозначим через Ел (7) наилучшее приближение функции ] (5) триго- 
нометрическими полиномами с нулевым свободным членом. Известно 


[см. (13)], что 


Е» (]) < 2Е„(]). 


При построении функции Р,(2) мы используем известный метод 


«скользящего горба». 
Пусть положительные числа {9} (1=0,1,...) убывают настолько 


быстро, что выполняется условие 


а в. (36) 


А 


Положим п, =1 и определим по индукции натуральные числа {их} 
(п = 1,2,...) таким образом, чтобы 


ы а 
Ен (ЕР) 55. = 42...) (37) 
где 
Е—1 
О ©). 
4=0 
Пусть 
[©,®] 
2 (зна Е (Е Л (а 
Е—>со 1—0 


и пусть полином Г», (2) порядка пх таков, что его производная Ти (т) 
доставляет функции Р®,_ (2) приближение, равное 
`0 
а, я 


Учитывая (36) и (37), получим: 
со 
Ету (2!) > Ен, (ак {© ) — Еъ, (Ри) Ен, > вы) —- 
аА-+-1 
а а 8 
25-5 =. 


С другой стороны, 


со 
(^) ( з ь й 
ГР ТР — ТОН +| У О 
= АН 


< 


а а 
мета. (38) 
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Поэтому 
| Е = |< мы. 


т. е. для последовательности ты (%)} ох = 1,2,...) выполнено усло- 
вие (34). 
Переходя к функции Ё; (1) и к полиномам Ти, (2), положим 


р Е, (#) а! ыт Ту (2) а. 


Принимая во внимание, что 
К 
р 


и используя неравенства (2), (36), (37), получим: 


> 


1; — Ти | [аиуих | — |, —Т 


К 
> > к — К, | ЕП. — го | | х. а} | 
г 1-1 


Е К 
>75 м5 
Но, согласно (13) и (38), 


Е(Г) 
Ез, р Е. Вик (1 ) Рзынме а. 
(п + 1)” но т 


следовательно, 
Л 
1, — Ти |2 д (пк + 1)" Е», (Е) (и) 


что и требовалось доказать. 

Укажем еще одно следствие из теоремы П, относящееся к вопросу 
приближения функций алгебраическими полиномами. 

Следствие П. Пусть ](х) имеет на отрезке [а, 6] непрерывную 
производную г-го порядка. Если для последовательности алгебраических 
полиномов {Р»(2)} (п — степень полинома) выполняются условия 


шах |/(2) — Рь (2) |= о (=) ео 
а<х<ь п 
то последовательность {Р® (2)} сходится к 7? (2) во всякой внутренней 
точке отрезка [а, 8], причем на всяком отрезке [а’, В], 'содержащемся 
в интервале (а, Ь), сходимость будет равномерной. 
Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что 
= —5— —1иа’=— В. Пусть точки 1..3 5<... < а разби- 
вают отрезок [5’, 1] на г частей. Разделим отрезок [5., 1] точками 
Рл» Рз (Р1 < рз) еще на три части. Построим г раз непрерывно диффе- 
ренцируемую функцию 71 (&), которая совпадает с /(1) на [— р, р] и 
равна 0 на [р», 1] и [—1, — р2]. Для нее, согласно теореме Джексона 
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и 


(8), существует последовательность алгебраических полиномов Ре), 
удовлетворяющая условию: 


—м — 1 
т = Ри == РУО 
_ шах” 72) — Р» (2) |=) 
Положим 


ф (0) —- 7 (соз 9), т (8) а Р. (соз 9); 


19—71 =о(-) 
и, по неравенству (32), 
|6’ — Т»| < КзСь, Е» (ф') + по (-;) . 
Возвращаясь к переменной х, получим: 


ПР Ву (КС ВЕ УТ о) ". 


Так как Я (2) =0 на [р», 1] и [—1, —р-], то Р® Ут х? имеет на 
[-—-1, 4] непрерывную производную г — 1-го порядка, поэтому 


Е (ТУТ 9 =0(—) 


тогда 


и, следовательно, 


шах |1 — В. |= (№), 


—Р.<х<р: 
а так как 7 (2) =/(2) на отрезке [— ра, р:|, то 


шах |/’(2)— В. (9) =о(--,). 


—Р.<х<р: 


‚ Используя, далее, неравенство Маркова — Бернштейна для модуля про- 
изводной алгебраического полинома, будем иметь: 


| @)— 2. ® |< (@®)— Р, (а) |+ |Б. (2) — Ра) < 
о Ры (2) |+ (==) р< < р 


Поэтому на отрезке [— 71, 21] 
И (2) — Р» (2) |< Кп| Рь(@) — Рь | +0 (=), (39) 


где К — постоянная, зависящая от точек р, и 1:. Но поскольку на 
отрезке [— т, 21] 


| В, (2) — Р» (2) | < |» (2) — 11-11 (@) — Ры |= (+), 
то из (39) чполучаем: 


шах | (2) Р. (|= о(-= И 


г— 
—х<« хх! 


Переходя ко второй производной, повторим те же рассуждения, рас- 
сматривая вместо отрезков [—1, 1] и [— 11, 2:| соответственно отрезки 


Р 
° Е, (1) — наилучшее приближение ] (2) алгебраическими полиномами степени п. 
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[-—- 21, 21] и [—22, 25]. После г шагов, очевидно, получим: 
шах |7 (2) — 2 (2) | =о(1), 
что и требовалось доказать. 

Следует отметить еще одно обстоятельство, вытекающее из сказан- 
‚ного. Как известно, даже в периодическом случае нельзя указать усло- 
вий, формулируемых в терминах наилучших приближений, которые были 
бы необходимы и достаточны для того, чтобы функция имела непрерыв- 
ную производную т-го порядка (г > 1). Эти условия можно. однако, 
сформулировать в следующем виде: 

Пусть } (т) — непрерывная 2п-периодическая функция, а {Т„ (1)} — по- 
следовательность тригбнометрических полиномов, удовлетворяющих 


условиям: 
М— 7, 4,0) (АР п=0,1,...). 


Функция }(х) имеет непрерывную производную г-го порядка тогда и 
только тогда, когда последовательность {Т® (х)} равномерно сходится. 

Отметим, что С.Б. Стечкин (1?) указал в аналогичных] терминах 
условия. необходимые и достаточные для того, чтобы функция ] (5) при- 
надлежала классу И”. 

В алгебраическом случае сформулированным нами условиям соответ- 
ствует следующее утверждение: 

Пусть }(5) — функция, непрерывная на отрезке [а, 6], а {Р‚ (х)} — 
последовательность алгебраических полиномов, удовлетворяющих условиям: 
шах |7 (2) — Р„ (2) | < АЕ (/) (А>6т=0, 1, ...). 

а«х<ь 

Для того чтобы функция }(5) имела на отрезке [а, 6] непрерывную 
производную г-го порядка, необходимо, чтобы последовательность поли- 
номов {Р® (х)} сходилась равномерно на каждом отрезке, содержащемся 
в интервале (а, Ь). Это же условие является достаточным для сущест- 
вования непрерывной до (2) внутри отрезка [а, 6]. 

В заключение параграфа рассмотрим в качестве приложения следую- 
шую задачу. 

Пусть 1(2) Е”, У) <Сни ®, в1,...,8, — произвольные поло- 
жительные числа. Обозначим через № наименьшее целое число такое, 
что при п > М существует полином ТГ, (2) порядка п, удовлетворяющий 
условиям: 


|7) зан) |<»=, (== 0, ок) 


Требуется оценить число М сверху. 


Положим 
вать. 
з 7—5. и Я а 2 
= [(=) |] во... 7-4, сев, 5-2 
где 


о,>1+(1+-=)Сы, ®>7*. 


п\/ 4 а 
* Согласно оценке (22), можно положить @, = (| ++ вт шг-+4 те) 1. 
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Пусть, далее, п. и п. — наименьшие целые числа такие, что Се», 


С и т = шах {п., Ро, Рл›.... Р}. Покажем, что 


№ <п = ша {пь, т}. 
Если п.<т, то п=п., и, по определению числа п», существует 
полином Т® (2) такой, что 


аа 


из 


а по неравенству (2) 
ТО, Разезь @=0,4...7- 9. 


Если же п. > т, то п=т, и из неравенства (13), поскольку т >> пи, 


следует: 


^ 


Иа: АЕ 40 
Е. 0%) Крыкт (#50 (40) 
Значит, существует полином Т„ (5) такой, что 


— 


2т=, = 


к ь. 
= Т, |< 2 (п т ев: ое + 1Уть, (Ро ду 9 


Далее, согласно неравенству (28), учитывая (40), имеем: 


— 


(2) (3) # Ел (8) 
ара бабы аа 
] ме, п пе, 
А аа © 
пе, в, 
— Е м ("+ = < 


ый 


< <в ($5=0,4,...г), 
о РО ($ ) 


следовательно, указанный полином и его производные действительно 
дают нужные приближения. 


, 
$ 5. О чиеле экстремальных полиномов 


При рассмотрении вопроса о единственности экстремального полинома 
Ро 1) задачи совместного приближения функции 1(2) Е и ее г 
первых производных естественно ограничиться классом функций, имею- 
щих непрерывную производную г-го порядка. Однако и в этом случае, 
как показывает следующая теорема экстремальный полином, вообще 
говоря, не является единственным. 

ТЕОРЕМА ре Для любых натуральных п и т можно указать 
функцию Е(1)=Е,, (2), имеющую непрерывную производную г-го 
порядка, для которой существует бесконечное множество полиномов 
Т» (2) =Т,,. (Е, „, 2) порядка п, удовлетворяющих условиям: 


В — ТЗ |< С, (Р) Е, (Р®) (@8=0,4, ..,”. 
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_ Доказательство. Пусть заданы натуральные числа п и г. Рас- 
смотрим точки 


о А 


' являющиеся нулями с0зпт. Выделим для каждой точки хт интервал 


бт = (т — 0, т + 50). 
Положив 


тез Ё,, < =. 


Простой подсчет показывает, что можно построить непрерывную 
функцию ., (2), удовлетворяющую условиям: 
1) 8= (тт) =1, 8 =. (тт, ры о) = (т в 5) =0 (т =1, 2, о’с’ай 2п); 
2) 5+, (х) линейна на [2т — ©, т] и [дт, хи + в] (т =4,2,..., 2п); 
3) —т<8.@® <0 при «ЕЕ.; 
2" 
49 \в.0&=0. 
у 4 | 
Выберем положительное число Х «шт = } +} и положим 


Те, (2) = Ве, (2) -Е ^ соз Зпх. 
Покажем, что функция ]., (2) удовлетворяет следующим условиям: 
8) 2. @в) = 4 (т=4, 2..2); 
6) /.. (©) < 1 при 2-Е 2] 
в) 7. (>> 4. 


2" 


г). 04 =0. 


0 
В самом деле, свойство а) вытекает из того, что созЗихтш = 0 


8 = 1,2,..., 2п)..Далее, если тд и З=ЕХт, то 
Ге, (2) = 8, (5) Е ^ соз Зпх = ат | — 
— {Зп^ эт Зп (2т — 6 (2, — 1))} (2 — т) <1— ат | + 
+ ЗА |2 — 2=| < 1— (2 — 38%) [2—2 | < 1(01< 4. 
Если же ЕЕ. то 
№, (< ви есь 
и, таким образом, условие 6) выполняется. Свойства в) и г) являются 


очевидными. 
Найдем величину Ей (/.) *. 


* Как указывалось, Е® (7) обозначает наилучшее приближение функции } (т) 
тригонометрическими полиномами порядка п с нулевым свободным членом. 
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рии аи ААА А 


Легко видеть, что для каждого тригонометрического полинома 


Ть @) = >" + У ржсов (#2 - а) 


К=1 
имеет место соотношение: 


т = у Т» (тт). (41) 


т=1 
В самом деле, 


2% в 2 
У! Т» (тт) = па, + Ур У! соз (Ех -Е вк). 


тТ=1 =1 т 
Но так как 
К 
Гм Е (ап-1) ее 
—6 
ен 0, 
т Е 2-4 
то 
2% 
У! с05 (хи + ^) =0 (= анк М 
т=1 


откуда и вытекает (41). Это равенство показывает, что не существует 
тригонометрического полинома порядка п с нулевым свободным членом, 


принимающего положительные значения во всех точках хшт (т = 1,2,... 
..., 21). А поскольку 


Ге (тт) = 1, | |= 1, 
то 
Ет (14) = 4. 
При этом ПпОоЛИНОМЫ №с05п5% при достаточно малом | будут доставлять 


функции /,(2) приближение, равное Е» (/.,). В самом деле, аналогично 
тому, как было установлено свойство 6) функции [», (2), нетрудно прове- 


: 4 1 
рить, что при м пе. ) 4} справедливо соотношение: 
0 


|7«, (2) — №008 из | = |8, (2) -- №003 3пд — 608 из | < 1 = Ем (4). 


Оценим отношение 


В (14). 
Ев (+) 
Так как 
Е» (/) < Е») <; (шах 7. (2) — ша... (2)} < (1+5)<3, 
то 


Л) 4 
Е (.,) ^. 3 ° 


Зафиксируем выбранное ранее число Х и построим аналогичным 
образом для каждого е<в, (=> 0) функцию 


7: (<) = в. (1) - № соз Зпх. 
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Для любого е<е,, как и раньше, будем иметь: 


2%. (7. 4 
Е. 0) 3 Г) 
и 
|. — исоз их | < 1 = Ел (}.), (43) 


` где № имеет прежние значения. 


Пусть Р.(2) и С, (5) — ортогональные постоянной функции, для 
которых ].(1) и 2.(7), соответственно, являются производными г-го 
порядка, так что 


т ——— 
сов (Зи= ты :) 


(в #_ Г = 
ЕР (1) = С (2) + в РН 
Оценим отношения 
17 | 
Е, (Е) =, 2. г==). 


Из представления (15) следует оценка: 
2 
[< Ко | |. (014 РАНО, ЧН 


[2 
Но, по построению функции 8. (7), 
\ 12. (© 14 =2 \ 8. (©) 4 = тез Е, = 4пе, 
0 Е. 
поэтому 
: 


1 
—__ Копе. 
)"—# < (3п)"— + 4Копе 


1216 |+ 


Далее, имеем: 


(3п 


соз (Зиз — тв 


[ 
(8) Е. (8) Я 
Е (Е > Е, | ЕЕ Е, (6) > у — 4Коле 


Таким образом, 


Л 
— —__ + 4КопЕ 
ПТ био 
Е (Е) ТЕ о 
ВР 5) —4Коэп= 
(31) * 
и если е> 0 достаточно мало, то 


12 5 
И РТ 
Е, (2) ^4 


(44) 


Ясно, что для функции Р, (7) 
Е (фе) 
Са, г (Е.) > 


1 45 
Е (,) (>) 


поскольку для любого полинома Т» (27) 
177) — ТО 1 — ТЯ Е» (44) 


Е, (29) — Е 7 Е 0, 
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Покажем, что при достаточно малом полиномы 


= 

с08[17% — — 

2 
п’ 


Т».ь() = 


будут удовлетворять условиям: 


17 — 7%) | 


Е. (=®). <С,., (Е) (=0,1,..., т). 


В самом деле, учитывая (44), (42) и (45), при достаточно малом | по. 


лучим: 
| Е) _ Т®) ь | | Е (8) | й 
2 р = 
5) В ТРЕЕ, (28) ® 
5 4 4 Вы) ы ев 
И ее 


Для 5 =г соотношение (46) следует из (43) и (45). 


(46). 


* 
Таким образом, для функции Ё (2) = Ё. (2) полиномы Т» (2) = Ть, „(2) 
при достаточно малом ш являются экстремальными полиномами нашей 


задачи. 


Замечание Ш. При доказательстве теоремы Ш было использовано 


то обстоятельство, что 


Е%, (Е.)> Е» (Е.). 


Поэтому может возникнуть предположение, что если в определении вели- 
чины С», ‚ (/) числа Е„ (}°)) будут заменены при $> 0 на Е? (/8)) *, то 
экстремальный полином соответствующей задачи окажется единственным. 
Однако это не так: и в этом случае единственность экстремального по- 
линома, вообще говоря, не имеет места. Мы не приводим соответствую- 


щего примера ввиду его громоздкости. 


Замечание ТУ. Для случая, когда г =1, а /(2) дважды непрерыв- 


но дифференцируема, экстремальный полином оказывается единственным 


(с точностью до свободного члена). 


В самом деле, допустим, что в указанном случае существуют два 


* * 
экстремальных полинома ТГ», : (5) и Ть, (5). Тогда полином 


Т, (2) = {Т, 1 (®) + Ты (2)} 


также является экстремальным. Пусть в точках х:, 1. .. .› Фр 
|=) — Т»(®)| = Фе Фев) 
а в точках У1, У2,..., Ул 


|Х (44) — Т» (4) | = Сы, (Е) @=42,..9. 


* 
Асимптотическая формула для величины Си, ги в этом случае будет иметь 


прежний вид. 


(47) 


(48) 
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Поскольку Т» (5х) — экстремальный полином, то р + 24 >> 2п + 1, так как 
’ в противном случае можно было бы построить интерполяционный поли- 
ном А, (2) (с простыми узлами в точках 1; и двойными — в точках у;) 
такой, что 


Я, (3) = (0) Та) (52.0) 
и 
В» (у:) = вп {/' (у:) — Та (у)} @=42,...9. 

Но тогда полином т. (1) - ^А, (х) при достаточно малом ^_>> 0 достав- 


лял бы 1 (2) и Г’ (2) приближения, лучшие, чем Т/ (5), что невозможно. 
Из (47) и (48) имеем: 


[7 (9) — Ты (а) | = | (9) — Ту, 1 (20) + (2) — Ть, (29) |= 


С.Е. @=Ь 2... В, 
И — ТЕ фт, + Ф-Т, = 
| Е о, 
откуда следует: 
ам) бор, 


. . (49) 
О 


Кроме того, поскольку точки 2 (соответственно у;) являются экстре- 
“ * * 
мальными для разностей } (5) — Ти, 1 (2) и ] (2) — Т»,2(х) (соответственно 


* 


для ] (2) — Тн, 1 (2) и ] (2) — Т», (1), то 


т ао т ао, ор, (50) 
И (51) 


Ясно, что точки {у;} отличны от точек {1}. Сопоставляя (49), (50) и 
(51), заключаем, что полином 


Ть, 1 (2) — Тн, з (2) 
имеет, с учетом кратности, не менее р + 24 > 2п + 1 нулей, значит, 
Те.) ЕТ 


огкуда и следует наше утверждение *. 

Для случая г >> 1 наличие у функции }(57) непрерывной производной 
г - 1-го порядка, видимо, уже не обеспечивает единственности экстре- 
мального полинома, однако нам не удалось построить пример, подтверж- 
дающий это предположение. 


Если величину С, ;(]) определить так, как указано в замечании ТУ, то свобод- 
ный член экстремального полинома будет также определяться однозначно. 
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$ 6. Некоторые обобщения 


Величина С„,,(/) может быть, очевидно, определена не только для 
случая равномерных приближений. 

В случае приближений в ‘метрике пространства Г. для величины 
С„.‚ имеет ‘место оценка, аналогичная (22): 


С.Ш (+9 +0(4. 


Оценка снизу величины С»,; при произвольных п иг для этого случая 
пока не найдена. 

Для пространства Г»(р >> 1) величина С,„,‚, очевидно, ограничена, 
поскольку уклонения частных сумм ряда Фурье от функции в метрике 
Г» (р> 1) имеют тот же порядок, что и наилучшие приближения. 

На пространства Г» (р > 1) переносится также без изменений первая 
часть теоремы П [см. (18)]. 


Отметим, что теоремы Ги П могут быть обобщены на случай, когда 
вместо производных функции 


со 
1 (2) = У, рксоз (кз -- а) 
К=0 
и производных полинома 


Ть (<) = х рк с0$ (Кд -- аж) 
—=0 
рассматриваются семейства преобразованных функций 
Вт 
Пе) (5) = у Арх с08 (№ Ч жк + — — 
К==0 


и соответственно семейства преобразованных полиномов 


Ти, () (2) = Хе (а в Вит и 


где $ принимает любые значения из промежутка [0, г] (г — любое поло- 
жительное действительное число), а В, при малых $ (в предположении 
ОВ, < 2) удовлетворяет условию 

9 


м 
8—0 


< © 


Доказательство может быть проведено методом, аналогичным привс- 
денному выше. Для этого потребуется лишь обобщить неравенства (2), 
(3), (13) и (14) на указанный случай. Обобщение неравенств (2), (13) и 
(14) для любых 5 и В; можно получить, используя результаты Б. Надя ($) 
при помощи тех же методов, которыми были доказаны эти неравен - 
ства. Что же касается неравенства (3), то оно также обобщается на 
этот случай при том ограничении на В., которое указано выше. 
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Действительно, 


[зе ‚ , ыы ‚ р 
Туз 48) (Жк 608 = > Ее рк с0$ (Кх -- ах) -- т т 2% Е рк эт (Кх — ак). 


К=о К=0 


Но в работах ($), (15) показано, что 


у Карк с03 (Кд ож) 1 <К,|1,|* (>20), 


К=0 
| Хер в (к - 04) |< Кь| 7» |" (>, 
К=0 


Е ‚ п 
[У ерь вт (Кд + аа) | < Кь|Т,|-=— (0<3<1), 
Е=0 
и если В, при малых $ удовлетворяет указанному условию, то 


| 


У} Керк эра (К + аа) | 3 КТ» |т'| (0<5< 1), 
к=0 


а потому очевидным образом получаем: 


17», «|< Кип" |[Т»| ($20). 
Поступило 
1. УП. 1958 
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Ю. А. БРУДНЫЙ и И. Е. ГОПЕНГАУЗ 


О МЕРЕ МНОЖЕСТВА ТОЧЕК МАКСИМАЛЬНОГО УКЛОНЕНИЯ 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе изучаются метрические свойства множеств точек макси- 
мального уклонения для некоторых методов приближения функций. 


8 1. Введение 


В известном списке проблем Н. Н. Лузина [("), стр. 375—376] под 
№ 28 ставится следующий вопрос: . 

«Пусть / (2) есть неррерывная функция; пусть /»„(х) есть п-е прибли- 
жение к ней. В некоторых точках, конечно, это приближение будет 
наиболее близким, в иных же точках это приближение будет наиболее 
далеким. Мера множества этих последних точек не будет ли равна 0? 
Разумеется, все зависит от законов приближения; наиболее интересны 
чебышевские или тригонометрические приближения». 

Поскольку при любом фиксированном значении п в случае наилуч- 
ших равномерных приближений многочленами п-го порядка нетрудно 
привести пример непрерывной на [а, 6] функции, зависящей от п, для 
которой мера ‘множества ЛМ»„ точек, где достигается соответствующее 
максимальное уклонение, сколь угодно близка к 6— а, то, как указано 
в комментариях к этому списку, вопрос ‘можно ставить так: не будет 
ли для любой непрерывной на [а, 6] функции }(5) мера множества 
М» равна нулю для всех достаточно больших п? * 

А. Ф. Тиман на одной из своих лекций высказал предположение, 
что ответ на этот вопрос должен быть отрицательным и что мера М» 
должна стремиться к нулю при п-»оо. Из результатов настоящей 
работы следует справедливость этих предположений. Именно, в работе 
доказывается, что мера М„ в ряде случаев не обязана быть равной 
нулю для всех номеров, начиная с какого бы то ни было, но должна 
стремиться к нулю. Эти утверждения верны для целого ряда способов 
приближения, в частности для тех способов, которые отмечаются 


* Приводим соответствующее место из комментариев Н. К. Бари и Д. Е. Мень- 
шова [см. (1), стр. 512]: «Если взять некоторую функцию ](т) и рассматривать 
для всех целых п полиномы Т, (2), которые наименее от нее уклоняются, то можно 
вопрос ставить так: не должна ли мера того множества, где | / (7) —Т„(х)| дости- 
гает своего максимума Д„, стать равной нулю, как только п станет достаточно 
большим. Этот вопрос, по-видимому, остается открытым». 


9 известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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Н. Н. Лузиным как наиболее интересные. Для чебышевских наилучших 
равномерных приближений алгебраическими или тригонометрическими 
многочленами с‘/раведливо и более сильное утверждение: существует 
бесконечно дифференцируемая функция, у которой мера М» больше 
нуля для бесконечно многих п. 

Доказательство этих утверждений опирается на некоторые свойства 
множеств М». Они будут изложены в $ 2. В $$ 3 и 4 приводятся при- 
меры функций с ненулевой мерой у бесконечно многих М» для случая 
чебышевских приближений. В $ 5 строится пример непрерывной функ- 
ции с ненулевой мерой у бесконечно многих М» для случая приближения 
частными суммами ряда Фурье. 

Результаты $$ 2, 3, 5 получены авторами совместно и частично 
опубликованы в заметке (3): результаты $ 4 получены И. Е. Гопенгаузом. 

Авторы выражают глубокую благодарность А. Ф. Тиману за предло- 
женную тему и ценные советы. 


$ 2. О множествах точек максимального уклонения 


Пусть О — некоторое множество конечной меры и {]к (2)}0° — произ- 
вольная последовательность ограниченных на О измеримых функций, 
для которых при любых п == К разность /к (2) —]»(5) может принимать 
каждое значение лишь на множестве меры нуль. 

ТЕОРЕМА 1. Если Мь т (1) | = В,}, т.е. М» есть множество 


тех точек ХО, для которых | м (2) | = В» (В, 20), то Па шез М» =0. 


Обозначим через М; (М») множество тех точек хЕО, для которых 
1 (5) = А» (м (2) = — В),). 
Тогда для К + п 
шез {М П М»} = шез {М П М*} + шез{ М П Мк} + 
+ шез {М» П М} + шез{Мя П М»} =0, 


так как каждое из четырех слагаемых. равно нулю. Поэтому 


2} шем, = шв [ 5 м, |< тез О и У шеё м, < со, 


И=1 Е 
следовательно, 


п=1 


шез М„-—0. 
п-—>оо 


Из теоремы 1 получаем ряд следствий: 

а) Равномерное приближение многочленами по 
марковской системе функций. Пусть Фо (2) = 1, $1 (2), фз(=), ...— 
последовательность непрерывных на [а, 6] функций такая, что система 
Фо (2), Ф1 (2),...,Фк(х) при любом К удовлетворяет на [а, 6] условию 
Хаара [см. (2), стр. 79], /(х) — функция, непрерывная на [а, 8], 


0-6 = У (а) 
—1 


— многочлен наилучшего равномерного приближения для } (5) на [а, 6] по 
системе (чебышевской) $,(2), $1 (2),..., $. (7), а М, (/)— множество 
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тех точек хЕ[а, 6], для которых 


[7 (2) — О» (7; 2)| = Е, (]) = ах |7) О}, 


Если (т) не есть многочлен по системе фо(т), $1 (2),..., то в по- 
следовательности {О„(/; х)}о’ каждый из многочленов может встретиться 
лишь конечное число раз. 

Действительно, так как разность /(7) — О»„(/; т) непрерывна на 
сегменте [а, 6], то его можно разбить на конечное число, скажем р, 
таких отрезков, на каждом из которых эта разность не принимает либо 
значения -| Ё„ (7), либо значения — Е„ (1). Отсюда, на основании теоремы 
Чебышева [см. (°), стр. 86], следует, что О„(}; 2) может встретиться 
в последовательности {0„(]; х)}о’не более, чем и — 1 раз. Пусть 0,7; <), 
’ Он, (1; 1),...— все попарно различные многочлены этой последователь- 
' ности; тогда ясно, что для любых С и целых Е + К 


О 


Множество Ми, (1) П Ми, (1) (Е +2) состоит лишь из конечного числа 
точек, так как если это множество бесконечно, то оно содержит бесконеч- 


ную часть, где разность ] (2) — О», (7; 2) и разность ] (2) — Ол, (7; 2) по- 
стоянны, Следовательно, разность 

Он; (}; 2) — Ол, (1; 2) = 1 (2) — Олк (1; =)] — 7 (2) — Он ($; 2)] 
на этом подмножестве постоянна. 


Отсюда заключаем, что’ полином О»; (}; 1) — О, ([; 1) = с008 имеет 
бесконечное число нулей, что невозможно, так как система функций 


т, фа (1), ф» (1), ...) Фр (0, [== № 2, ...у 


удовлетворяет условию Хаара. 


Итак, функции 
Й (2) = 1 (2) — Он, (}; 2) 


удовлетворяют условиям теоремы 1, значит, 


И тез М; (/) = Шт шез М» (7) = 0. 


В частности, системы 


Чи тен, о (Оо воть) 


на [0,1] и 3 
4. ми, с03, В 24, 60826... 


на [0, 2=] являются марковскими, и поэтому для них шез М» (0 
при п-* со, если ] (2) — непрерывная функция на [0,1] (соответственно 
1 (<) — непрерывная функция периода 2п). : 

6) Приближение частными суммами ряда Фурье. 
Пусть (5) — ограниченная измеримая периода 2п функция, не являю- 
щаяся тригонометрическим полиномом, 5„(]; 2) —ее частные суммы 


9> 
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ПР рае ИВ АЕ ЕЕ ВИЗ ЕЕ 
порядка п, М» (/) — множество точек на [0, 2], для которых 


|7 (2) — 5 (7; 2) ны. |. 


Пусть {5»; (7; 1)}:°о — последовательность всех попарно различных част- 
ных сумм ряда Фурье. Тогда, аналогично предыдущему, можно убедиться 
в том, что множество 


состоит лишь из конечного числа точек и потому 


Ш шез М» (7) = Иа шез М», (/) = 0. 
п-хсо 14—50 

в) Равномерные приближения рациональными дро- 
бями *. Пусть $(2) >0 и /(5) — непрерывные функции на [а,6]. Из- 
вестно [см. (?), стр. 65], что среди всех дробей 


Ч02” + ая" 1 + ... + Ч 
Ро" ++ р" +... + Рт 


имеется дробь Ки» (]; 1), которая доставляет наименьшее значение вы- 
ражению 


и) ЕЕ 


шах |/(2)— Аж» (5)-$ (5) |. 
а<х<ь 
Дробь 


У 


Бд”— не ат м -ЕЬ к 
Вт (; 2) = а р Зи 
ах - а1х +... + “ты 


вполне характеризуется тем свойством, что существует не менее чем 
т + п—4-- 2 точек интервала (4 = па {у, и}), где разность 


1(2) — Вт, (7; 2) $ (2) 
достигает с чередующимися знаками максимума своего модуля (обоб- 
щенная теорема Чебышева). Обозначим 


Етл (7) = шах |7(2) — Вт,» (}; 2) $ (2) |, 
а<х<ь 
и пусть Мт„„ (7) — множество тех точек х6[а,6], для которых 
|7 (2) — Вт» (7; 2) (2) | = Вт (Л), 
Тогда 
Пи шез Ми, (7) = 0. 


Это предложение не следует непосредственно из теоремы 41, но полу- 
чается рассуждениями, близкими к рассуждениям доказательства тео- 
ремы 1. 

В самом деле, допустим, что существует такое е >> 0, что при любом 
М№ найдется пара {т, п}, для которой п > М и шез Мил (]) > е. Из пре- 
дыдущей последовательности пар {т,п} выберем такую подпоследова- 
тельность {тх, п»}, что для всех К 


ть 5 ТА Пк, {ть, пи} = (тифа, пьы}. 


* На этот случай внимание авторов обратил В. Я. Пан. 
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‚Кроме того, будем предполагать, что для этой подпоследовательности 
Еть пу (7) =: тк ль (7). 


Подпоследовательность {тх, пк} можно считать бесконечной, так как для 
| приближения рациональными дробями верна теорема Стона — Вейер- 
' штрасса [см., например (5), стр 19] и, значит, при их -—> со Етьлк (/) —0. 
’- Если №, < № < №з, то при любых 1! и то, не равных нулю, равенство 


тАк, (52) — Ажьи (7; 2) ть [Ваь вы (2) — Вир ВО 0) 


может выполняться лишь в конечном числе точек иначе оно преврати- 
лось бы в тождество и тогда, поскольку Еткти, (> Ету ту, (Г), по обоб- 
щенной теореме Чебышева, разность, стоящая во вторых скобках равен- 
` ства (1), обращалась бы в нуль в т», -- пк, —4-- 1 точках отрезка (здесь 
4 определяется по дроби Вть ть, (1; х)). Отсюда вытекает, что и разность, 
стоящая в первых скобках, обращалась бы в нуль в тех же точках. Но 
' эта последняя разность — дробь, числитель которой есть многочлен сте- 
пени не выше тк, | пк, Таким образом, равенство (1) может иметь 
место лишь в конечном числе точек из [а, 6]. Отсюда следует, что мно- 


жество 
М тут, (7) П М тт, (Л П Миа, (7) 


содержит лишь конечное число точек. Поэтому 


М М 
У шез Ми, (/) < 2 шез { У Ми, (1) } 2 (а) 
К=1 П—1 

и, следовательно, 


со 
У! шез Ми, (7) <2(5 — а), 
К=1 
что противоречит предположению тез Ми, м, (7) > в. 

г) Приближение целыми функциями на всей оси. Пусть 
7(2) — ограниченная и равномерно непрерывная на всей вещественной 
оси функция, не являющаяся целой функцией конечной степени. При 
любом с 0 рассмотрим целую функцию &.(];1) степени < с, наименее 
уклоняющуюся от / (5) на (— со, оо). Если 


А‹ (7) = — вор (ве (1521 


и М. — множество тех х, для которых |] (5) — 5. (1;2)|=.А‹ (Г), то из 


теоремы 1 следует, что для любого конечного отрезка [а, Ь] 
3 шез {[а, 6] П М} =0. 


—со 


$ 3. Решение проблемы Н. Н. Лузина 
Пусть / (2) — непрерывная на [а,6] функция, Р»(]; 2) — алгебраиче- 
ский многочлен степени < п, наименее уклоняющийся от {(2) на этом 


отрезке, 
ах. 17 (5) — Р»(}; =) |, 


а<х< 
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М, (}) — множество тех точек х данного отрезка, для которых 
Е» (/) =17 (=) — Р» (1; =)|. 


ТЕОРЕМА 2. Существует непрерывная на [а,8] функция Е (2) 
бесконечная последовательность натуральных чисел пк (& = 0,1,...3 
п, < п, <...) такая, что при любом К тез М», (Е) > 0. в | 

Для построения функции Ё(х) образуем последовательность непре- 
рывных функций /, (7) (у=01,...) так, чтобы для некоторой бесконеч- 
ной последовательности чисел п, (п =0<п,<п.<...) выполнялись 
следующие условия: | 

1) шез М», (к) > 0 для Е = 0,1,2,...; 

2) каждое множество Ми, ({), К = 0,1,2,..., состоит из конечного, 
числа точек и отрезков; 

3) график функции /»к(1) «склеен» из конечного числа графиков 
многочленов степени не выше п; -{ 1; 

4) каково бы ни было значение у, для всех К < у 


Ри; (1%; х) ==.Рь, (Л; 2); 


5) для всех х на отрезке |а,5] | 
7%) — лы [< @=0,1,2,..; 


6) Ри, (1; <) = Ра (0; =) (Е = 0,1,2,..., уу = 0, 1,2,...). 
С этой целью, рассматривая для простоты отрезок [0,41], положим 


1 


0, О0<2<-, 
(2) = ий. 
2% —1, > <2<!. 
Пусть функции /› (2), } (х),..., /›(1) и индексы п, =0, п,,.... и, уже 


выбраны. Благодаря тому, что пересечение 
М», ИП Мы ЕЮ 
2 
состоит из конечного числа точек, каждый сегмент, входящий в Ми, (№,), 


может быть разбит точками всех других множеств М, (/,) (Е Ки Е, К < у) 


лишь на конечное число частей. Если №, — число всех частей этих сег- 
ментов и Хх — число всех изолированных точек множества М», (/,), то 
выберем п,;;: так, чтобы 


45 (%- №) «па 
и=о 


Ра (7»; )=Е Ри, 41(]; 2). 


При построении /,-..(2) будем рассматривать отдельно случаи, когда 
пересечение 


Мн, (7,) п {10/1 — я М, ()] 


К=0 
не пусто, и когда оно пусто. 
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В первом случае это пересечение содержит точку ху, и в этой точке, 
' по определению множества Ми, г. (7), 


| | № (20) — Ри (м; 2) | = жи | Л, (0 — Ри (30| 
Следовательно, существует такое число 81, что [7 —51, %-8,:] не пе- 


ресекается с 2 М», (1,) и не содержит других точек из множества 


к=0 
Мл, (/,), кроме 2. 


Обозначим 

ы й 

=’ — ша { ш (2) РР, (: -- » (2) — Р», (Л; . 
+= пуд (шах | /»(2) — Р,,(/52)| шах  |/.(8) — Ри, =) 


Ясно, что в +0, так как [%—8:, 2-8,] не имеет общих точек 
© Ми; (1,) при < у. Пусть 

| . ь ый 

| 5, = Ш {= ыы ; 

’ Тогда найдется такое 0 < &, < 81, что при |5 — |< 8» 


| (2) — /, (в) [< в. 
Выберем 0 < 5, < 8, и положим 
й (=) м и (2), хе ГО, 11—(2— 8, | 52), 
45 Ри, (1; 2) + /, (хо) — Рада (1; 20), 26(2о — 8, хо + 83); 
| в оставшихся двух интервалах считаем ],:,: (5) линейной и непрерывной 
на концах. Проверим выполнение условий 1) — 6). Начнем с условия 4). 
Так как /,+: (2) отличается от /,(2) лишь на (5%, — 6, хо | 82), где нет 
точек множества М», (/,), <, то многочлен Ри, (1,; 2), 1<у, по тео- 
реме Чебышева, будет наименее уклоняющимся и от }),4:(1). Кроме 
’ того, многочлен Р»,,,(/у;2) также будет наилучшим для /,+:(2), так 
как разность ],41 (12) — Ра, ты (/,;х) имеет тот же чебышевский альтер- 
нанс на множестве М», (/+1), что и разность /, (2) — Ра, т (1,;х) на 
множестве Л, ий (/,). По теореме Чебышева, Ра, ий (/,; х) будет наилуч- 
шим для |», (7). 
Проверим выполнение условия 1). Имеем: 


шез Мк, (}»-+1) = пез М», (/,) > 0 


| 


при #&<у по предположению индукции, 


тез М», (/№+,) = шез {(55 — 83; то -- 83)} = 283. 


Выполнение свойств 2), 3), 5), 6) очевидно. 
Рассмотрим второй случай, когда пересечение 


М», (1) П | 0,1] э- Хм, 


пусто. В этом случае 


М, 0.) < 2 Мы. 
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По теореме Чебышева, множество Ми, и (/,) содержит не менее па 2] 
точек, где разность /, (2) — Ри, (1; х) достигает максимума своего мо-! 
дуля с последовательной переменой знака. Следовательно, в силу 
выбора числа п,1:, найдется номер № < и сегмент [6%] < Ми, (/) 0! 


свойствами: у : | 


1’) на [Е, 9] не лежит ни одна точка множества — Ма, (^»); 


К==0 
КЮ 


+ 
2’) на [Ё,7] есть одна и только одна точка 2 ем (7,); | 
| 


3’) разности }, (20) — Ра, (7,; 50) и Л (20) — Ра (/»; хо) имеют разные 
знаки. | 
Аналогично предыдущему выбираем 0 < 8: < 58, < —— и полагаем. 
ук (х), х 6 [0; 1] м (2—6; то -- 6.), | 
РЕНО = Ри, (1) У, (до) Ри, (1; 20), 2 6 (о — 83; Жо + 83); 
в оставшихся двух интервалах считаем },+: (2) линейной и непрерывной 
на концах. | 
Как и в первом случае, убеждаемся, что при достаточно малых 8» 
и 63 функция /,+, (2) удовлетворяет условиям 1) — 6). Отметим только, 
что 


тез Мн, (и) > (1 — =) шез Мл», 1). 


Таким образом, последовательность индексов п, и функции /,(х) по- 
строены. 

Обозначим через Р(х) предел равномерно сходящейся последователь- 
ности {/, (2)}0°. Очевидно, Ё (5х) — непрерывная функция, и, в силу вы- 
полнения условий 1) — 6), 


Р», (Е; х) = Р,„(х) -(=0,1....). 


Следовательно 


ше М,, (Р) > тез { П, М,, (р) | = Шашев М,, (/) > 


> шез М», (},) П (1—=) 0 
ку 


Теорема 2 доказана. 

Отметим, что доказательство теоремы целиком переносится на спо- 
собы приближения, для которых верны два следующих утверждения: 

а) если 8» (7; 2) —п-е приближение к непрерывной на [а,6] функ- 
ции ] (5), то / (7) — Е" (|; <) достигает максимума своего модуля с по- 
следовательной переменой знака в (п) точках [а,б] и и(п)-> со 
при п—> о (теорема Чебышева), причем этим свойством &„(}; х) опреде- 
ляется однозначно; 

6) для некоторой монотонной и непрерывной на [а, 8] функции р(х) 
и всех пар чисел а и В равенство 

ва, (1, 2) — 8щ(7; 1) — м-р (2) —В =0 
может иметь место только в конечном числе точек, причем 


81, (1; <) в ва (}; <). 
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В частности, теорема 2 верна для равномерных наилучших прибли- 
жений по марковской системе, для которой выполняется условие 6). 
Например, такой системой будет совокупность 1, зшх, созх, зт2х, 
с082х,... на [0,2 я]. 


$ 4. О наилучшем равномерном приближении 
алгебраическими (тригонометрическими) многочленами бесконечно 
дифференцируемых функций 


Если ограничиться рассмотрением наилучших равномерных прибли- 
жений с помошью алгебраических или тригонометрических многочленов, 
то теорема 2 может быть значительно усилена. Имеет место следующее 
утверждение. 

ТЕОРЕМА 3. Существует бесконечно дифференцируемая на [а, В] 
функция Е (1), у которой шез М„ (Е) > 0 для бесконечной последователь- 
ности номеров п в случае равномерных наплучшит приближений алгеб- 
раическими (тригонометрическими) многочленами. 

Отметим, что дальнейшее усиление теоремы 3 невозможно, так как 
если Р (7) — аналитическая функция, то разность Р (1) — Р„(х) достигает 
максимума модуля для любого многочлена Р„(х) лишь в конечном числе 
точек, т. е. 

тез М„(Р) = 0. 


Аналогичный результат получается в случае, если }(х) принадлежит 
одному из квазианалитических классов функций, например классу Дан- 
жуа — Карлемана или классу С. Н. Бернштейна. 

Доказательство теоремы 3. Рассмотрим функцию 


ИР к Е ро ВР 
0 = — 1, 
р |. 


$ (7) = 


и покажем, что $® (—1) = $® (1) =0 для всех Е > 1. Обозначим 


2—1 = а (т); 


’ тогда 


| 


Ф(=2) = (1 «(2))' для —1<5<1. 


С помошью индукции легко убедиться в том, что 


$ (2) = у (1 < (2)) 1 › Ари..ик - а (2) м (5)... (т) 


&=1 1<«А.,...Ик<п 
ии ....Нк=т 
и 
а) =. У а, 
рак (# +1 (#—1) 
где А, Ви С с индексами — некоторые постоянные. Таким образом, 
я 
х (2—1) 1 


$9 (2) =Х ХУ СЕ“ 


К=1 р.4<2т (“+ тен 


#1? (#11 (2) 
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Равенство (2) показывает, что ф(2х) бесконечно дифференцируема на 
(--1,1) и что 


: $ (=) —Ф (2: ое 
в 2+1 а ее т—1 . 


Отсюда, с помощью индукции, можно заключить, что 
$ (—1) = ® (1 =0, К=1,2...., 
где производные в точке — 1 берутся справа, а в точке 1 — слева. 


Введем функцию 


[ 1; 260, ; 


-— 


99—12), 2, 5 

5 6 
серое ыы 55 СОЖА, 
$ (16=— 13), 26|, ме 
4, 26|-=, 
(1 (— 2) =^(2), 26[-—4, 0]. 


Так как 9 (— 1) =0, $(1) =1, $® (— 1) =$® (1) =0, то г(5) беско- 
нечно дифференцируема. 

Рассмотрим, например, алгебраический случай. Примем для простоты, 
что [а, 6] есть [0,4]. Построим последовательность функций (т) и по- 
следовательность целых чисел п, =0«<п:<п.<... со следующими 
свойствами: 

1) шез Ми, (1) > 0, К =0. 1. Я 

2) Ри; ([»; 2) = Ри, (1к; 1), <, у = 0, №, Ах 


ЗЕ, фо, [т, 4], 


4 
(2%, В] П Хи, ВА =0, В —м< в, К=1,2,..., 
4) }к(х) бесконечно дифференцируемы, 
(4) О 
5) 1 (® (<, ВЫ Е=0,42,. 


В качестве /,(1) примем функцию 


, ор 
ты (162 — 43), «с, | 
р 2, 1], 


| -ли—#), 26, 5]. 


Функция /‹ (2) бесконечно дифференцируема в силу свойств ф (2). Осталь- 
ные из условий 1) —5), кроме условия 41), проверять для Ё (2) не имеет 
смысла, а условие 4) очевидно выполнено. 
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‚ Пусть числа п., п1,..., п, уже выбраны и функции 3 а, 


., /›(2) уже построены. Из условия 3) следует, что на сегменте [+ » т 


найдется отрезок [а,41, 6,+:] длиной, большей, чем 46 +0’ На котором 


1, (2)==0. На сегменте [а»41, 6,41] найдется отрезок [суфи, 4,41], сво- 
бодный от точек ‘максимумов модулей всех разностей 


Рик (1%; 2) — /» (т) = Рик (1; 2) (0<Е<У). 


Следовательно, 
ип {Ещ (Л,) > шах Ра (7»; 7) В} = ту: > 0. 
+<у [су-ра» 1] 


Так как по теореме Д. К [см., например, (*)] 


Е» (},) < ты ] 1? (2) |, 


то можно выбрать целое п,., так, о выполнялись условия: 
1 
4’. ту (1) = 9 ТУ, 
; 1 
4 (у 1) п? ет 
3'. пы > [16 (*- 1)" 124: Ва ах а. 
Хх , 


< 4,41 — са, 


где 
А; = шах |г® (5)|, А, = шах А. 
х6[—1,1] < 


5 Л & 
Если 6,41, = [©,::, В,11| — сегмент длиной ——— ——, содержащийся 
4+1), 


в [суа, 4,41], ТО в 6,4, не могут попасть две точки, в которых разность 
№ (2) —Р!‚„., (Г; 2) была бы соответственно равна Ё»,,, (/,) и — Е»... (1). 
Действительно, в противном случае, по формуле конечных приращений 
мы бы имели: 


шах {7, (2) — Ри. =)}| = шах |Р, (1; 2)| > 
и а: 1» (2) 44 (15; 2)} | и 
Е, (1) 
НЕ =8 (У 1) п? 1-Е (7) 


4 (У 1) п 


и, в то же время, в силу неравенства А. А. Маркова, 


, 2 
шах |Р пуда (Г; 2) | < Е Ета (1) п, < 


ха, 1, бу1] 
<8.(-+ 1)-п2, Е, , (/»). 
Разобьем сегмент 8,., на три интервала 5’, 5", 5”, из которых сред- 


т и 11 67 ВИ 
ний, 5”, концентричен с 6,1, и составляет 16 его длины, а и со- 


5 
ставляют по 35 его длины. Положим 


. А (<) = (@)— Р. (1:2), 2610,4] — г", 
ИИ (1) = 2 Ен (1), в х [2 5", 
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ВИ 
где = = —1, если на 6,., функция 7, (4) достигает значения — Ёи, а (7). 
и = = + 1, если 7,(2) не принимает на 8», значения — Ё,, , (/»). 
Если 

1 ‚ 2610,1] — 8,41, 

2 В, + а 

х 1 У--1 ), т Е О 


8(5) = 
Ва — 941 В мы 


то функция ф,,, (7) = ф" 4 (2) - 9 (=) бесконечное число раз  дифференци! 


руема, так как обе точки разрыва функции а (2) попадают на отрезки. 


где 9(5) тождественно равна нулю. 
Мы имеем для р и &<У- 1: 


1 (к) : т 
14%, (+) < 5+0 0)" Ра (^; 2) |< Е (3) 
В самом деле, на отрезках 6’ и 65" 
|. (2) [= [4$ (2) 8 (2)}® | = 


2% В а (к) 
= ры 03). ( — о 
| | Пу ) Вы ЕЕ а, Ва — < 


Л 
М- 


1 
> 


й | 
Ре, #9 
(актах ПРО И ЗИ-Ь+ и И шах рено 


| 
к | 
а. э= 
_ 4.5 В 1 — Ча ) ты и В 1% РИ ы С ы у. ты < 
К и 
< 4*. 3) [8-Е 1). в. пуа (1; 2) [[8 (у 1) п. |] оф 
К 
ы | 
а 2(. [8 (9+ 1-22, 1". Ен. (/) = 146 + 4)-п2, №. 4-Е, (4) < 
< ив 102 и. 4$. о тах |1” (2) |< 
Пт х6[0,1] 
< [16 (у НОР". АН -Выда" шах 1 (=) | 4 
— 16 Ол © 


4 
во О у + 4). 


На отрезке 5" 


99 (Г фу (-0 ее = Вы, 0-1 зе ме 
У Ур о т 


<1[8(»- 1) п? |". А». Ен. (/)) < 65 —- т) (Е <У- 1). 


Наконец, 
(к) . 
д Рина (я 2) | шах |478) — Рая 2) < 


<[880- 1). т" Ви (/) Зи 1 = р (К <у+ 1). 
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\Так как вне 5, функции фу, (2) и /,(2) совпадают, а на отрезке 5,11 
\ имеют место неравенства (3), то, полагая 


41 (=) = фи (2) | Ри (7; х), 


| будем иметь: 
4 
м @— Л 2) 5, (О. 


’ При этом вне 8,., ]»:,(2)==7,(2). Следовательно, в силу указанного вые 
| бора сегмента [су+1, 4,41] и в силу условия 41”, 

Ри, (7; д. Рае т). КУ, 
а так как внутри 6,,, разность 


А (5) а Ри (7; 2) = фа (5х), 
’ ввиду специального выбора ]»+1, достигает своего максимума модуля, 
| равного = Е, 1 (с той 


| а (Ту Ри, (1; 2). 
| Мы имеем также: 
4 
тез Ми, и у > Шез ба. 
Теперь уже нетрудно заключить, что бесконечно дифференцируемая 
функция 
Е (<) =, (5) 
У—со 


’ является искомой. В самом деле, 


Ри, (Е; <) == РГ т), у=0,1,... 
и так как сегменты б» с разными А г пересекаются, то 


тез М, (Е) > >; шез 6, > 0. 


$ 5. Отклонение непрерывных периодических функций от частных 
сумм их ряда Фурье 


Рассмотрим еще один случай, также отмеченный Н. Н. Лузиным,— 
' приближение частными суммами ряда Фурье. 
Пусть 1(5)— непрерывная периодическая периода 2п функция, 
’ 9 „(р; 2) — частная сумма ее ряда Фурье и М» (/) — множество тех точек 
хе[0, 2*], для которых 
[/(2) — 5» (1; =) | = шах |7 (6) — 5» (1: 9. 

Имеет место 

ТЕОРЕМА 4. Существует непрерывная на [0, 2=] функция Е (1) и 
бесконечная подпоследовательность чисел пх (К =0,1,2,...; т<тш< 
<п. <...) такие, что при любом Е тез М», (Е) > 0. 

Для доказательства построим последовательность непрерывных функ- 
ций {/, А и последовательность натуральных чисел п, (0 =п, < п: < 
<п.<...), обладающих следующими свойствами: 

1) 5», (Ди; <) ==», (№1: <), УЗК-1, Е=0,1,2,...; 

2) тез Ми, (1*) > 0, ЮО, 
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3) шез Е {и (2) + Тиз (2)} <аг, #=0,1,2,...; 


4) график функции к (2) «склеен» из конечного числа отрезков гра-’ 
фиков функций вида ах -- Т,,+1(7), где Тл,4: (2) — некоторый тригоно- 
метрический полином порядка < ик - 1, К =0, 1,2, ...; 

5) (0) =Р (2), 064... 

6) последовательность {/к(2)}® равномерно сходится на [0,2 п]. 

В качестве /› (5х) возьмем функцию, равную 


она {1 эт 2 |, уд} 510 $11 2. | 
Для нее 
5 (15; 2) =0, шез М, (/) =я®> 0. 


Пусть / (2), /1 (2),..., /к,(2) уже выбраны. В силу условий 3) и 4), на’ 


(0,2*] найдется отрезок [а, 6], на котором }к, (1) = /» (1) = зшх.На этом | 


отрезке разность к, (2) — 5"; ([к,; 2) равна | 


пк 
1ь, (2) — 5, (1; 2) — У (а, сов + 6, эт 2) = 

у=2 

пк ] 

=3щх — 9, (/; 2) — У (а, соз уд - 6, зв 52) == | 

У=2 | 

а. | 

— (5 ее =) Я х — м (а, соз ух -- 6, $1 ух), АЗ К,, 
у=2 


и, значит, может быть постоянной лишь на множестве, состоящем из | 
конечного числа точек. Следовательно, существует отрезок [а1, 61] < (а, 6], 

№ 
свободный от точек множества ТР (1). 


у=0 
Пусть 
в = ши { тах | /, (2) — 9»; ({н,; 2) | — шах |1, (2) — 5. ({№,; 2)|}. 
<. 0х2 а х< 


Ввиду условий 4) и 5), 5, (1; 2) >/№,(2) при у->со равномерно на 
[0,2*], значит, существует номер их, +1 > Ик, такой, что 


- и 
— 5» = ее ‹ 
„тах | 7 (2) — бддья ьз 2) | < йа [6 


Выберем числа о, В, х, и 6х, так, чтобы 
а <<< — 284, < + 28, < В, 
и введем непрерывную на [0,2] функцию 
Эта, а (Дня 2) Е Е бк, (жи 2) — Ха, (2) | — /», (5) 
р для е[т— бк, бк, ], 


(2) для дЕ6[о, В|, 


[ 
1 
ф(2) = 
| 0 для 2610, 2] — [о, В] — [х, — 28%; хо + 281, 


; 
р 


| 
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| 


| 


и линейную для хЕ[т, — 26%,, 25 — 8] и длят6[х, -- 8х, 2 - 26]. Здесь 


Питт! 
Г ($) = > (А, соз ух + В, зщ ух) 


Уу=0 


— тригонометрический полином порядка п»; +1, коэффициенты кото- 
рого удовлетворяют системе уравнений: 


| В хак, ) 
\ Т (1) соз 72 ах = — \ ф (2) с0з 75 ах, 
« х—25к, 
в ВА: | (4) 
| | Т (2) зп ухах = — \ ф (1) эт 75 ах, 
| а х.—28 к, 
О о 
у 


Легко видеть, что © и В можно выбрать так, чтобы 
й 
В —а < у шез Е {и, (2) + ]и, 1(2)} 


| 
и чтобы определитель системы (4), который мы обозначим через Л (а, В), был 
отличен от нуля. Так как Д (о, В) есть аналитическая функция от о и В, 

то достаточно убедиться в том, что она не равна нулю тождественно, т. е. 
' что существует такая пара чисел х и у, для которых О (т, у) = 0. Имеем: 


2т, 1-3 
Б(т, 2=) = М 4, (т, 2т)- Аи (в, 2"), 
4,)=1 
где 4; (, 2п) — минор определителя Д (г, 2*), расположенный на пересе- 
чении строк с номерами 2пх,4. +2, 214 -З и столбцов с номерами { 
и 7, ДА:; (1, 2=) — алгебраическое дополнение этого минора. Очевидно, 


Дол, р а-+а.2ть, 1-3 (0, 2к) =— Эт + : 


а все остальные Д,; (0, 2п) и все 4;; (0, 2") равны нулю. 
Так как при малых х 


| а;; (т, 2т) | < 2 т (пл, Е 1) х=2 | Фит ат, 41-3 (т, 2п) р 


то, в силу непрерывности всех 4;; (1, 2п) и 4:; (2, 2"), при достаточно 
малых х>0 будем иметь: Д(х, 2п) +0. Можно считать также, что 


(а, В) П Ма (»,) = 0. 


Итак, мы выбрали & и В таким образом, что система (4) имеет реше- 
ние (единственное). При этом 
Про -1 
< Х (4+ 18) +146, 
$=1 
где А; и В; непрерывно зависят от величин интегралов, стоящих в пра- 
вых частях системы (4), а интегралы, в свою очередь, непрерывно зави- 
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сят от бк,. При 8х, =0 А; и В; равны нулю. Следовательно бк, > 0 можно ) 
сделать меньше 1 ше Е {}», (2) — 1.—1 (1) = 0} и настолько малым, чтобы | 
тах | Т (2) | < шах | Г», (2) Г ту +1 (1*,; 1) | — мах | [к (2) м бак, а (к 1) |. 
в<х<В 0<х<2т я а<х«В 


При таком выборе «, В, и 8, функция $(х) будет вполне определена. 
Положим; 


Ди, (2) = 1», (2) $ (2). 


Функция /к,+: (удовлетворяет условиям 1) — 5). Действительно, 
1) бт, (к-з 2) = Эв, (№; 2) + Эт, ($; 1) = би, ([к.; <), у=0, 1,..., № + № 


так как 


25 В 2-25, .. я 
эт ]х эт 72 о эп ]5 2. 

\ ф(5) т Ч == | Т (1) о ах - и ф (1) Е 2—0 

0 [- ®— 20, 


(7 — 0, 1, ...) Пи, 1); 


2) шез Ми, у, (1к,-1) >> 28», > 0; 
3) шез Е {{н, +1 (2) — [и, (2) + 0} =В —<- 48%, < 


<- ше Е {/н, (#) — 1ы-ь(®) + 0}; 


условия 4) и 5) очевидны, 
Пусть последовательность {},(1)}0 уже построена. Тогда из построения 


видно, что | [р (2) — }а (2) | <> (а > р), т. е. условие 6) тоже выполнено. 
Рассмотрим непрерывную функцию Ё(х) = И /, (1) и покажем, что Р (5) 


является искомой. Действительно, тез И. пк (Ё) >> 28к > 0 при всех К, так как 
5; (Е; 2) = 5", (в; 2) и на множестве Мн, (/к) функция Ё (52)=]» (2), а 
вне М», (к) величина |5», (Р; 2) —Е (5) | не больше, чем [5 (Е; х) — Е (2) | 
на Ми» (7»). 
Теорема доказана. 
Поступило 
9. У. 1958 
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Д. К. ФАДДЕЕВ 


К СТРОЕНИЮ ПРИВЕДЕННОЙ МУЛЬТИПЛИКАТИВНОЙ ГРУППЫ 
ЦИКЛИЧЕСКОГО РАСШИРЕНИЯ ЛОКАЛЬНОГО ПОЛЯ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


* * 
В работе устанавливается строение группы К“/К“! как операторной 
группы и как пространства со скалярным умножением посредством сим- 
вола норменных вычетов. Здесь { — нечетное простое число, К — относи- 


тельно циклическое расипирение степени Г =!” локального поля №, 
являющегося конечным расширением поля 1-адических чисел и содержа- 
щего корень /-й степени из 1. 


1°. Пусть { — нечетное простое число, К — конечное стенени п расши- 
рение поля [-адических чисел, содержащее корень [-й степени из 1, 
К — циклическое расширение поля Ё степени Ё, =[”", К" — мультипли- 
кативная группа поля А. Группа К может рассматриваться как 
[п -Е 2-мерное пространство над простым полем СР (1) характеристики [. 
В этом пространстве соединяются две алгебраические структуры, 
Во-первых, в нем действует циклическая группа операторов — группа 
автоморфизмов К над #. Во-вторых, оно является полным симплекти- 
ческим пространством по отношению к скалярному умножению посред- 
ством символа норменных вычетов. Цель настоящей работы состоит в 
исследовании взаимных связей этих двух структур. 

2°. Обозначим через Г группу норм в К” чисел группы К’. Из тео- 
рии поля классов для локальных полей известно, что Ё“/Г есть цик- 
лическая группа порядка /.. Группа 1 = ГА"! имеет индекс { в группе &* 
и является группой норм для подполя Ё поля К степени [ над К. 
Пусть с — производящий автоморфизм поля К, е6К — некоторый фик- 
сированный корень [-й степени из 1. Обозначим через % такое число 
поля К, что 95 = в. Ясно, что и, определено однозначно с точностью 


до множителей из К, 91 = &% ЕЁ и К, = К (9). 
Далее, 


ПК” = А" {а6}, 


ибо никакие числа из К, кроме а, и его степеней (с точностью до мно- 
жителей из К"), не становятся [-ми степенями в К. Заметим, что 4% ЕТ, 
ибо ь 


ао = Мкик (%). 


‹ <“ 
В группе К’/К ‘действует оператор в, так что эта группа, рас- 
сматриваемая как линейное пространство над полем СЕ (1), допускает 
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разложение в прямую сумму с-циклических неразложимых инвариант- 
ных подпространств. Введем оператор © = $ — 1. Очевидно, он нильпо- 
тентен и высоты Г,, ибо 


= (в— 1) = —1=0 (1) 


ОГ == ог — ©7т—2 -...-- Е Мк =-0. 


и. + 
Обозначим через К; подгруппу группы А", составленную из элемен- 
тов а, высоты которых относительно © не превосходят 1, т. е. таких, 


я * 
что а'6К". В этих обозначениях 
* * * * 
К\=К, К’=Кь, 


Из линейной алгебры известно, что число циклических подпространств, 
= 

входящих прямыми слагаемыми в К’/К”, равно размерности К: / Ко» 

число циклических подпространств максимальной высоты Г, равно раз- | 


мерности Ку / и, 
Индекс 


(Кь: К) =(К’/К“: Кг, /К“) 


* *] р 
легко подсчитывается. Ат. /К ` есть ядро оператора 97-1, применен- 
ного к К”/К й Поэтому 


(КТ . Е) Е (КГК . КИ ) а. | 


= (ГК: К”) = (ГЕ: ГЕ ПК”) = (1: Е" {ао} = 


ибо 
+ п. ая ы ое 
(= = 
Таким образом, размерность КГ равна и. Если через А,,..., Ав, 
обозначить базис Кут относительно К то числа а1,..., ап, где а; = 


} 


= М№кд (41), образуют базис т относительно “1 {а\}, так что а, @1,....@8 
есть базис 1 относительно А“. 


* * 
Прямая сумма э-циклических подпространств пространства К”/К“ 
порожденных элементами Ау,..., А„, имеет размерность Гл и лишь на 2! 


® *]1 
меньше размерности К / К. Следовательно, дополнительное с-инвари-. 
антное прямое слагаемое есть либо циклическое подпространство высо-. 
ты 2, либо прямая сумма двух подпространств высоты 1. Для разли-. 


чения этих возможностей достаточно подсчитать размерность К/К, 
которая, в силу сказанного выше, может равняться только п-+- 1 или! 


п 2. 
Пусть АЕК!. Тогда Аз — В', откуда следует: 


Мк (В ей! Мк (В) 8% 


Если в не принадлежит В: то в последнем равенстве возможно толь--. 
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ко Е =0и В=М°"; вначит, 


[Е = тм. а -оам’ при аЕХ’, 


* * 7*1 
так что К САК . Обратное включение очевидно, следовательно, 
* * *]1 * ь * * * ь *1 ож. т ЕЛ 
АК и. (КК ЕК Ка. 
Итак, в рассматриваемом случае размерность К! относительно К" 


равна и -- 1. В качестве базисных элементов А! относительно К” мож- 
но взять, очевидно, а1...., ап, 0, где 6 — какое-либо число /*, не входя- 
щее в 1, так что №“ =1{6}. Пространство К/К” разбивается в пря- 
мую сумму п--1 оциклических подгрупп, из которых п подгрупн 
имеют высоты Г и одна — высоту 2. Поэтому найдется такой элемент 
А, ЕК”, что А 16ЬК\. 

Допустим теперь, что 6ЕГ. Это будет иметь место в том и только 
в том случае, если алгебра (К, с, 5) распадается, для чего, в свою 
очередь, необходимо и достаточно, чтобы поле К погружалось в цик- 


лическое над А поле А степени (1. В этом случае найдется такое 
Ве К-, что 
Мк (В.) == ©. 


Возвращаясь к равенствам 
+ = В! и Мк (В) —= 5, 
справедливым при ЛЕ К!, получим: 


Мк (ВВо") = 1, 
откуда 


Е и 


= 1 

где А, — некоторое фиксированное число такое, что Ао "= Вь. Следо- 
ф * * *] 

вательно, А =а4,/М! при а6Ки К, СК {А,} К . Обратное включение 


очевидно. Легко видеть, что нетривиальное [-инвариантное число А, 
1 


таково, что К(И А,) есть циклическое расширение степени [1 поля К. 
Итак, в рассматриваемом случае 
-* г о г*. рЧ по 
А Аа АЕ о 
* *] 
В качестве базисных элементов К, относительно А можно взять Ау, 
а1,.... а», 6. Числа Аз и 6 порождают циклические подпространства вы- 
4 * *] 
соты 1, входящие прямыми слагаемыми в пространство К /А. 
1—1 1—1 
Ясно, что элементы А;, 4},..., А? ИА ны порождают 
* *] 
одинаковые подпространства в К /К’. Таким образом, мы пришли к 
следующей теореме. 
* -„. 
ТЕОРЕМА 1. В группе К существует «почти нормальный» базис 
* р © 
относительно К и образованный элементами А,, 6, А, ОЛЯ А оон 


« С т * Е *[ 
8=0,1,....Ё—14, причем БЕК и АЗ ТЕК” или АЗ ТЕЬК", в зависимос- 
ти от того, погружаемо ли К в циклическое поле степени Ш над Ё или 
не погружаемо. 
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Для дальнейшего нам нужно подсчитать Мк (Ао) в обоих возмож 
ных случаях. | 
Пусть ЕГ. В этом случае 4 * =6М', откуда следует: 


т В 7—2. 1—3 кь 

М кк (4%) Е демиа == Ас бе М" Е 26 +...) — ей | 

где 
С ее. Арам Ао В.Е, 

| 


Покажем, что СЕК. Действительно, 


ей АГ Ио — 
В Е М9) 


(Отсюда следует, что С° "== 1, так как иначе ЫМ Е Г, что невозможно, 
ибо БЕТ = ГЕ", так что $ принадлежит примитивному классу в цикли 
ческой фактор-группе А" /Г. Итак, М№ки(А,) = СТЕК, но СЕК. Следова- 
тельно. | 
Мкд(Аь) = аа! 

при Е ==0([) и аЕК. 
Пусть теперь 6 Г. В этом случае 


А "= Во 
0 ых 0» 
причем | 
| 
Мки(Во) — 5. 
Поэтому | 
ВЫ Г? 0оГ—3 = т | 
В о | 
при 
ре АМ Ве т 
Далее, 
ри ЕЕ и Мо 
6—1 р А@— Ва ее Е = В с -...-1 а. 


Следовательно, © = а при аЕК и Мкк(А,) = аа. 

3°. Докажем следующую лемму. 

ЛЕММА. Пусть И’ есть линейное пространство размерности 2, =: 
= 2\" над полем В характеристики 1=Е2, 0. В пространстве И’ дей-. 
ствует линейный оператор с такой, что ог = 1, по отношению в кото-: 
рому У" имеет нормальный базис о9С:, = 1,2,...,2%, 1 =0,1,...Ё6-—14.. 
Кроме того, в И’ определено антисиммет рическое -инвариантное скаляр-. 
ное умножение, сопоставляющее каждой паре А, В элементов И’ элемент | 
(А, В) ЕЁ так, что 

(<А, с‹В) =(А, В) = — (В, 4). 
Пространство У’ предполагается полным относительно этого умножения, 
т. е. для любого А-Е0 найдется такое В, что (А, В) -Е 0. Тогда в И’ 
существует такой нормальный базис о1Аз, 9 В;, #=1,2,...,у, 1=0,1,... 
40 (51 А;, о1В;) = 1 прий = 2... 7] =01. 2 —=Т а аа 
остальные скалярные произведения базисных элементов равны нулю. 
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`Доказательство. Введем оператор о=о—1. Этот оператор 
нильпотентен и показателя Г, причем 


Ея пана тееЗр, 


Ясно, что если А =57—°В при1 <;5<Ё— 1, то 93 А =0.В силу пред- 
положения о строении И’ справедливо и обратное: если 9°А =0 при 
1<;<Ё—1, то А =оГ-®В при некотором В. В частности, подпрост- 
ранство с-инвариантных элементов, т. е. таких, что 9А =0, совпадает 
с подпространством следов ГИ = ЗрИ’. 

Из равенства (сА, сВ) = (А, В) при любых А,ВЕИ’ следует: 


(сА, В) = (А, 18) 


(А, В) = (А, (3'—1)8) =(А, 2-Е о) 1В) = (А, ив) 
при 
= (о) 1= — 9-9? — оз... ог, 
Очевидно, что 5*Г-1 = 971 = 5р, так что 
(Эр.4;8В) = (27-14, В) = (АРВ) = (Ар В). 
Далее, (А, 5р А) =0Опри любом АЕЙ’. Действительно, из равенства 
рый Е 
ь ; А, 5 ы А) — 0 следует: 


Т—1 Г 


1—1 1—1 
2 2 2 
И 


а И 


Пусть а, =5р А, =0 — какой-либо о-инвариантный элемент ТУ. 
В силу полноты скалярного умножения найдется такой элемент В.Е И’, 
что (а,, В,) == 0. Без нарушения общности можно считать (а1, В!) = 1. 
Ясно, что 6, = р В, ==0, ибо 


(41, 61) = (Аз, эр В1) = (Зр 4, В,) = 1. 


ее. 2" 


Далее, элементы А; и В, линейно независимы относительно подпро- 
странства оЙ/, ибо если допустить, что В, = «А, | оС при “ЕВ, СЕТ, 
то 6, = са: и 


= (41, в) = (В, эрА,) =0. 
Поэтому э-циклические подпространства, порожденные элементами А, и 
В, не пересекаются. Покажем, что их прямая сумма И”, есть полное 
подпространство пространства И’. Для этого достаточно убедиться 
в том, что не существует ненулевого вектора СЕЙ’:, ортогонального 
ко всем базисным векторам И/’!:. Ввиду того что А., В, суть базисные 
векторы И’, относительно подпространства ®ИЙ/1, можно положить 


С —- «Ат -|- ВВ: -- С: 
при &, ВЕА и С. ЕИ’1. Тогда равенства 
(С, эт-1А,) = (С, я-—В:) = 0 
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возможны только при & =В=0, так что С = 5С,. Из равенств 
(С, от-2 А!) = (С, 5"—2В,) =0 


получим С, =0С,, так что С = 9?С,. Продолжая эти рассуждения, по- 
лучим, что если вектор С ортогонален ко всем базисным векторам '' 
И/.,. то 
С = СТ, — 0. 

Ортогонально дополнительное подпространство И, к И’, будет о-инва- 
риантным и, в силу полноты И/1, само будет полным подпространет- | 
вом, не пересекающимся © И’!, так что И =, 5, Подпространет- - 
во И, удовлетворяет всем условиям, которым удовлетворяет И’, толь-| 
ко его размерность на 2Ё меньше. Продолжая те же рассуждения, | 
мы придем к тому, что И/ есть прямая сумма попарно ортогональных | 
подпространств размерности 22, удовлетворяющих условиям леммы, и, | 
таким образом, достаточно ограничиться доказательством леммы для 
подпространства И/.. | 

Покажем, что в пространстве И”, можно найти такие элементы АЛ’, 


В, порождающие нормальный базис, что при & = 0,1,..., (—1 
(А, А’) =0, (1). 
(В’,ыВ’) =0, (2). 
(А’, В’) = (—1). (3) 


Тогда элементы А’, В’ будут искомыми, ибо (4’,с! А’) = 0 в силу (1), | 
(В’, В’) =0 в силу (2), (А’, В’) =41 в силу (3) при Ё=0, и, на- | 
конец, 


(А’, В’) = (А*, (1+ 5)! В,) = (1—1) =0 


в, силу. (3), при =. 1,2... 
Пару 4’, В’ будем строить индуктивно как [-ю в последовательно-. 
сти пар 4,, В,, удовлетворяющих при = 1,2,..., 5 требованиям: 


(Аз ог-А,) = 0, (1,) 
(В, ТВ.) = 0, (2.) 
(Азот В,) = (—1)7". (3:) 


Построенные выше элементы А., В., очевидно, удовлетворяют тре- 
бованиям (11), (2.1), (31). 


Допустим, что элементы А, 1, В. уже построены. Будем искать 
А,, В; в виде 


А; = А - 9—1 А, В*— В, 
В. = Ва -уоА 
Покажем, что А, В, удовлетворяют требованиям (1.),. (2:) и (ЗИ 
при # =1,2,...,5 —1. Действительно, если 1 <1<$-—1, то 
(Ао А.) = (А, 5-1 А) = (АБР А, 1) =0, 
(В, Р'В, = (Въ, эВ, 1) = (В.В) = 0, 
(Ав от-В:) = (Аа Ви а) == (Ава, В, 4) = (4). 
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Остается удовлетворить условиям при # =$. Имеем: 
(Ав, ГА, = (Ао А, ое А, Е Вуг—1В,,) = 
Г = (А, 97—84.) Е В (Ав, 9-1 В 1) 
| Ро Ч в 4) ВВ, Бо.) = 
= (А 5—8А,) Е В(1- (—1)°). 


’ При четном $ нужно взять 


1 
В= — 5 (Аль -® А). 


При нечетном $ можно взять любое В. Действительно, 


Т—3 Т—5 
0 == Е Е рый — 
( 1-8 1 1 
== А о" вое и = (—1) - [4—5 8 А, )-- 


а (Анно А, 1) 6 СА, А, ны» 


 вательно, и 
(а А) == 0. 


Аналогично, для выполнения требования 
(В, 2 =В.) =0 
‚ нужно взять 


рее а О ры) 


при четном $ и любое 1 при нечетном $. 
`’- Наконец, 
(А., 25 :В,) — (А., ЕВ) 550 (А. В, 1) Е 
= (Ао Био "В 
РВ (Ва, В) РТ (Аа, В, = 
ВОт, 


'и, следовательно, нужно взять 


а = (— т -- (— 1)° (А >В). 
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| где а, 6,...— некоторые целые числа. Все слагаемые правой части, 
кроме первого, равны нулю в силу выполнения условия (1.1). Следо- 


Тем самым индуктивная конструкция завершена и лемма доказана. 
* *1 53 
4°. Вернемся к рассмотрению группы К /К‘. Введем в этой группе 


' скалярное произведение по формуле 
(А.В) — [А, В], 


где [4, В] — символ норменных вычетов Хассе. Можно считать, что 
(4, В)ЕСЕ (1). Символ (А, В) есть антисимметрическое и °-инвариантное 
скалярное произведение, по отношению к которому группа К’/К“ 
есть полное пространство. Особые элементы А, и 6 «почти нормального» 
базиса теоремы 1 не ортогональны. Действительно, по свойствам сим- 
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вола Хассе, 
(Аз, 6) = (Мкж(40), Вь = & (4, В)ь 


при #=-0. Но (а, В)к ==0, ибо 6 не принадлежит грунпе норм поля 


1 
ее ме 
В =К(Уа,). Поэтому подпространство И/., порожденное в К /К эле- 
ментами А, иф, есть о-инвариантное полное подпространство, и его 
ортогональное дополнение И” удовлетворяет, в силу теоремы 1, усло- | 
виям леммы. Тем самым доказана 
* *1 ] 
ТЕОРЕМА 2. Базис группы К относительно К `, существование ко- | 
торого установлено в теореме 1, может быть выбран так, что 
й : п 
с в . 
(А, 5) =0, (Ака, Ак) =1 при к =1,2....,5, 0-Е, 
и все остальные скалярные произведения базисных элементов равны нулю. 


Поступило 
9. ТУ. 1959 
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#5 В. П. ЕЛИЗАРОВ 
О КОЛЬЦАХ ЧАСТНЫХ АССОЦИАТИВНЫХ КОЛЕЦ 


(Представлено академиком А. И. Мальцевым) 


В работе дается определение обобщенного кольца частных для про- 
извольного ассоциативного кольца и находятся необходимые и достаточ- 
ные условия его существования. Исследуются соотношения между идеа- 
лами кольца и идеалами его кольца частных. 


Если ДВ — произвольное коммутативное и ассоциативное кольцо и 
‚5 — некоторая мультипликативно замкнутая система его элементов без 
й нуля, то всегда существует кольцо частных кольца А относительно 5 
| [см. (1)]. Если кольцо В только ассоциативное, то вопрос о существо- 
' вании его кольца частных относительно 5 (в некотором смысле) решен 
| только для случая, когда 5 состоит из регулярных элементов [см. (?)]. 
| В настоящей работе рассматривается общий случай, когда кольцо А 
`ассоциативно, а система 5 содержит делителя нуля кольца В, но не 
” нуль. Строится обобщенное кольцо частных кольца В, которое в ком- 
| мутативном случае совпадает с кольгом частных, построенным А. И. Уз- 
ковым (2), а в случае, когда © не содержит делителей нуля,—с коль- 
цом частных, построенным К. Асано (?). Исследуютея некоторые свой- 
ства кольца частных в обобщенном. смысле и в смысле К. Асано. 
| Рассматриваются некоторые соотношения между идеалами кольца А и 
идеалами его обобщенного кольца частных. Изучается вопрос о сущест- 
вовании кольца частных для фактор-кольца кольца В. 


$ 1. 5-простые идеалы и 5-редуцирующие отображения 


Пусть В — произвольное ассоциативное кольцо и 5 — произвольная` 
мультипликативно замкнутая система его элементов без нуля. Гомо- 
морфное отображение ф($) кольца В в некоторое кольцо А’ назовем 
5-редуцирующим (5-редуцирующим), если оно удовлетворяет условиям: 

1) все элементы из $(5} ($(5)) имеют в А’ двусторонние обратные; 

2) если хе А’, то найдутся такие элементы ф(5) 6$(5) и ф(г) 6Ф(Е) 

(< (5) Е$(9) иф(г)6з(В)), чтоз = 1$ ($) 17) (2 = 9(г) ФГ). 
Двусторонний идеал Г(Г) кольца В назовем 5-простым (5-простым), 
если выполняются следующие условия: 
1) идеал 7(Г) не содержит элементов из 5; 
2) если гЕВ, $65 и тзеГ или 5ГЕ1 (756 Тили 576Г), тогЕГ ("Е Г); 
3) для любых элементов ГЕИ и $65 найдутся такие элементы г.СЁ. 


и $1695, 9710 517 — гв 6 Г (г: — 57. 6 Г). 
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Имеет место Е 

ТЕОРЕМА 1. Двусторонний идеал Г(Г) кольца В 5-прост (5-прост) 
тогда и только тогда, когда он является ядром некоторого 5-редуци- 
рующего (5-редуцирующего) отображения Ф($Ф) кольца В. 

Доказательство. Пусть ф — произвольное 5-редуцирующее отоб- 
ражение кольца А в некоторое кольцо Ё’и Т— ядро этого отображе- 
ния. Для любого элемента ф(5) 6Ф(5) в кольце В’ найдется двусторон- 
ний обратный. Следовательно, $ (5) =0 и 561. Пусть ГЕВ и $65 — 
такие элементы, что 75 61 или 5" 6 Г. Тогда или $ (75) = 0, или ф (57) = 0. 
Отсюда следует, что $(т) =0 игЕГ. Для произвольных элементов 
Ф(")6Ф(В) и $(5)6+(5) произведение ф (г). [$ (5)\ * принадлежит А’. Сле- 
довательно, найдутся такие элементы ф (51) @Ф(5) и $(т1) 6Ф(В), что 


ф (г) - [$ ($) * = [Ф (51) Ф (т). 


Но тогда ф (517 — 15) =0 и $1г — 113 6 Г. Достаточность условия теоремы 
доказана. 

Пусть теперь / — произвольный 5-простой идеал кольца А. Через ф 
обозначим естественное гомоморфное отображение кольца Ё на фактор- 
кольцо А//. Тогда 

Ф(В) = ВИ. 


Ядро гомоморфизма ф есть идеал Г. Он не содержит элементов из 5, 
значит ф(5) =0 в Ф(Ё) для любого элемента $65. Пусть $65 и пусть 
существует такой ненулевой элемент ф(г)6ф(5), что ф(г)-Ф(5) =0 или 
ф (5) -Ф (г) =0. Тогда г; 6 [ или г 6 Г. Отсюда следует, чтогеГ и $(г)=0. 
Полученное противоречие показывает, что элементы из Ф(5) не явля- 
ются делителями нуля в ф(В). Из определения 5-простого идеала выте- 
кает, что для любых элементов ф(г) Еф(В) и $(5) Е ф(5) найдутся такие 
элементы $ (1) Ф(В) и $(51)69(5), что $($)-$ (г) = ®(г1)-9(5). Следо- 
вательно, кольцо Ф(А) обладает левым кольцом частных в смысле 
К. Асано относительно ф(5) [см. (?)]. Обозначим это кольцо через 
ф(В).(з). Оно обладает свойствами: 

1) кольцо ф(В).(з) содержит ф(В) в качеслве подкольца; 

2) элементы из $(5) имеют в Ф(В)(з) двусторонние обратные; 

3) если 26еФ(В)хз, то найдутся такие элементы (г) 6Ф(В) и 
$(5) 6 $(5), что = [ф (Г? (г). 

Таким образом, отображение ф является 5-редуцирующим отобра- 


жением кольца А в кольцо ф(В)(з) = (В/Г) из). Этим доказана необхо- 
димость условия теоремы. 


Теорема доказана для идеала Г. Для идеала [Г она доказывается 
аналогичным образом, только вместо левого кольца частных в смысле 
К. Асано нужно брать правое [см. (?)]. 


$ 2. Обобщенное кольцо частных 


Коль А.) (№) называется обобщенным левым (правым) кольцом 
частных кольца А относительно системы 5, если удовлетворяются сле- 
дующие условия: 
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а) кольцо В можно с помощью некоторого 5-редуцирующего гомо- 
морфизма ф( 5-редуцирующего томоморфизма Ф) отобразить в кольцо 
В (В); 

6) если кольцо А отображается © помощью некоторого 5-редуцирую- 
щего (5-редуцирующего) гомоморфизма $’ ($) в кольцо А’, то сущест- 
вует гомоморфное отображение И (Ф) кольца Ву) (В) в кольцо А’ такое, 


что $(Ф(В)) =’ (В) ($(Ф(В)) =$'(В)). 

ТЕОРЕМА 2. а Е имеет обобщенное левое (правое) кольцо част- 
ных В.) (В) относительно системы 5 тогда и только тогда, 
когда пересечение всех его 5-простых (5-п ростых) идеалов является так- 
же 5-простым (9-простым) идеалом кольца В. 

Доказательство. Пусть кольцо В имеет кольцо В.) и ф — 5-ре- 
дуцирующее отображение кольца АЯ в кольцо В), удовлетворяющее 
условиям а) и 6) предыдущего определения. Через / обозначим ядро 
гомоморфизма ф. По теореме 1, идеал / 5-простой. Покажем, что он 
совпадает с пересечением всех 5-простых идеалов кольца А. Пусть [’— 
произвольный 5-простой идеал кольца А. Через $’ обозначим 65-реду- 
цирующее отображение кольца К в некоторое кольцо А’ с ядром гомо- 
морфизма /’. В силу условия 6), существует такое гомоморфное отобра- 
жение Фф кольца Ац.) в кольцо А’, что ф(ф(В)) =’ (В). Отсюда следует: 
СГ, т. е. условие теоремы необходимо. 

Пусть Г — 5-простой идеал, являющийся пересечением всех 5-про- 
стых идеалов кольца А. Рассмотрим совокупность всех упорядоченных 
пар элементов из кольца А вида (г, $), где гСК, 565. В дальнейшем 
будем рассматривать пары только такого вида. Пусть (а, В) и (с, 8) — 
две пары. По определению 65-простого идеала, найдется такая пара 
(6:, 5:), что 


8,8 — 1861. (1) 


Таких пар может быть сколько угодно. Мы будем говорить, что пара 
(а, В) эквивалентна паре (с, 5), иписать (а, В) — (с, 8), если хотя бы для 
одной пары (5:, 8,), удовлетворяющей соотношению (1), имеет место 


условие 


ЛЕММА 1. Если (а, В) — (с, 5) и 6,, 4, — такие элементы кольца В, 
Эля которых а. В — 65561, то Ча — 6-сЕГ. 

Доказательство. Для пары (45, 51), по определению идеала Я 
найдется такая пара (е, =), что 4, —е8, СГ. Но тогда из соотношения 


41) и условия леммы получаем: 
её. В — е6.5 СГ, з4,3 — в6.8 Е Г. 


Следовательно, 
еб. В — 6.5 @1, =655 — еб 16 © а 


Так как 909, то 36, — е6, ЕГ. В силу соотношения (2), отсюда следует: 
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еб1а — ес 6Г. Таким образом, 
42а — 65 сЕТ 
и | 
фа — 6. с ЕТ, 
так как 65. Лемма доказана. 
ЛЕММА 2. Соотношение эквивалентности рефлексивно, симметрично` 


и транзитивно. 
Доказательство. Рефлексивность соотношения эквивалентности 


очевидна. Пусть (а,В) — (с,ё). Для пары (5, В), по определению идеала 
Г, найдется такая пара (г, с), что сб — В ЕГ. Следовательно, 7В — 56 6 Г. 
По лемме 1, отсюда следует: 

та — сс @][, се —таЕГ. 
Это означает, что 


(с, 5) — (а, В). 


Симметричность доказана. Пусть (а, В), (с, 8) и (е, ф) — такие пары, что’ 


(а, В) — (с, 5), (с, 6) — (е, Ф). 


Это значит, что вместе с соотношениями (1) и (2) выполнены также 
соотношения 
$16 — ФЕГ, фсе — 4 ЕТ, 


где ЛЕА, фЕ65. Для пары (6:, ф1\ найдется такая пара (5, $2), что 
ф-б, — 651 6Г. Но тогда из 
ф251В — ф> 6.661 
будет следовать 
ф261В — б.фбЕГи ф> 5.8 = Ь. афЕТ, 
где ф25. 65, 65 4ЕВ. 
Совершенно аналогично можно показать, что 


Следовательно, (а, В) — (е, $), и транзитивность доказана. 

Согласно лемме 2, совокупность рассматриваемых пар распадается 
на непересекающиеся классы эквивалентных пар. Эти классы будем 
называть дробями. Дробь, к которой принадлежит пара (”, 5), обозна- 

т а ь 
чим через —. Пусть — и = — 
рез — у ай в — две дроби. Тогда для пар (%, В) и (а, В); 
найдутся такие пары (а’, В”) и (а, 8), что 
Й й в гы 
Во —аВЕГ, Ва аВЕГ. (3). 
Операции сложения и умножения дробей определим по формулам: 


а ь _ Ва-а’ь ао аь 
а би ВЕ 


а ’ а В А Ва * (4) 
ЛЕММА 3. Операции сложения и умножени. дробей, определенные по 


формулам (4), не зависят от выбора пар (а’, В”) и (а, В) в соотношениях (3} 
и выбора представителя дроби. 


КОЛЬЦА ЧАСТНЫХ АССОЦИАТИВНЫХ КОЛЕЦ 157 


Доказательство. Пусть (а°, В°) —такая отличная от (а’, В’) 
пара, что В°%х — аВ ЕГ. По определению, 


а ь  Ва-аь 
а В Ва 


„Для пары (В’», В°») найдется такая пара (4, 5), что 68’ — 48° 6 Г. 
Значит, 
58’ — 48° Е Г. 
Но тогда 
ба’В — ав ЕТ, да’ — @а° Е Г, 
8 (9’а р а’Ъ) — а (В‘а + а*6) = (8а’ — 44°) 6 - (88° — 48°) аЕ/. 
Следовательно, 


(В’'а- а, В’=) — (Вба -- а, В‘). 


Этим доказано, что 
Ва-- а’ _ Вба | а%6 


о 
Пусть теперь (49, В°) — такая отличная от (а, В) пара, что 
Ва — аВЕГ. 
По определению, г 
и ое 
Ас ван т 


Для пары (В, В°) найдется такая пара (е°, =), что вв — НЕ, 
<ледовательно, 
Ва — еб Е Г. 

По 

Ва — еаВ ЕТ, еба— ебабВ ЕС. 
Отсюда следует, что 

ваВ — еба3ВЕ1, ва — е'а° ЕГ. 
Таким образом, 
ваб — еб ЕТ, (аб, Ва) — (аз, Во). 


Первое утверждение леммы доказано. 
Пусть теперь (а, “) — (а1, ил), т. е. существуют такие элементы [6 Д 


и ^ 65, что 
Ла — 9. ЕТ, \№а— 14 61. 


Для пары (%., В) найдется такая пара (г, с), что са, —7ВЕГ. По опре- 


делению, 


Для пары (В’&, си!) найдется такая пара (г, ), что 


ов’а — го 6 Г. 
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По лемме 1, отсюда следует, что 


сВ’а — гса, © [. 
Кроме того, мы имеем: 


В’ — <аВЕ/, гзо, — г7В Г. 

Значит, 
са’В — гтВ 6 Г, са”== гг 6 [- 
Мы получаем: 
са’ — 7 Г, 

откуда следует: 

о (В'а + а’6) — г (за, -- тб) Е Г, 
так как 

в (Ва + а’5) — т (ва, -- гб) = (за’ — тг) в + оВ’а — гал. 


Таким образом, 


Для пары (а:, В) найдется такая пара (а, В), что Ва, — ав 6. По опре- 
делению, 


Для пары (Во, Ва.) найдется такая пара (”, с), что сво, — тва Е Г. 
Кроме того, мы имеем: 


гВа! — га8 Е Г, оВа — саВ Е Г. 


(Следовательно, 
ь 
в. 


а1 ь 


а ` В 
Второе утверждение леммы доказано. 

ЛЕММА 4. Совокупность дробей является кольцом с единицей отно- 
сительно операций, определенных формулами (А). 

Мы опускаем доказательство этой леммы ввиду того, что оно явля- 
ется слишком громоздким, а методы доказательства по существу не от- 
личаются от методов, использованных при доказательстве предыдущих 
лемм. Проверим только, какие дроби играют роль нуля и единицы 
этого кольца. Кольцо дробей будем в дальнейшем обозначать через Ва 


Его нулем является дробь <, где 261, $65. Очевидно, что (1, $) — 


а 
& 


— (1, $1), где #1 — прозвольный элемент из 1, а $, — произвольный элемент 
из ©. Произведение 


- Е т й 
где са — аз6 Г, равно а где 25 СГ, $265. Далее, 
2 


Й 


[2 
к] > 
а 

ы 

С 
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где 31 —г'ВЕГ, ‚ЕВ, с'’65. Но тогда г’ВЕГ и г’ЕГ. Следовательно, 


р а 13 


5 В 


где 361, 5369. Рассмотрим сумму 


где 5,8 —6;56Г. Для пары (518, В) найдется такая пара (1, с’), что 
5'6:8В — ВЕЛ, т. е. в’6, —ЕЕ6Г. Следовательно, 


с’ (61а — 611) — а = ('59. — Пас СГ, 


т..е 
51а 6 _ а 
В = В 
Аналогично проверяется, что 
7 а а 
ть 


й с 
Это показывает, что =: деиствительно играет роль нуля кольца Во. 


- $ 
Единицей этого кольца является дробь =. ге 565. Очевидно, что 


($, 5) — (51, 51), где $1 — произвольный элемент из 5. По определению 


где за — аз Е Г, аЕВ, 565. Для пары (58, 8) найдется такая пара (г’, с) 
что с'5В — г ВЕГ,т. е. 9з—тЕГ. Тогда 


х^ 


оза-гает, база ге 
5В В 
Таким же путем можно убедиться, что 
$ а а 
>в 
5 - 
Это показывает, что дробь -_ действительно играет роль единицы Д(.). 
ЛЕММА 5, Отображение ф, определяемое формулой ф (г) = = ‚ явля- 


ется 9-редуцирующим отображением кольца В в кольцо В‹;. 


$7 г 
Доказательство. Пусть $. (г) = - и фи (г) =--. Для пары (5, 51). 
найдется такая пара (г’, $’), что $'5 —7’5: @Г. Отсюда следует, что $'57— 
$г $1 


гг ЕГи = т. е. Фа (") = ф: (7). Это показывает, что отображе- 
1 


ние ф не зависит от выбора элемента $65. Очевидно, 


ф (т!) -Н $ (72) = $ (гл - г). 
Мы имеем: 
— 9 9% Г’ 5То 
Ф (та) ф (га) = =, 
где $'57, —г56Г. Для пары (5$,5’5$) найдется такая пара (>”, 5”), что 


’ 


579 — 7561, 5—1" Е Г. 
Отсюда следует: 
7" зто — Г’ зто ЕТ, 


160 В. П. ЕЛИЗАРОВ 
ДВО ПОВ ЕЕК я 


т.`е. $"577. — Г”Г’5Т. @Г. Но тогда 
; $712 
Ф (71) ф ("з) = ф (тата) = 5”. 
Это показывает, что ф является гомоморфным отображением кольца В 
в кольцо А»). 


- 551 
Пусть теперь $: — произвольный элемент из 9, ф(51) =-,. Так как 


И Е во Й 
$ м 51 5 . 


где 1 — единица колкца А», то в кольце В\» существует двусторонний 
обратный [$ (51) ' для произвольного элемента $ (51) 6$ (5). Так как эле- 
менты кольца А(;) имеют вид] 


то их можно представить ввиде [ (5)] *-Ф (г), где ф(5) ЕФ (5), Ф (г) Е Ф(В). 
Лемма доказана. 

ЛЕММА 6. Если ф’— произвольный 5-редуцирующий гомоморфизм 
кольца В в некоторое кольцо В’, то отображение ф, определяемое фор- 


мулой $(=) = [$' ($) *.$’(г), является таким гомоморфным отображе- 


нием кольца В(5) в кольцо В’, что ф(Ф(В)) =х (В). 
Доказательство. Пусть (г, $) — (ги, $1), т. е. существуют такие 
элементы г, Е В изо б5, что 5,5 — оз: @Г и $," — пог, Г. Отсюда следует: 


Ф' (50) ф' (г) = $’ (то) $' (71), Ф’ (50) $' (5) = Ф' (то) $' (81), 
так как 1С Г’, где [’— ядро гомоморфизма ©’. В силу того, что 


Ф' (о) = $’ (50) $' ($) -[$' ($1) ", 


существует обратный 


[ф' (по) " = $” (51) [$' ($7? [$ (50) *. 


Следовательно, 
(РЕ богу вов бог я о) = (2. 
Это показывает, что отображение ф не зависит от выбора представи- 


теля дроби - : 


По определению, 


Е 
(и) = а) 


где $'г, — Г’5о 6 Г, т.е. 


$ и 1 ы г [$' (51) * [ф’ ($). $’ (”’) -ф’ (г). 


С другой стороны, 


$ (2).4 (=) = ибо о-в вугея 6). 
Но 


Ф' (57°) -$' (11) =’ (/)-ф' (53), 
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Отсюда следует: 


Аналогично проверяется, что 


К И Е Г: 

ее 

Таким образом, отображение ф — гомоморфизм. 
Наконец, 


$(е()) = (7) = пог яя 
для любого элемента ге А. Следовательно, 


’ 
ф(Ф(В)) =Ф'(В). 
Лемма доказана. 
Кольцо А.) является обобщенным левым кольцом частных кольца 
В относительно системы 5. Этим теорема 2 доказана для кольца Р..). 


Доказательство теоремы для кольца А.) проводится аналогично. Отме- 
тим только, что операции сложения и умножения определяются сле- 
дующим образом: 

@3’- Ва” а ЬБ ав 


с = 18 ва’ 


где а8’ — Ва’ СТ и 6% — об СГ, ара’, БСВ, ао, В, а, 8'С5. Кроме того, 


т ре я = Бы Г5 
о 

Заметим, что ` кольце Я) нет собственных подколец, удовлетво- 
ряющих условиям а) и 6). Пусть К’— такое подкольцо кольца Аз). 


=. ЕВ с 
Тогда оно содержит все элементы ф (г) = си [$ (51)] Бизе ед, 


57 


7: 5 
$1 о, а значит и все элементы =‘, Т. ©. совпапает с кольцом 
ь з ав 


В). Аналогичное утверждение имеет место и для кольца А(,). 


$ 3. Однозначность колец В‹;) и В) и их изоморфизм 


ТЕОРЕМА 3. Если кольцо В имеет обобщенное левое (правое) кольцо 
частных В) (В), то последнее определено однозначно с точностью до изо- 
морфизма по Ни б. 

Доказательство. Пусть В(з) — некоторое другос обобщенное ле- 
вое кольцо частных кольца № относительно системы 5. Через $ обоз- 
начим 5-редуцирующее отображение кольца А в кольцо А), удовлет- 
воряющее условиям а) и 6), а через /, обозначим ядро этого отображе- 
ния. Существует гомоморфное отображение 4 кольца А) в кольцо А.) 
такое, что 


$(Ф(В)) = ®(П). 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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С другой стороны, существует гомоморфное отображение ф кольца 
В) в кольцо В») такое, что | 


$ (®(В)) =$(В). 


Отсюда следует, что [Г = 1. Если каждому элементу ф(") Е Ф(К) поста- 
вить в соответствие элемент ф, (") 6% (В), то, сопоставляя каждому эле- 
менту [$ (5) 1ф(г) Е В) элемент [фо ($) * (г) ЕВ, мы получим изо- 
морфизм колец А\;) и В). Теорема доказана. 

Пусть А, В, и В, — ассоциативные кольца и $: и ф› — гомоморфные 
отображения кольца А соответственно в В, и В5. Будем говорить, что 
В, изоморфно В» над А, если существует такой изоморфизм колец А, 
и В,, при котором образы одного и того же элемента кольца В соот- 
ветствуют друг другу. 

ТЕОРЕМА 4. Если кольцо В имеет кольца В) и В, то Ву Ве) 
над В тогда и только тогда, когда пересечение Г всех 5-простых идеалов 
кольца В совпадает с пересечением Т всех его 5-простых идеалов. 


Доказательство. Пусть кольцо А имеет кольца Аз) и Виза ой 
пусть Г = Г. Обозначим через ф 5-редуцирующее отображение кольца К 
в кольцо А.) с ядром Г, а через $ — 5-редуцирующее отображение коль- 
ца В в кольцо Ву)с ядром Г. Тогда 


В В — 
9в=т=теФ(В) 


Этот изоморфизм 0 таков, что 0 (ф(г)) =$(г). Кольцо В) можно рас- 
сматривать как левое кольцо частных в смысле Асано [см. (2)] кольца 
ф(В) относительно системы $(5), а кольцо В) можно рассматривать как 
правое кольцо частных, в смысле Асано, кольца $Ф(В) относительно си- 
стемы $ф(5). Если отождествить кольца $(И) и $(В), то из теорем 1 и 
6 указанной работы Асано следует изоморфизм колец А‹;) и В.) над А. 
Пусть кольцо В имеет кольца А\;) и В.) и пусть В—Аь) над В. 
Так как изоморфизм @ является изоморфизмом над А, то 0(Ф(г)) = 
—=ф(г). Пусть гЕ6/; тогда ф(г) =0 и $(г) =0, так как 0 — изоморфизм. 
Следовательно, гЕГ и ГГ. Аналогично, ГС Г. Теорема доказана. 


_В работе Асано (?) имеется пример неизоморфных над А колец В.) 
и В) 


$ 4. Некоторые свойства колец частных 


Если К — коммутативное кольцо, то его идеал Г 5-прост и 5 -прост 
тогда и только тогда, когда он не содержит элементов из 5 и когда из 
7; ЕТ, где гЕВ, 565, следует гЕГ. Пересечение всех 5-простых идеалов 
коммутативного кольца есть также б-простой идеал, состоящий из всех 
таких элементов ГЕК, что 75 =0 хотя бы для одного элемента $ 65. 
Отсюда следует, что обобщенное левое кольцо частных В) в коммута- 
тивном случае всегда существует, совпадает с правым обобщенным коль- 


цом частных А.) и с кольцом частных, построенным А. И. Узковым ых 
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Если система 5 не содержит делителей нуля кольца В и кольцо В 
удовлетворяет условию Асано [см. (?)], то нулевой идеал является 


5-простым (5-простым) идеалом. Отсюда следует, что всякое кольцо, 
имеющее левое (правое) кольцо частных в смысле Асано, имеет совиа- 
дающее с ним обобщенное левое (правое) кольцо частных; 

Приведем пример некоммутативного кольца, которое имеет обобщен- 
ное левое кольцо частных относительно системы 5, содержащей делители 
нуля. Пусть К — произвольное тело. Рассмотрим кольцо матриц вида 


а: а» 00 
По бо. 0..0 
Уи 
ООО 


где а; и а — произвольные элементы из К. Это некоммутативное коль- 
цо обозначим через Н. В качестве мультипликативно замкнутой системы 
5 возьмем совокупность матриц вида 


206 0 
иЕы К, 
ЕГО 16 
010-500 


где а11 и 4. не равны нулю. Система 9 очевидным образом содержит 
делители нуля кольца А. Рассмотрим двусторонний идеал [ кольца АД, 
состоящий из матриц вида 


где а — произвольный элемент из К. Легко проверить, что идеал / 
5-прост и совпадает с пересечением всех 9-простых идеалов кольца В. 
Следовательно, кольцо А имеет кольцо И‹.). 

Рассмотрим некоторые свойства кольца В»). 

ТЕОРЕМА 5. Если кольцо В имеет кольцо В‹;), то центр # кольца 
ПВ) состоит из тех и только тех элементов, которые перестановочны со 
всеми элементами из ф(В). 

Доказательство. Если ЕК.) и дЕД, то т.ф(т) = (т)2 для 
любого элемента $ (г) Е Ф(В). Пусть теперь хе В) и перестановочен со 
всеми элементами из Ф(В). Предположим, что 262. Тогда существует 
такой элемент У@Л\.), что ху = ух. По определению кольца А‹;), суще- 
ствуют такие элементы $(7)6Ф(В) и $(5)6$(5), что $(5) у= (т). Но 
тогда 

($ (5) 2)у = (2$ (5)) у = 2 ($ (5) у) = ($ (5) у) =. 
Следовательно, $(5) (ху — ух) =О0 и лу = ух. Полученное противоречие 
показывает, что ЕЙ. 

ТЕОРЕМА 6. Если кольцо В имеет кольцо В), то единственным 
эндоморфизмом кольца В (в), оставляющим инвариантным кольцо $(В); 
является тождественный автоморфизм. 

0% 
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Доказательство. Пусть у — произвольный эндоморфизм кольца 
В), оставляющий инвариантным кольцо ф(В). Предположим, что эндо- 
морфизм ‘\ не тождественный. Тогда существует такой элемент ХЕД‹.,, 
х6Ф([), что 21 = х. По определению кольца А\.), существуют такие эле- 
менты $(5)6$(5) и $(г)6ЕФ(В), что 


д = [$ (5) *-9 (г), $(5$)2=(7). 
Но тогда 
(ф(5$)?)т=Ф(т-ат = $ (5) з1= ф(т)4= $ (5). 
Следовательно, ф (5) (2 — 2) =0 и 21 =х. Полученное противоречие до- 
казывает теорему. 
Рассмотрим случай, когда система 5 состоит из всех регулярных 


элементов кольца А. Кольцо В‹;) в этом случае обозначим через А. 


ТЕОРЕМА 7. Если. В=» _Пь, где В, — кольцо, имеющее кольцо В,, 


ЕВА 
п 


то кольцо В имеет кольцю В= У В, 
И 
Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно уста- 


новить, что все регулярные элементы кольца В имеют двусторонние 
в п 


обратные в кольце р В; и для любого элемента х6 У В; найдется 
ь © 5 
$ —1 1=1 
такой регулярный элемент ^6 К, что \хЕВ [см. (?)]. Элемент хЕЁЕ яв- 
ляется регулярным тогда и только тогда, когда все его компоненты 
регулярны. Пусть 26 В; —Г-я компонента регулярного элемента х. 


В кольце А, существует 21‘. Значит, элемент 


и является двусторонним обратным для х. Пусть теперь у — произволь- 
% 


ее \л о > Ю 
ный элемент кольца >) В;. Для каждой его компоненты у; ЕВ; суще- 
=1 
ствует регулярный элемент \ 6 А; такой, что \№у: ЕВ: Следовательно, 
п 


\) > 
= Г ^; — регулярный элемент из А и ^уЕДА. Теорема доказана. 
=1 
ТЕОРЕМА 8. Если В — коммутативное кольцо, содержащее хотя бы 
один регулярный элемент, или ассоциативное кольцо без делителей нуля, 


имеющее кольцо В, то (В), = (В)»„, где ()„— символ полного кольца 
матриц п-го порядка над соответствующим кольцом. 


Доказательство. Если В коммутативно, то А всегда существует. 
Если матрица АЕ(В)„ и не является делителем нуля в (В)„, то ее оп- 
ределитель | А| — не делитель нуля в А, а значит, и в В. Следовательно, 
А — не делитель нуля ив (А)„. В кольце В существует ГА и имеет 
место соотношение 


АА = А АА 


’ 


х 
где А — присоединенная матрица [см. (3), (4)]. Следовательно, любой 
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регулярный элемент из (А), имеет двусторонний обратный в (В). 
Если я: А, =1,..., п?, то существует такой регулярный элемент ЕЛА, 
что \х; 6 В [ем.(?)]. Следовательно, для любой матрицы В 6 (В)„ существует 
регулярный элемент ^Ё Е (Ё)„ такой, что ^Е.ВЕ(В)„. Это означает, что 


(В)„={@®В),, и утверждение теоремы для коммутативного случая доказано. 

Если В — ассоциативное кольцо без делителей нуля, имеющее коль- 
цо А, то А — тело. Пусть матрица АЕ(А)„ и не является делитблем 
нуля. Предположим, что она — левый делитель нуля в (В)». Тогда она 
является также правым делителем нуля в (В)„ и, следовательно, пра- 
вым делителем нуля в (А)„, чего нэ может быть. Одновременно пока- 
зано, что А — не правый делитель нуля в (В)» [см. (5), стр. 119—128]. 
Поэтому существует А- (В). Доказательство того, что для любой 
матрицы В из (В)„ существует такой регулярый элемент ХЕ 6 (А)„, что 
хЕ.ВЕе(В)„, проводится так же, как и в коммутативном случае. Тео- 
рема доказана. 

ТЕОРЕМА 9. Пусть 5, Ти А — такие кольца, что 5 2ТЭВи 
5 = А; тогда 5 = Т. 

Доказательство. Пусть # — произвольный регулярный элемент 
кольца 7. Так как 5=Ви Те5, то =\ 1х, где гЕВ и Х— регу- 
лярный элемент из А. Очевидно, что г и ^ — регулярные ` элементы в 7. 
Следовательно, в © существует г\, а значит в © существует #1 = г". 
Для любого элемента $65 найдется такой регулярный элемент ГЕА, 
что 736 В. Так как АСТ, то это означает, что для любого элемента 
$ 65 найдется такой регулярный элемент Ё СТ, что ГзЕТ. Теорема до- 
казана. 

Утверждения, аналогичные утверждениям теорем 5—9, имеют место 
и для кольца Л»). 


$ 5. Идеалы кольца В и идеалы его кольца частных 


Пусть А — кольцо, имеющее левое (правое) обобщенное кольцо част- 
ныхА.,) (В) относительно системы 5. Если Г(М)— левый (правый) 
идеал кольца В, то через [^ = В‹).>(Г) (М‘=+(М)-В.)) обозначим 
левый (правый) идеал кольца А(з) (В), порожденный множеством 
Ф(Г)) ($(М)), где фи $ имеют тот же смысл, что и в теореме 4, и на- 
зовем его расширением идеала Г(). Если Г.) (М(‹)) — левый (пра- 
вый) идеал кольца у) (В), то через 4) =" (М П Ф(В)) (Ме = 
—$Ф'(М, П$(Ё)) обозначим левый (правый) идеал кольца А, который 
назовем сокращением идеала Гл.) (М(5)). Идеал 2 (М) кольца В назовем 
сокращенным, если Ё=1Г”“ (М=М“”), а идеал Гл.) (М) кольца 
В) (В) назовем расширенным, если Г) = /4з) (М = М). 

ТЕОРЕМА 10. Если кольцо В имеет левое (правое) обобщенное коль- 
цо частных В‹з) (Ве), то: 

1) для любого левого (правого) идеала Г(М) кольца В идеал Г (М“°) 
состоит из тех и только тех элементов ВЕ В, для которых найдутся 
такие элементы $65 и 1ЕГ, (ТЕМ), что $6 —1Е6Т (68 —тЕГ); 
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2) левый (правый) идеал (М) кольца В является сок ращенным тогда 
и только тогда, когда из 5" —161 (15 —тЕ1) следует тЕЁ (ГМ); 

3) все левые (правые) идеалы кольца Вцз) (В) расширенные; 

4) между множеством всех сокращенных левых (правых) идеалов коль- 
ца В и множеством всех левых (правых) идеалов кольца В) (В) можно 
установить взаимно однозначное соответствие. 

Доказательство. Пусть / — 5-простой идеал кольца К, являю- 
щийся пересечением всех 5-простых идеалов кольца А, т; А»), где 
= |, И: ТОГДА 


х: = [$ (5) 1$ (7%), 


где С и мЕВ. Для элементов 5% 65 и $, 65, по определению идеала 
Т, найдутся такие элементы $65 и г’ЕК, что г’ 51 — $55 Е Г, т. е. 


$(»’)$ (51) =$($) $ (5%) =$(5), 
где $ = 5'5. Пусть для =1.,...п— 1 существует такой элемент ф(5' 
что 

$(5') = Ф(1) 9 ($), 
где г; К. Для $(5’) и $(5„) найдутся такие элементы $(5”)6$(5) и 
$(””) ЕФ(В), что 
$(”") $ (5") =$(5") $ (5). 

Тогда 

$(5) =$(5')Ф(5') =$(7+) $ (5), 
где 

Ф() = (5"). $(*), =... п 4. 


Таким образом, 
$ (5) =$(74) $ (5), 
где =1,...,п иг, = №”. Следовательно, ф (11) $ (54) т = (т) ф(г;), т. е. 
$(5) + = (м), 
где ф(т:) *(В). Последнее равенство, если обозначить ф(5) =$(5), по- 
казывает, что для любого конечного числа элементов 2:6 В..) сущест. 
вует такой элемент ф(5) 6ф(5), что ф (5) 21 = Ф(т:), где ф (т) 6Ф(В). 
е ес — 
Так как М=А (Ри 1“ =9"(ВьФх(Ь) ПФ(В)), то для любого 
элемента 6ЕК такого, что ВЕ 1.°, 
$ (5) ЕВ (Г) = 1». 


Таким образом, 
(5) = У (1), 


где В Е Вь. ЕВ и сумма берется по всем элементам [:6[, причем 
только конечное число г® — х отлично от нуля. Существует такой эле- 
мент $ (5) @Ф(5), что $(5) г® =Ф(*»;). Значит, ф (5) :Ф (5) =Ф(0, где 16Г. 
Следовательно, ф(56 — 1) =0и 56 —161. 

Пусть для элемента Бе А нашлись такие элементы 569 и [6Г, что 
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$6 —1ЕГ. Тогда 


$(5)Ф (9 =$(1, $(6) = $) ЕВьФ(Р) = ГЬ, 
откуда следует, что 
ФВ Е Аьх(Р) Пз(В), БЕФ" (Вых (Г) П +(В)) = 1. 

Первое утверждение теоремы доказано. 

Пусть теперь из 5" — 161, где 569, геВ и 1ЕГ, следует гЕГ, и 
пусть 6ЕВ, БЕГ”. Тогда, в силу условия 1) теоремы, найдутся такие 
элементы 565 и ГЕГ, что 56 —ГЕГ. Значит, БЕЁ и [°С Г. С дру- 
гой стороны, ЁС [/°°; следовательно, [/° = [.. 

Пусть Г, = *° и 5" —16Г. Тогда 


ф (5) Ф(г) =Ф{0, $(7) = ФГ Ф(ПЕВь (Г) = Г. 
Следовательно, 


Ф(") Е А Ф(Г) Пх(Е), гЕФ' (ВФ (Г) ПФ(В)) = Г" = Г. 
Отсюда вытекает, что геГ. Второе утверждение теоремы доказано. 
Пусть Г) — произвольный левый идеал кольца А) и 6/4). Так 
как 2’ = [$ (5)] *ф(г), то ф(г) Е Гл.) и хе [$ ($) *[4.). Но 


Ц =Ф" ([) ПФ(В)), т. е. Гл = ВФ (5) ` = Во ([ь) П Ф(В)). 


Следовательно, 2’ 45) и 1) С 14»). С другой стороны, если 2620), то 
хеВ.,) (Г) Пх(В)), т. е. ХЕ, и [С Ца. Отсюда выводим: 

а = Ы. 
Третье утверждение теоремы доказано. 

Каждому левому сокращенному идеалу Г, кольца А поставим в соот- 
ветствие идеал [^ кольца А\;), а каждому левому идеалу [4.)) кольца 
Ве) поставим в соответствие левый идеал [Г4.) кольца НЙ. Для доказа- 
тельства последнего утверждения теоремы достаточно показать, что 
идеал [\.) является сокращенным. Пусть А и 4, — левые идеалы 
кольца В) и АС А..Так как 4‘ =Ф'(А По(В)) иА. = (А.П $(В)), 
а А, ПФ(В)2АПФ(В), то А°С 41. Мы имеем: 


А” = Въ (А П(В)) = АП Вы (В). 


Отсюда следует, что АО А”, а значит А‘ С А°. С другой стороны, 
А°°° — (А°)*, т. е. А°®° = А°. Последнее утверждение теоремы доказано. 

Доказательство теоремы для кольца В) аналогично. 

Следствие 1. Каждый сокращенный левый (правый) идеал кольца 
В содержит идеал Г(Т). 

Следствие 2. Все 5-простые (5-простые) идеалы кольца Е сокра- 
щенные. 

Следствие 3. Если в кольце В выполнено условие обрыва цепей для 
сокращенных левых (правых) идеалов, то в кольце В‹) (В) выполнено ус- 
ловие обрыва цепей для всех левых (правыз) идеалов. 

Доказательство этих следствий очевидно, 

Следствие 4. [+В (М№- Въ) тогда и только тогда, когда 
/ — $6 1(т — 61) для любых элементов 365 и 16[ (тЕМ). 
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Доказательство. Если [^ = А) ф(Ё) = В, то 
1“ =$1(ВыФ(Ё) ПФ(В)) = В. 

Отсюда следует, что для любого элемента ге существуют элемен- 
ты 565 и [6Г, такие, что 57 — 16 Г. Положим г = 5'65; тогда 55' 161 
и 5 — [6 Г, где 565, 5 = $5. 

Пусть [° -Е Рё, т. е. [* = Вы) Ф(Ё) = Въ. Пусть {[ — 561, где $6 Ай 

е 
161. Тогда $() =$(5) и ВьФ(0 =[ 58% $(9 91, т. е. = Вы. 
Полученное противоречие доказывает утверждение для кольца В). Для 
кольца А.) доказательство аналогично. ^ 

Рассмотрим две операции: одну — для левых идеалов кольца В, дру- 
гую — для левых идеалов кольца А(;). Пусть С и [, — левые идеалы 
кольца А; тогда 

И Ы = В (Ф(Р) + $ (Г), 


(Е- 11) = Вых (Ё- 11) = В (Ф(Ё) + +(1.)). 
Следовательно, 
(Е 1) =РМ- И. 


Пусть А и В — левые идеалы кольца А). Тогда 


А° ПВ =$*(АПУ(В)) ПФ *(ВПФ(В)) =$1*(4А) ПФ" (В) ПВ, 


(АПВ)’=Хх*(АПФх(В) ПВПУ(Е)) =$ (А) ПФ" (В) П В. 


Следовательно, 
СА Ву АЗ ЙЬВ 


Эти соотношения показывают, относительно каких операций для идеа- 
лов колец А и В.,) соответствие условия 4) теоремы является изомор- 
физмом. 

Пусть А — двусторонний идеал кольца А, для которого существует 
кольцо А(,). Через °А° обозначим двусторонний идеал кольца В‹з), по- 
рожденный множеством $(.А). Его можно записать в виде 


О, За 
я в) } 
где и п еРо кА и все суммы, входящие в это выражение, со- 
7 ) ) 
стоят из конечного числа членов. 

ТЕОРЕМА 11. Если кольцо В имеет кольцо Ву) и АР1Т— такой 
двусторонний идеал из В, что $—16А ни для каких элементов 365 и 
т6Г. то кольшо В[А имеет обобщенное левое кольцо частных относитель- 
но системы (5), где }— естественный гомоморфизм В на В/А. При 
этом (В/А) (зу) = ВАА", 

ПЛоказательство. Рассмотрим систему 7 (5) = {5 А/А}. Она 
мультипликативно замкнута в А/А и не содерхит нуля этого кольца, 
так как АП о пусто, т. е. 1(5)) А. Следовательно, имеет смысл гово-‘ 
рить о построении кольца частных (В/А) (5). 

Пусть ф — снова 6-редуцирующее отображение кольца В в: кольца 
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В с ядром ТГ. Посредством ф(г-+ 4/4) =$(г)- °А°/°А° опре- 
делим гомоморфизм $ кольца ЙВ/А в кольцо ВА’. Пусть | — 
естественный гомоморфизм кольца А\.) на кольцо В(.)/”А“. Тогда 


Г $(") = $1 (г) 
для любого элемента ге В. Ядро гомоморфизма ]’ есть идеал °А”. Сле- 
довательно, ядро гомоморфизма Гф состоит из тех элементов ГЕ В, для 
которых ф(г)6“’А’. Так как (°4°)°’ =! ({ф(4)} ПФ(В)), то Ф(^)Е°А* 
означает, что ге(°°)°. Таким образом, ядро гомоморфизма &/ 
есть идеал (°А°)’и ядро гомоморфизма ф есть идеал (°А°)“/А. Пока- 
жем, что отображение ф является ](5)-редуцирующим отображением 
кольца А/А в кольшо В‹„)/°А°. Рассмотрим 


$/ (5) =7$(5). 
Так как элементы $(5)6$(5) имеют обратные в В‹., то элементы 
71$ (5) Г $Ф(5) имеют обратные в Р\.)/“А°, следовательно, в ВА“ 
имеют обратные и элементы $](5)6$/(5). Пусть теперь г. 1 °А“/° А’— 
произвольный элемент из А\,)/*А°, г. В). Это значит, что 


ге °А°/° А® = [$ (1 (г) + ° А" А®, 
где $ (5) 6$ (5), ф (г) ЕФ(В). Но | 
$ (7 (5)) = (5) + °4°/^4°, $(1()) = (г) + °4°/° А; 
следовательно, 
[$ (7 (5) *-$ (1 (г)) = [$ ($): Ф (г) ° АА. 


Поэтому любой элемент из Л\./’А’можно представить в виде 


[$ (7 (5)) 1$ (7 (^))- 
Таким образом, утверждение доказано и идеал (°А“)’/А является] (5)- 
простым идеалом кольца А/А. Покажем, что он принадлежит любому 
71(5)-простому идеалу {[’ этого кольца. По теореме 10, для элемента 
ЬЕ(°А°)’ найдутся такие элементы 565 и аЕА, что 36 —аЕГ. Тогда 
произвольный элемент из (°А°)°/А имеет вид 5 -- А/А, где Ь удовлетво- 
ряет условию $6 —аЕ[. Отсюда следует: 

7 ($) 1 (6) =з Е А/А.6-- А/А = 36 + А/А—а- А/А =1-+ А/А = АГ 
и, по определению 1 (5)-простого идеала, 6-1 А/АЕГ’, т. е. (°.А°)/АсГ. 
Следовательно, (°А“)°/А — пересечение всех / (5)-простых идеалов кольца 
В/А. Таким образом, существует кольцо частных (А/А)‹(з)), в кото- 
рое кольцо А/А отображается гомоморфно с помощью некоторого /(5)- 
редуцирующего отображения $’с ядром (°А“)°/А. Предыдущие рассмот- 
рения показывают, что в качестве $’ можно взять $, а тогда 

(В/А) кз) = Ве". 
Теорема доказана. 
Аналогичную теорему можно доказать и для кольца В). Теоремы 
10 и 11 являются перенесением на некоммутативный случай результа- 
тов, которые можно найти, например, в книге ($) (стр. 223—227). 
ТЕОРЕМА 12. Пусть кольцо В имеет кольца В) и В), причем 
Вь- Ве над В, и пусть А — двусторонний идеал кольца В, который 
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- < е 
является сокращенным как правый идеал. Тогда левый идеал А’, порож- 
денный в вольце В) множеством Ф(А), является двусторонним идеалом. 

Доказательство. По определению, 


ие — = Ф (А) = {> го аа) , 


где ге Вь, а. Е А. Пусть а° — произвольный элемент из А‘ и х — про- 
извольный элемент из В(.). Нужно показать, что а ‘хе А’. По условию 
теоремы, для любых элементов ЕЁ и $65 найдутся такие элементы 
ГЕЕВ и $65, что т$'— 5" Е/=Г. Можно считать, что х = [ф ($) (г). 
Так как $(г)-Ф(5’)=$($)-ф(г’), то 

2$ (5') = [$ ($) * $ (т) ф (5) = [$ (571$ ($) ("') = (7), 


т. е. д=$(7') [Ф(5$’)Г". Рассмотрим произведение 
и 


ма= У ее = 2 Фа) (ГА. (а) 0") (Г. 


Для элементов г найдется такой элемент ф (5) 6ф(5), что 


$(5) т =Ф (9. 
Но тогда 


би = х Ф(") (в) = [ф (аа "+: ЕФ(ь а» "$ (Е 


ПЕ 
Так как а;6А, то т; а: 7 "На. СИ. ре. 
$ (5) аед = [$ (а) +. --- $ (а») (5) Г = Ф(а) $ (5), 
где аЕ А. Отсюда следует, что 
аех == [$(5) 1$ (а) [$ (5) *. 


Но $(а) (7) ЕВ), т. е. найдутся такие элементы ф(5,)6Ф (5) п 
$ (то) Ф(В), что 


ф (а) [$ (5) = [Ф (5%) * ф (то). 
$ (10) Ф(5') = (5%) $ (а) =$(а’), 


Значит, 


где а’ 6 А. Следовательно, гуз’ — а’ Е[ и, так как А — сокращенный пра- 
вый идеал, 6 А. Отсюда выводим: 


а°х = [9 (5) [$ (5) 1$ (то) 6 ВьФ(А) = 4°. 
Теорема доказана. 


Поступило 
27.1У. 1959 
ЛИТЕРАТУРА 
Узков А. И., О кольцах частных коммутативных колец, Математ. 
22 (64): 3 (1948), 439—441. 
Азапо К., Оъег 41е Опоменевь Чите уов Зошейчиеепт, Тоигп Маш. $0с. о! 
Тарап, 1, №2 (1949), 73—79. 
3 МеСоу М№., Сопсегише шам1сез \ИВ е]ешепёз ш а сошшщамуе гие, ВшШ] 
Ашег. Ма. $0с., 45 (1939), 280—284. 


а мо №, 0118015 оЁ 2его ш шай1е гиоз, Ви. Ашег. Ма. $ос., 47 (1941), 


Ва н- д ер- Варден Б. Л., Современная алгебра, Москва, т. 2, 1921. 
Даг13К1 О. ап Зашие! Р., Сомащайуе а|оеъга, Репсебоп, \01. 1, 1958. 


сборн., 


Го 


5 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
24 (1960), 174—202 


С. С. БЮШГЕНС 


ГЕОМЕТРИЯ НЕУСТАНОВИВШЕГОСЯ ПОТОКА СОВЕРШЕННОЙ 
НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 


(1] редставлено академиком П. С. Александровым) 


В настоящей работе основные уравнения неустановившегося тече- 
ния совершенной несжимаемой жидкости преобразуются к подвижному 
реперу при помощи теории внешних” дифференциальных форм. В таком 
виде уравнения гидродинамики удобны для изучения геометрической 
структуры потока, 1 в этом направлении здесь даются некоторые их 
приложения; в отдельных случаях геометрическое исследование струк- 
туры потока может давать примеры точного решения уравнений гидро- 
динамики. 


Введение 


ра 


В работе автора (?) изучалась геометрическая структура стационар- 
ного потока идеальной несжимаемой жидкости под действием консерва- 
тивных внешних сил и была установлена новая форма основных урав- 
нений гидродинамики с помощью метода подвижного репера и аппарата 
внешних дифференциальных форм. Однако приведенные там формулы 
для дифференциально-векторных операторов ‘градиента, дивергенции, 
ротора) в референции, неизменной по времени, будут уже непригодны в 
том случае, когда характеристические функции нестационарны и зави- 
сят от времени, т. е. при неустановившемся течении. Можно было бы 
прежние формулы поправить добавлением во внешних произведениях 
множителя, равного дифференциалу времени 4, но для обеспечения в 
приложениях наибольшей свободы выбора репера удобнее ввести рефе- 
ренпию, зависящую также от времени. С помощью обобщенных формул 
для указанных операторов можно записать’. основные уравнения и для 
случая неустановившегося течения, а следовательно, ставить и решать 
методом Картана разнообразные вопросы о геометрической структуре 
этого течения. 

Как известно, в установившемся течении жидкости, плотность кото- 
рой зависит только от давления, всегда сущебтвует некоторое семейство 
поверхностей (вихретоковых), на которых располагаются все линии тока 
и все вихревые линии. 

Назовем вихретоковой плоскостью какой-либо точки области течения 
плоскость, проходящую через эту точку и содержащую как направле- 
ние скорости, так и направление вихря. Тогда, очевидно, для стацио- 
нарного течения семейство вихретоковых поверхностей огибается комп- 


лексом вихретоковых плоскостей. Мне представляется целесообразным 
и для неустановившегося течения ввести понятие вихретоковой плоско- 
сти точки для каждого данного момента времени. Конечно, при неуста- 
новившемся течении комплекс вихретоковых плоскостей для данного 
момента времени вообще не огибает какого-либо семейства поверхно- 
стей. Мною найдены примеры неустановившегося течения жидкости, 
которые показывают, что и для некоторых неустановившихся потоков 
возможно существование либо семейства вихретоковых поверхностей 
для каждого данного момента времени, либо даже стационарного семей- 
ства, не зависящего от времени. Таким образом, может быть поставле- 
на задача об отыскании таких неустановившихся течений, которые до- 
пускают существование вихретоковых поверхностей того или другого 
из указанных двух типов. 

В своих работах я имел в виду систематически изучить геометриче- 
скую структуру течения жидкости и дать общие приемы подобных ис- 
следований. В качестве первых шагов как в работе (?), так и в этой 
работе я ограничиваюсь простейшим примером совершенной несжимае- 
мой жидкости; однако предлагаемые мною методы применимы и в дру- 
гих случаях. Так, Н. И. Алексеев (3), (4) использовал эти методы в 
некоторых задачах для стационарного вязкого потока, профессор Уни- 
верситета в Яссах Георгиев (5) в своих работах данного направления 
рассматривал стационарный сжимаемый поток. Некоторые общие свой- 
ства векторных полей скорости и вихря течения совершенной жидкости 
изучал М. СоБаги ($), (7), но его работы мне известны лишь по очень 
краткому реферату из Ма. Вемежз. 


ГЛАВА Г. ОБЩИЕ ФОРМУЛЫ 
$ 1. Система референции и дифференциально-векторные операторы 


1 Произвольную точку М пространства, определяемую связанным 
вектором ОМ = М относительно некоторого начала О, будем. считать 
зависящей только от ее координат (декартовых или любых других); 
тогда и вектор АМ смещения точки будет линейной однородной фор- 
мой дифференциалов только от трех выбранных точечных координат. 


С каждой точкой М в любой определенный момент времени # свя- 
жем ортогональный репер единичных векторов /1, /., [., каждый из 
которых зависит от четырех переменных: трех координат точки М и 
времени {. 


Для произвольного элементарного перемещения мы имеем: 
аМ = в Га, (4:0) 
А О Е (1.2) 


Здесь формы Пфаффа р, 4, г линейны относительно дифференциалов 
всех четырех независимых переменных: трех точечных координат и вре- 
мени {; что касается форм 


во = ПОМ, = ГаМ, = Г.аМ, (1.3) 
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то они, в силу указанного их происхождения, содержат только диффе- 
ренциалы точечных координат; коэффициенты же этих дифференциалов 
могут содержать все четыре основные переменные. 

Разумеется, перечисленные формы удовлетворяют обычным уравне- 
ниям структуры 


Я 3 2 3 ит 3 1 2 
(66) = 70% — 9%, (5) = ро — го, (00) = 9% — ро, (1.4) 
/ / 
А — 100 (1.5) 
(Внешние произведения форм Ифаффа мы пишем как обычные произве- 
дения без дополнительного символа.) 
В дальнейшем будем считать, что 
6 — 00 65 6% = 0. 
Введем обозначения: 
[22 т [22 
р= Рава -- ра, Ч = 9.0% + 94, Г == Табо + та (1.6) 
и положим 
Е 
< — 90 06000 Е. 
Отметим, что два первых уравнения структуры (1.5) при подстанов 
ке выражений (1.6) в развернутом виде будут иметь такую форму: 


(Ар: — р» - ди" + 239) 0% + (ар + р — 43" — рза) во 
+ (ар; — 43" — р14 - Рэр) в - (@ра — 44") а: = 0, 
(7) 
(44: + ру — 4э" --9з9) в% - (94 -- рэ + 91" — 4з6)% + 
- (443 - Рзт — 914 - 4эР) 6% -- (444 Е рат) @ = 0. 

2. Возьмем какую-нибудь скалярную функцию ф, зависящую от ко- 
ординат точки и от времени #. Скалярвое произведение ее градиента 
ота4ф на произвольное перемещение точчи ЯМ дает полный дифферен- 
циал 4$, из которого выброшен член, содержащий дифференциал 4. 
Таким образом, градиент будет определяться соотношением с внешними 
произведениями: 

отаафАМ а = 4$ 4. (1.8) 


Как вектор градиент может быть разложен по векторам репера: 
отадф = АГ; + ВГь - С[ь, 
п тогда соотношение (1.8) дает: 
( Аб —- Вез -- Свь ) @ = 404. 
Умножая обе части этого равенства внешним образом поочередно на 
внешние произведения (0%, 0% 0%, 60%, мы найдем: 
Ат = 00а, Вх = 0% дар, Ст = в д афай. 


Таким образом, градиент любого скаляра ф может быть представлен 
через внешние произведения основных форм репера и дифференциала 
ЧЕ следующим образом: 
р 1 
(Глозо8 -- 15 ово -- 13 @10р) 4`ф@ 


отайф = р (1.9) 


т 
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а в таком случае оператор Гамильтона \У изображается символом: 


5 (11 бов -- Тобол + Г 3016?) 4 


= = Е (1.10) 
3. Возьмем какой-либо вектор | 
® = Иа. 
Его дифференциал можно представить в виде: 
ай Иа (1.11) 


где для краткости введены обозначения форм: 


7: — ау: — Уз ++ Уз, 
2 — аи? — Узр-- У, (1.12) 


При помощи полученного выше оператора Гамильтона \У легко по- 


лучить выражения для дивергенции и ротора вектора Г: 


<@УЙ = (О 71.4 мб Иа -Ь 2 «ё 73) ЧЕ, (1.13) 
стоьЙ = [, (6% «1 Уз е ве 7?) аЕ-- 
++ Г, (1 о РЕ — в 8 Из) Е-Е [3 (02 03 Т? — 08 в, 71) 4. (1.14) 


4. Отметим одно существенное для дальнейшего обстоятельство. Так 
как формы 650. 5, 6% не содержат, по условию, дифференциала 4, то 
дифференциал какого-либо вектора Й (или скаляра $) по основным фор- 
мам репера должен представляться в виде: 


И 5 - 97 
Умножая это соотношение внешним образом на внешнее произведение 


1 
5 = 0005, 
мы получим: 


ЧУ = т (1.45) 

или, для скаляра, 
О ЩЫ дФ , 
$ 60 60 60 = — р т. 1.15’) 


Таким образом, частная производная первого порядка по # какого-либо 
вектора или скаляра может быть выражена внешними произведениями 


его дифференциала и основных форм репера. Для дальнейшего это важ- 
но потому, что в классических уравнениях неустановившегося течения, 
подлежащих нашему преобразованию, как раз встречаются частные про- 
изводные по времени от скорости и вихря. 

5. Внешнее дифференцирование форм (1.12) приводит к соотноше- 
НИЯМ: 


3) — И! =0, (1.16) 
4 
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Эти соотношения выполняются тождественно, если заданы компонен- 
ты И, У?, Уз вектора Т, однако они будут необходимыми условиями 
для этих форм, когда они ищутся или задаются своими разложениями 
по основным формам репера. 

6. Нетрудно видеть, что все формулы этого параграфа остаются 
справедливыми, если с [каждой точкой пространства мы свяжем ло- 
кальный репер, не зависящий от времени {; в этом случае мы должны 
лишь считать, что 


Ра = 94 —= Та — 0. 
$ 2. Основные уравнения гидродинамики в общей референции 


1. Будем предполагать, что внешние массовые силы, действующие 
на жидкость, консервативны, т. е. имеют потенциал (, так что 


Е = — отад 0. 


Введем обозначения для компонентов вихря: 


ю = -тоь 7 = о, 


где У — скорость, и для полной энергии частицы 
а 
И = У? + 2 в 


в случае, когда р =/(р). Тогда уравнение Громеки — Лэмба можно за- 
писать в векторной форме: 


ое + дтааН = 27 Х 6; (2.1) 


если его умножить на внешнее произведение т основных форм репера, 
то по формулам $ 1 оно принимает вид: 
(Го 08 -- То 0865 - Т5 65 05) аН а = ай + (Их о) (2.2) 

и распадается на три скалярных уравнения: 

02 63 АН 4 = 718 +2 (7263 — ИЗа?) т, 

08 отаН 4 = 726 - 2 (Узвт — У13) т, (2.3) 

0ё 02 АН 4 = 735 | 2 (У1%? — Тат) с. 
Эти уравнения можно объединить в одно уравнение Пфаффа 


ЭН 
где Н. — вспомогательная функция, по существу равная 5., а коэф- 
фициенты Н,, Но», Нз определяются формулами (2.3) и могут быть пред- 
ставлены в следующем виде: 


НР — С: + Уи, — У34а + 2 (8—3), 


Н, = — 97 4 Иер — Узи 2 (зая — У), (2.5) 


Но 9 Уч, — Зри -- 2 (и? — Уз). 
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Компоненты вихря определяются соотношениями: 
ра т 
2615 = (и «УЗ — 65 ©?) Е, 
1 2 я 3 
2025 = (65 7" — во ®0 3) 4, (2.6) 
263т = (2 ®37? — 8 63 И) 4. 
Уравнение неразрывности течения при р = с015 представится в виде: 
(008 ИТ -Е 98 05 Й? Е 600 623 И?) 4 = 0. (2.7) 
Компоненты вихря удовлетворяют аналогичному условию: 
(оборо: -- 63 066? -- 05 63) а# = 0, (2.8) 


если мы введем для них формы Пфаффа 1, 6, 63, подобно формам 
(1.12) для компонентов скорости. 

2. При постановке геометрических задач для потока иногда удобнее 
пользоваться уравнениями, содержащими лишь кинематические элементы 
потока (скорость и вихрь) и не содержащими их динамических элемен- 


тов (силы и давления). Если мы сравним роторы обеих частей уравнения 
Громеки — Лэмба (2.1), то получим уравнение Гельмгольца 


д — — 
= тов (Г Х 0), (2.9) 


которое является условием интегрируемости уравнения (2.1) относи- 
тельно функции Н. В силу условий 


буи 0: Чо -=0, 


правая часть уравнения (2.9) может быть преобразована, и уравнение 
примет вид 


5% —(У)Р—(У)6. (2.9') 


Умножая (2.9') на внешнее произведение <, мы получим: 


— 


а 0 в = О 7" 1 Е — 7 ва 1", (2.10) 
где через © и 7 обозначены квадратичные внешние формы: 


= 23 723 
У =: 15 о 2 У в6 -- Уз, 


2.3 $ 
О — 1060 - 628 р 03а в. 


Полученное векторное уравнение (2.10) распадается на три скалярных 
уравнения: 
016 = ОГ — Гоа, 


025 — ба — Томь, (2.11) 
985 = Оз — Роза, 


которые мы будем называть уравнениями Гельмгольца. 
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$3. Референция к линиям тока 


1. Приведем соответствующие формулы, вытекающие из установлен- 
ных выше общих формул, для частной референции, когда вектор Г. 
направлен по скорости течения: 


ИУ! (3.1) 


и, следовательно, в каждый данный момент времени векторы поля ([3) 
огубают линии тока. В данном случае 


а = У (а1 — 21.) + ар, 


поэтому 


— я 


7: = Ра, У2=— Ур, Уз =аУ. 


Таким образом, компоненты вихря будут определяться уравнениями: 


201 ау | 
У ® = [О 6) У ти г Рзх, 

а 2 з АУ | 5. 
т 620 60 У @ - А ся 
203 

= =) ] 


Последнее из этих уравнений устанавливает известное предложение: 
если поле скоростей в каждый данный момент допускает семейство 
ортогональных поверхностей (т. е. р. - 4 = 0), то 3 =0, т. е. вихрь 
ортогонален скорости, и, обратно, если вихрь ортогонален скорости, то 
поле скоростей в каждый данный момент допускает семейство ортого- 
нальных псверхностей. В общем случае это уравнение показывает, что 
для неустановившегося течения, так же как и для стапнионарного, 
отношение компонента вихря по направлению скорости к величине 
последней для каждого момента времени является инвариантом конгру- 
энции линий тока, определенным образом выражающимся через ес 
полную кривизну К; и эгауссову кривизну К; [6м. ('), (?)], именно: 


03 У НИС 
та = — (в+ 9.) =—И К, — Ка. 
Уравнение неразрывности течения в данном случае имеет вид: 
ау р 
60 60-4 = (р. — 41) т. (3.3) 


Указанные уравнения позволяют принять. 


ЛУ 2%? 21 : . 
пя = (а = и еб -- ( т р) 60 — (р — 91) © -- та, (3.4) 


| 


где т — вспомогательная функция, выбираемая так, чтобы правая часть 
уравнения (3.4) была полным дифференциалом; эта функция по существу 


имеет значение: 
ШУ 
т=—. 


0 
Уравнение (3.4) показывает, что в каждый данный момент величина 
скорости может быть постоянной вдоль отдельной линии тока только 
в том случае, если конгруэнция линий тока минимальная. 


3 известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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В силу формул (2.4) и {2.5}, уравнение Громеки — Лэмба эквива- 
лентно в данном случае уравнению Пфаффа: 


ан = —Т (9. + 2%?) 4 + У (ра + 261) ® — Ито - йа, (35} 


где й— новая неизвестная функция, удовлетворяющая условию р 
грируемости этого уравнения. Из (3.5) следует, что в каждый данный 
момент, полная энергия частицы может быть постоянной вдоль отдель- 
ной линии тока только в том случае, когда величина скорости не зависит 
от времени. я 

2. Уравнения Гельмгольца после некоторых преобразований прини- 
мают вид: 


(45т — вт) 8 — Ул 3 (ат — о?т) @ -- 


зЙ (оч, + 9242 2.) <= 0, 
(46? -- о") 5 — Гал в (46? -- вт) 4Ё — 


| 
— У (ори - ор» + А ра) < 10, | (3.6) 
Рина 9 
рае ау РФ + 
) 


+ [7 (2 +)? (2рь+ 2%) + вт] +0. 


Равенство нулю дивергенции вихря Дает соотношение: 


(497—?т) 05? аз аЁ -|- (46? -|- «1г) © в а -- 


= (©?рз — 0143) < — уд @1 2 4 = 0. 


$ 4. Референция к вихретоковым плоскостям 


1. Мне представляется полезным ввести для неустановившегося 
течения понятие о вихретоковой плоскости точки в какой-либо данный 
момент времени как плоскости, содержащей направления скорости и 
вихря выбранной точки в данный момент. Так как неустановившееся 
течение не может быть винтовым, то для каждой точки области течения 
в любой момент времени (вообще говоря, за исключением, быть может, 
некоторой особой линии в области) мы будем иметь определенную вихре- 
токовую плоскость; совокупность вихретоковых плоскостей всех точек 
области течения будет представлять собой в каждый данный момент 
комплекс этих плоскостей. Разумеется, этот комплекс вихретоковых 
плоскостей для данного момента времени вообще не будет огибать 
какого-либо семейства поверхностей; однако, как будет показано в даль- 
нейшем, возможны такие неустановившиеся течения, в которых комплекс 
вихретоковых плоскостей огибает семейство вихретоковых поверхностей, 
либо переменное по времени, либо даже неизменное. Во всяком случае 
при изучении геометрической структуры потока весьма удобно комплекс 
вихретоковых плоскостей взять за основу референции неустановившегося 


течения, ибо тем самым мы прежде всего уменьшаем число компонентов 
скорости и вихря. 
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2. Пусть в каждой точке области течения орт /[, репера направлен 
в данный момент времени по нормали вихретоковой плоскости этой 
точки, а два других вектора /1 и Г, ортогонального репера расположены 
пока произвольно в вихретоковой плоскости. В такой референции ско- 
рость течения и вихрь изобразятся векторами 


У = 11, +51, в=Ы, + 1И.. (4.1) 
Следовательно, 


У = и— эт, У?=ао-риг, 13 =ор-— ид, 
0" = Е — эр, 6?=а-, 63=1тр— 4. 
На основании уравнений (2.6) и (2.7) мы можем положить: 


4и — тт = (1 — орз) в} -- уе? -| (24 -- ор: — и91) 63 - ой, 
(4.2) 
4 -- иг = увел + (—2- и4з) 02 - (— 2 эр» — и4») в -- Вай, 


где « и В— новые неизвестные; уравнение Громеки — Лэмба будет 
иметь вид: 


аН = — 961 — Во? -| [2 (ти — 2) — вора - и4а] 63 - 1%. (4.3) 


Наконец, уравнения Гельмгольца и равенство нулю дивергенпии 
вихря дадут соотношения: 


618 — (16 68 —- 00 69) 914 | [Е (2 — орз) + ту] = 0, 


6026 — (168 68 —- 208 ва) 24 + [89 29 (— 2 + и4з)] < = 0, (4.4) 
— Ра -- 544 + (2 — 1) (р: + 42) = 0, 
(63 081 -- 08 61 0?) аЕ + (прз — 843) = = 0. (4.5) 


Здесь особый интерес представляет третье уравнение (4.4); уже поверх- 
ностное его рассмотрение позволяет сделать ряд заключений. 

В самом деле, если нестационарный комплекс вихретоковых плоскостей 
(т. е. такой, когда по крайней мере один из коэффициентов ра, Ча от- 
личен от нуля) в важдый данный момент огибает семейство витретоко- 
выл поверхностей, т. е. 


Ра + 42 =0, (4.6) 
то из указанного уравнения следует, что 
— Ра - 84а = 0, (4.7) 


т.е. для каждого момента и в каждой точке области течения будет 
определено направление вихря (по забанному комплексу вихтретоковых 
плоскостей). 

Нетрудно видеть, что соотношение (4.7) инвариантно относительно 
поворота репера около [,, т. е. не зависит от выбора осей [1 и Г. и 
дает определенное направление вихря в вихретоковой плоскости. Наобо- 
рот, если в каждой точке области течения и в каждый момент вихрь 
имеет направление, удовлетворяющее условию (4.7), то комплекс вихре- 

3* 
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токовых плоскостей в каждый момент огибает семейство вихретоковых 


яоверхностей. 
Наконец, из того же третьего уравнения (4.4) следует, что если 
г 91 
комплекс вихретоковых илоскостей не зависит от времени, т. е. а = \ 


и, следовательно, ра = 9. =0, то 

ра - 93 = 0, 
т. е. существует семейство вихретоковых поверхностей, причем это 
семейство не зависит от времени, ибо его уравнение 

у 

не содержит 2. Таким образом, мы получаем предложение: стационарное 
поле вихретоковых плоскостей непременно огибает некоторое семейство 
(витретоковых) поверхностей. 

3. В указанной референции полезно также иметь уравнения, опре- 
деляющие неустановившееся течение величинами скорости и вихря 
и углами их направлений с одной из осей’ репера в вихретоковой 
плоскости. 

Положим 


Г = У (1, созо, -- /,зтс;), ®=0(Геозо, -|- 1. з>); (4.8) 


В этом случае уравнения (4.2) заменяются уравнениями: 


АУ 
-у = 264 - у%з - [2 зп (95 — с1) - Р] 02 -- 4, 


(4.9) 
431 -- г = (у — В, 1 1) в1 - (2+ А, с0$ <1) в — 
—1[2^ 0$ (9, — 1) + 0] 8 - Ва, 
где 
Р = р» з1ш? в, -| (р, — 92) т о, с0$ 9; — 41 с03? 01, 
0 = р1 3? в, — (р› -- 41) зт в! с08 2605? 
1 2 | 91) 1 с: -- 4» с08° о1, (4.10) 


р =, В, = 9360$ 5, — р; 911 01 


и где функции т, у, а, В, разумеется, отличны от тех, которые вхо 
дили в уравнение (4.2). 


Уравнение Громеки — Лэмба принимает форму: 


аН =У (—%с08 5: 8511 01) 5 — У (яз, -- 8 с08 01) ё -- 
- У [9 с08 ©; — раз в: + юз\п (95 — 91) 3 -- йа. (4.11) 


Два первых уравнения Гельмгольца будут иметь вид: 


1 4%, а 
о — (в (0) |608 ол -- 3 р йа а ЧЕ | 


+ Е 60$ (29% — с) -- уз (20, — в1) | А, в? (6, —01)] < =0, 
$ (94° -- Г) 6 — (63 63 с0з в, -- 93 61 зщ 1) (4в5 -- г) @-- 


+ [-- тю ре — <1) + уз (29, — 1) + В, в (94 — 61) 60$ (65 — в1)] < = 0; 


(4.12) 
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третье уравнение Гельмгольца представится в форме 
— 44 608 в, -- раз! 92 = (ри -{ 92) зщ (9, — о1). (4.13) 
Равенство нулю дивергенции вихря даст соотношение: 
а ь 
[соз 62 = — $1 о» (495 ") | 62 6 за —- 
. 4% ий 
+ |312 9 —- -{ 603 2 (аз. + ^| 3 1 @Ё = Вот, (4.14) 
где 
В, == 3 05 52 == Рз $11 бо. 
ГЛАВА П. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 
$ 5. Семейство поверхностей Н = соп$% 


1. Умножая векторное уравнение Громеки — Лэмба скалярно на век- 


тор скорости У и на вихрь @®, мы получим два соотношения: 


У 7` -- У цтаа Н = 0, (5.1) 
о + овтаа Н =0. (5.2) 
Так как 
ду ду 
Е т 


то из соотношения (5.1) следует утверждение: 

Для того чтобы семейство поверхностей Н = сопз, на каждой из ко- 
торых полная энергия частиц постоянна, было семейством поверхностей 
тока, необходимо и достаточно, чтобы величина скорости в каждой точке 
области течения не зависела от времени. 

Соотношение (5.2) показывает, что семейство Н = соп$& будет семей- 
ством вихревых поверхностей только при выполнении условия 


И (5.3) 


Семейство Н = сопз& будет семейством вихретоковых поверхностей 
только при выполнении обоих указанных условий: 


ду = 
= 0, и =0. (5.4) 


2. Если принять 
Т=УГ., =, ++ Ч 


и учесть, что в этом случае, Как было показано выше, 


ен 
ое НН, 
то условие (5.3) примет вид: Г 
ду Е 
ЧЕ — Рам 2-43 ре 0. (5.5) 


Так в референции к линиям тока запишется условие, при котором 
поверхности Н = сопзё будут вихревыми поверхностями. 
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Условие (5.5) удовлетворяется, если 
ду 
ра= 0, 44 =0; э: = 0. 
В этом случае поверхности Н = соп$6 будут вихретоковыми поверх- 
ностями, причем течение будет стационарным, ибо мы приняли, что 


97 
Е == 0. 
Условие (5.5) выполняется, если: 
ди ` 
ж=0, &=0, и+-=0 (0); (5.6) 


семейство Н = сопзё будет тогда семейством вихревых (но не вихре- 
токовых) поверхностей, однако необходимо исследовать, совместимы ли 
условия (5.6) с общими уравнениями неустановившегося течения. Два 
первых уравнения (5.6) означают, что 

91 

О 

0% 
т. е. поле векторов (13) огибает стационарную конгруэнцию линий 
токов, третье уравнение означает, что линии токов ортогональны неко- 
торому семейству поверхностей, стационарному, ибо уравнение 


вам = =0 (5.7) 
не зависит от &. 

Так как Г. не зависит от &, то и репер в каждой точке можно счи- 
тать не зависящим от времени; в силу третьего уравнения (5.6) мы 
можем считать, что [, и [, направлены по линиям кривизны конгру- 
энции линий токов или, что то же самое, по линиям кривизны поверх- 
ностей (5.7), и тогда 


ра = 0, 42 = 0. 


Основные уравнения течения в данном случае можно представить в виде: 


ау 2 
чу = (@&— ь у) ев (57° — ра) 68+ (р: — 41) 8 +94, 
аН = — 2Уо?л -- 2Т о @— Ухо -- Уй (5.8) 


(«= — 


Ра 20 6 =0). 


Внешнее Е. этих уравнений дает соотношения: 


— 2 (46° -- ®1г) ву + 2 (401 — ®?^) в? -- Уд - А = О, 
й (5.9) 
— 2 (46° -- ат) ат -- 2 (4% — в?) 02 — аз -- аваЕ - В-= 0, 


где А и В — внешние квадратичные формы: 


А =У [43 -| рэ") «1 — (@рз — 4зт) 2 -- 4(рз — 41) @} — 
— (РзР - 439) 93 (рз — 91) (рз ©? 03 -- 43 03 01)] 
+ 2% [(2рь — 41) 9263 —49: 0102 ав? # + 
29° (Рз — 241) 3 @1 -- рз 61? — ола, 
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В =? [(4: — у) 40103 + (у-—2) 4%] ый — ра 
20? |[-- (р. -- 7) 690 5 — рз 68 6% ох (*— т) офа |+ [94° --# (Ре — 91) 5 &. 


Разность левых частей уравнений (5.9) дает конечное соотношение 
между компонентами вихря: 


ООВ оо = 


которое с помощью уравнений структуры легко приводится к виду 
2043 — 2%? рз = 0. (5.10) 


Это условие удовлетворяется в двух случаях: 1) р =9. =0, и тогда 
линии тока прямолинейны; 2) оба коэффициента одновременно не обра- 
щаются в нуль, и тогда вихрь в каждой точке области течения направ- 
лен по бинормали к линии тока, т. е. конгруэнция вихревых линий 
‹стационарна, так же как и конгруэнция линий тока. 

Полный разбор этих случаев, требующий простых, но довольно 
длинных выкладок, мы опускаем; отметим лишь одно очевидное частное 
решение. Предположим, что во всех точках оси реперов соответственно 
параллельны осям неподвижной декартовой системы координат (0292); 
тогда 

Р=9==г==0, 


. 


и наши два основных уравнения течения (5.8) примут вид: 


АУ = — 2о?ах -- 2о14у -- Уча, 
аН = — 2То?ах -- 2Увлау — Ува -Е УйаЕ. 


Первое из них имеет решение 
У=У(1, у)-+Т.(0 (У (0 =0), 


где И(х, у) и Г, (1) — произвольные функции, и тогда второе 'уравне- 


ние дает: : 
У 


Здесь линии тока прямолинейны и стационарны, вихревые линии 
У (2, у) = с, 2 = с.также стационарны; семейство поверхностей Н = сопзё 
переменно по времени, однако для каждого данного момента поверх- 
ности этого семейства будут вихревыми, но не поверхностями токов. 

3. В силу уравнений (5.4) и (5.5) семейство поверхностей Н = с018% 
будет семейством вихретоковых поверхностей, если (в референции к ли- 
ниям токов) 


44 — рт=0, 5; =0. (5.14) 
Вектор ь | 
0. = раГь -Е 941» -- газ (5.12) 


есть вектор мгновенного вращения репера при фиксированной точке, 
но при малом изменении времени, поэтому первое из условий (5.11) 


означает, что векторы И, 0, и компланарны. 
В неустановившемся течении может существовать семейство вихре- 
токовых поверхностей, не совпадающее с семейством поверхностей 
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Н = соп8ё; для существования семейства вихретоковых поверхностей, 
т. е. для интегрируемости уравнения (для каждого заданного #) 


(хо) аМ =0 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 
(Гх о) гов (Г хо) =0. МЕ 


Это условие, в силу уравнения Гельмгольца (2.9), эквивалентно тре- 
бованию 


О (5.14) 


Примеры течений того и другого типа будут указаны в дальнейшем. 


8$ 6. Совпадение линий тока и траекторий. Прямолинейные линии 
тока и траектории 


1. Известно, что если в декартовой системе координат компоненты 
скорости изображаются тремя функциями точки, умноженными на одну 
и ту же функцию от. точечных координат и времени, то линии тока 
стационарны (не зависят от времени) и траектории течения совпадают 
с ними. Будет ли это условие единственным случаем совпадения траек- 
торий с линиями тока? Метод подвижного репера позволяет легко 
показать, что это действительно будет так. В каждой точке линия тока 
и проходящая через эту точку траектория имеют общую касательную; 
чтобы эти линии совпадали всюду, необходимо и достаточно, чтобы 
в каждой общей точке они имели одинаковые векторы кривизны. Будем 
‚пользоваться референцией к линии тока, полагая 


Г =УГ,; (6.1) 
для смещения по линии тока 
9% =0, щ%=0, =4 (&=0) 


ее вектор кривизны будет: 


для смещения по траектории 
1 2 А 
5 =0, =0, в—=а5 = И 


ее вектор кривизны будет 
41: _ 44 / Р 
43: (чз а (ры г) .. 


Для совпадения указанных векторов необходимо и достаточно, чтобы 


ра=0, 4. =0, (6.2) 
но из этих условий следует, что 
913 
“др = 0, 


т. е. векторное поле ([3) направлений скоростей не зависит от времени 
и огибает стационарную конгруэнцию линий тока; что касается скоро- 
сти, то, в силу формулы (6.1), она определяется произведением стаци- 


онарного вектора на величину скорости, которая может быть функцией 
точки и времени. 
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2. Для неустановившегося течения не так просто определить случаи, 
когда линии тока или траектории прямолинейны, поэтому мы пока 
ограничимся случаем, когда траектории совпадают с линиями тока, 
образующими прямолинейную конгруэнцию. 

Для совпадения траекторий с линиями тока необходимо и доста- 
точно, чтобы выполнялось условие (6.2); тогда поле (13) не зависит от 
времени и репер можно выбрать не зависящим от #. Линии тока будут 
прямолинейны при условиях 


2—0, 0—0. (6.3): 
Первое основное уравнение течения, определяющее величину скорости, 
запишем в виде 
ЧИ = 9 о Е -ЕИ (рз — 91) © - та 
(6.4). 
Е, М 20° (0). 
Вместо уравнения Громеки — Лэмба здесь удобнее взять уравнение 
2 Е 

а(н—5) = (т + Ур, — 91) В. (6.5) 


Внешнее дифференцирование каждого из этих уравнений дает: 


— (а1 + #) 5 - (4 —1/)  Рапё-+ Р=0, 


6.6 
— ат оз Е айа-- 0=0, (6.6) 


где Ри О— внешние квадратичные формы: 


Р = [(рз — 91) 4У + У (рь — ру) + (ЕР + 99) 0 ЕТ (р: — 91) (465 — ро), 
О=—2У (рь — 4.) ЧУ — УЗ (р: — 41) 8 — (т-- У. р: — 91) (96% — роз). 
Умножая второе из уравнений (6.6) внешним образом на внешнес 
произведение 2 4, получим: 
О®з Е = 0, 
что дает соотношение: 


[т + ТУ? (р› — 41)] (ри + 92) = 0. 


Таким образом, мы должны исследовать два возможных предполо- 
жения: либо т - У? (р. — 41) =0, либо р, + 4» = 0. 
В первом случае умножим первое из уравнений (6.6) внешним обра- 


зом на внешнее произведение 6 е и подставим указанное значение т; 
тогда получим: | 

4(р› — 41) 00 0% & + (р — 9,)** =0. (6.7) 

С помощью уравнений структуры 
р 4г=0, 9’ тр=0, 
взятых в развернутом виде, легко обнаружить, что при условиях 
рз = Ра = 9: = 4. = 0 
мы имеем: 
— (р — 41) во оо Е + (р + 91 — 21193) < = 0. 
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Таким образом, уравнение (6.7) дает соотношение: 
р - 41 — Рэ41 — Р14» = 0. (6.7) 
Указанные выше уравнения структуры по лемме Картана позволяют 
принять: | 
ар: — (рэ -- 41) т = а г Во м — 41) 6, 
арз — (р1 — 42) т = Воо - св + (р — 2193) 6, (6.8) 
441 Е (ра — 45) г = а’ 6% + В’ + (14 — 41) 5, 
аз (р 5 4:) "= 55 с + 45 (рь — 91). 
Возьмем полный дифференциал соотношения (6.7): 
(2р» — 41) ар» + (241: — Рз) 441 — 4»р1 — р194> = 0. 
Это условие должно выполняться тождественно относительно основных 
форм 5, и%, аз при подстановке в него указанных выше значений диф- 
ференциалов @р1, ар», 441, 442; при этой подстановке форма г в нем 
пропадает, равенство же нулю коэффициента при 45 дает: 


(Рз — 41) (Р241 — Р14з) = 0. 
Но само условие (6.7) может быть написано в виде 


(Рз — 41} - (22491 — Р142) = 0, 
поэтому 


2—9 =0, [41 — р19» = 0. 
Поскольку р. — 4: =0, то и т =0, и в таком случае мы не получаем 
неустановившегося течения, ибо 
ду 
0 
01 
<тационарное же течение с прямолинейными линиями тока мною опре- 
делено ранее [см. (?)]. 
Обратимся теперь к исследованию второго предположения, когда 
Ра -Е 92 = 0. 
При таком условии линии тока ортогональны некоторому семейству 
поверхностей (неизменному по времени). Приняв /; и [, направленными 
по линиям кривизны на поверхностях указанного семейства, получим: 
Ра == 0, 42 = 0. 
Указанные выше уравнения структуры примут вид: 
Н т в з 2 С 
[р -- (рэ -{ 91) г @0— р 0] 0 — (Рэ -К 41) гз 0 60 = 0, 
2 2,3 1 3 
[44, — (р -{ 41) гл ®0 + 9108] 5 — (рэ 41) Гз о @0 = 0. 
Отсюда следует, что 
(Рё - 91) гз = 0, 


и мы должны рассмотреть два предположения: либо р, + 4, =0, либо 
Гз == 0. 


В первом случае при условиях 
Р +41 =0, р = 9. =0 
на параллельных поверхностях, ортогональных к прямолинейным лини- 
ям тока, линии кривизны не будут определены; следовательно, это будет 
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либо семейство концентрических сфер, если их гауссова кривизна К = 
= р2=Е0, либо пучок параллельных плоскостей, если К = р = 0. 

а) Пусть это будет семейство концентрических сфер; мы можем взять 
на нем любую ортогональную систему координат, например сеть из ме- 
ридианов и параллелей: 

Т, = — (#608 9 -- уз1п 0) зтф -Е Ксозф, 
Т. = — 3110 -- 7036, М = В!.; 
1; = (#080 -- уз1т 0) созф -- Азшф 
тогда 
р= —4$, 49=003ф4, г=зшфа8, 
«= Аа, %=— Ар, и =аВ, 


1 И 
вов, 


При этих значениях основных форм уравнения (6.4) и (6.5) дают: 


И ИЕН, (1), == 0, 
т. е. мы получаем безвихревое неустановившееся течение по нормалям 
к семейству концентрических сфер. 

Ь) Если семейство поверхностей, ортогональных к линиям тока, 
есть пучок параллельных плоскостей, тогда для них можно взять репе- 
ры с осями, соответственно параллельными осям неподвижной декар- 
товой системы, и уравнения (6.4) и (6.5) примут вид: 


АУ = — тах - у - т, 
9 =а(н—5.) = — таё + №. 


Эти уравнения будут совместны, если 


причем У не зависит от Бра О зависит только от ри й; по этой при- 
чине из указанного следует, что 

ЕО 0 

О 


т. е. О линейно относительно 2. Таким образом, мы находим решения 


У =ф(т, у) + Г, (), 
9=— 1, (1) = + 60), 


где ф(х, у) — произвольная функция от х, у. Получается вихревое не- 
установившееся течениё по прямым, параллельным оси 02. 

Рассмотрим теперь второе предположение, когда р» - 91 == 0, но гз=0; 
в силу условий р, = 4. =гз мы имеем здесь тройно-ортогональную сис» 
тему из двух семейств поверхностей токов и семейства поверхностей, 
ортогональных к линиям тока (прямым). Уравнения (6.8) в данном 
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случае дают: 


ар» = — (рь -- 4) 766 Е (и (р Е 91) %0 + 22%, 
(6.9) 
441 =\ (р — 41) ®5 - (р» + 91) та 60 — 9105; 
присоединим сюда и третье уравнение структуры: 
ат еу -- ага Е росе 08 фто ей (2 — рьд1) ве = 0. (6.10) 


Так как у нас имеется тройно-ортогональная система, то мы должны 
принять 


6% = Ада, = Ва8, в =ат. (6.11) 
Последняя форма является полным дифференциалом, ибо 
(93)' = 465 — реб = 0. 


Сравнивая в уравнениях (6.9) слева и справа члены, содержащие ат, 
получим: 


2 94 2 
97 ==. т от, 
откуда, если [> ЕО и 91 0, следует: 


1 1 
тэ,’ т. ТЕУ@, В, 
где фи ф — функции от параметров % и 8, подлежащие определению. 
Аналогично, если в уравнении (6.10) приравнять нулю коэффициент 
при 416% или при «41, мы получим: 


Е: 


=, + 9171 = 0, тар Ив, 
или, в силу значений р. и 01: 


И И К 
я 9 ИО: Е 


71 = 916 (а, В), го = ра (о, В). 


Подставим найденные значения в уравнения (6.9); тогда 


=). 


что дает: 


ар = О, 


т 
ре Куан * еф ив 
> и р ге 48, 


но так как эти уравнения не должны содержать 7, то необходимо, чтобы 


А = (1+$) 4, В=(-ФВь, 


(6.12) 
не ое & Пе 
Е ВЯ 


где Ло, Ву, №, № — новые неизвестные функции от & и В. Что касается 


уравнения (6.11), то мы должны в нем потребовать обращения в нуль 
коэффициента при третьем внешнем произведении 102 основных форм, 
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что дает условие: 
95 да ь 
доза Вода = @ +1) АВ, (6.13) 
Нам остается удовлетворить двум первым уравнениям структуры первой 
группы: 


аАаа, = тз —40%, 
аВа8 = рез — год, 


требуя их непосредственного удовлетворения относительно параметра т; 
эти условия дают нам два соотношения: 


бе --аА,В, =0. (6.14) 


т - А Вь == 0, 


До сих пор мы определяли лишь изображение общей тройно-ортогональ- 
ной системы поверхностей, что можно было бы получить, не интегри- 
руя уравнения структуры, а непосредственно полусинтетическим кон- 
структивным приемом. Здесь 


412 = Ада? В? 8? 


— сферическое изображение поля нормальной системы; уравнение (6.13) 
кыражает равенство единице гауссовой кривизны этого линейного эле- 
мента. Уравнения (6.14) определяют а и 6 — геодезические кривизны 
параметрических линий, наконец, уравнения 


29—94, —в=5—ФЬь 


— это уравнения Петерсона — Кодацци для основной поверхности 1 = 0, 
на которой строится семейство параллельных поверхностей. 
Вернемся к задаче определения искомого течения, т. е. к уравнени- 


ям (6.4), (6.5) и (6.6). 
Умножив первое из уравнений (6.6) внешним образом на внешнее 
произведение 4 2, найдем: 
ат в 68 4 — т (рз — 91) < =0, 


откуда по значениям рь и 4, получим: 


__ № (а, В, 1) = 
"по +я. и 
Аналогично, из уравнения (6.5) найдем: 
>, И, (а, В, #) 
У-Н+яе-Я, о. 
и тогда 
ду 
5 = То. (6.17) 


В дальнейшем мы должны считать, что ф -ЕФ, так как при равенстве 
этих функций мы пришли бы к условию 


Р2 те Ч == в 
уже разобранному нами в пунктах а) и Ъ). 
Уравнение (6.4) при найденной референции, полученных функциях 
ТУ, т и при условии (6.17) может быть удовлетворено и определяло 
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бы компоненты вихря. Однако уравнение (6.5) не может быть удовлет- 
ворено в наших условиях; в самом деле, оно показывает, что функция 


17422 
0О=Н — - не зависит от о и В, а между тем производная 


р 
80 _ то й, т 1 
ду 5 о (еб нЯ еее (ть НТИ 


может быть независимой от х и В только в случаях, когда 


Это д _ 904 _ ЕВ 

а 
дто _ дф _ 0 _ АЖ 
в. = 0, дв = 8 = °, а=ф =0; 


условия же а =6=0 несовместны с уравнением (6.13). 

Таким образом, при предположениях р. -- 4, = 0, гз = 0 поставленная 
задача не имеет решения; остаются возможными только разобранные 
выше случаи а) и Б). 


$ 7. Течение с полной энергией частиц Н, одинаковой для всех точек: 


1. Рассмотрим случай неустановившегося течения, когда в каждый 
данный момент времени полная энергия частиц Н одинакова для всех 
точек области течения, т. е. когда Н зависит только от времени: 


Н=Н(®. (7.1 


Если такое течение возможно, то уравнение Громеки — Лэмба будет 
иметь интеграл указанного вида (7.1). Возьмем референцию к линиям: 
тока; тогда уравнение (3.5) примет вид 


ан = йо, (7.2) 
и потому должны выполняться условия: 
261 = — р. 2%9=—0, т-=0; 


эти условия показывают, что уравнение (3.4) должно иметь форму: 


ду а 
у (в) — (вв 7) 8 + (2—9). (7.3), 

Последнее уравнение требует, чтобы вектор 
Г (вп -(р+ + ь-®ь (7.4) 


был градиентным вектором и не зависел от времени. В геометрии ста- 
ционарного течения [см. (?)] в некоторых случаях существенную роль. 
играет введенный мною для поля [направлений скоростей (15) «присо- 
единенный» вектор 


41 . 
У — 13919 [з = 481, — Ра | (рэ — 91) [з, 


413 у 
где вектор о вектор кривизны линии тока. Очевидно, вектор 


(7.4) имеет аналогичное строение с той разницей, что для неустановив- 
шегося течения этот присоединенный вектор получается сложением век- 
тора кривизны траектории с той же компонентой по /[;, равной сред- 
ней кривизне поля направлений скоростей. 
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Обратно, пусть вектор /” будет градиентным вектором, не зависящим 
от времени, и пусть величина скорости определяется уравнением (7.4), 


‘которое при этих условиях будет интегрируемо и даст величину скоро- 


сти, не зависящую от времени. В таком случае уравнение (7.3), в си- 
лу формул (1.13) и (1.14), дает: 


УТ = @1х (7Г.) = Г отаа Т + Иа1х 1, = 0, 
201 = — ра, 20? = —94, 2% = —У(м-а?), 


и уравнение Громеки_—Лэмба приводится к виду (7.2), т. е. все основ- 
ные уравнения удовлетворяются и неустановившееся течение, имеющее 
интеграл (7.1), существует. 

Условие интегрируемости уравнения (7.3) получается внешним диф- 
ференцированием этого уравнения и имеет вид: 


[ва: + 9 (р 7) © — [@рз + 9 — (+1 т 8 (р — 91) — 
— (р 7) р — (4-17) 998 + (р» — 94) (4% — ро) — 


= (0-0) ("о о 600 +7 г 60 369) ах РР, 0 = 0; (7.5) 


это условие включает в себя оба указанных выше требования: градиент- 
ность векторного поля /* и его независимость от времени. Если усло- 
вие (7.5) совместно с уравнениями структуры выбранного репера и с 
уравнением (7.3), то указанное течение существует; было бы интересно- 
подробнее исследовать эту совместность и найти все допускаемые здесь. 
решения. | 

2. Указанный класс неустановившихся течений не пуст, что пока- 
зывает следующий пример. 

Будем искать такое неустановившееся течение, для которого Н == Н (1) 
и в то же время траектории прямолинейны; это последнее условие тре- 
бует, чтобы < 


р-р =0, &=7=0. (7.6). 


Уравнение (7.5) приведется в этом случае к более простому виду: 


4 (р — 91) ® + (рь — 91) (49% — ро) — (р — 41) (Родов Е од) = 0. 


(7.7) 
Умножив (7.7) внешним образом на форму 5, получим: 
(Рэ — 91) [(р1 + 42) 5 60 ®0-{ ра6о 60 @ -- дао 54| = 0, 
что даст либо 
в 4, =0, (7.3) 


либо 
2—9: =0, р=0, 4=0. 


Второе предположение мы отбросим, Так как если оно и может дать 
решение, то только в виде стационарного течения, которое нас здесь. 
не интересует. 


_ 


« 
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Итак, мы должны исследовать условия (7.6) и (7.8); для полной 
определенности репера примем Г; и Г, направленными по линиям кри- 
визны второго рода; тогда 

Рт- 95 — 0. (7.9) 
Из условий (7.6) и (7.8), в силу уравнения (7.3), получим ТУ = с01086. 
Уравнения структуры 
р’ а’ = 0, 9 {тр=0, 
будучи развернуты, в наших условиях дадут два следствия: 
Й т 

(+9) (№ +7) =0, 2р:42 — рз — 41: = 0; 
таким образом, нам придется исследовать два случая: 

Г. р = =41 = 92 0, 

И. Во, ИЯ 


Рассмотрим первый случай; здесь мы имеем: 


р = р: (8 — 74), 4= 93 (6% — 74) =0, ра=0, (7.10) 
поэтому третье уравнение структуры примет вид: 
0 


т. е. форма г должна быть полным дифференциалом: 
г = а. 


Совокупность’ условий [ инвариантна относительно поворота всех ре- 
перов начальной системы на какой-либо угол с, поэтому мы можем в 
дальнейшем считать, что 


г = 0, (7.11) 
и тогда два первых указанных выше уравнения структуры примут вид: 
(2 — в р) (4—4) = 0, 
(а) 
(4 — 46 + 68) (4 — 4) = 0. 
Отметим, что форма Пфаффа 
= 63 — УМ 

будет второго класса. В самом деле, 

и = — (9365 тв зо) (600 — 741) (7.13) 


и, следовательно, 0'9 —0; таким образом, эта форма должна иметь ка- 
нонический вид: 


% — И = Сат, (7.14) 
причем уравнение (7.13) принимает форму: 
ас 
(с +465 — ры) = 0. (7.15) 
Но тогда из уравнений (7.12) и (7.15) следует, что 


а(Срз) ат =0, а(Саз)ах = 0, 
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ИИ вонь ор ивы рыбы еоныр = ВОН 
т. е. каждое из произведений Ср; и С4з является функцией только од- 


ного параметра 7. Возьмем теперь выражения дифференциалов векто- 
ров репера 


аГ; = 71. — 413, а = ра — т, АГ. = 41, — РГ. 


и подставим в них значения (7.10), (7.11), приняв во внимание условие 
(7.14); тогда 


аГ, = — ВСазат, а[. = [3Срзат, аГ, = (СазГ, — Ср Г.) ат. (7.16) 


Эти соотношения, с одной стороны, показывают, что Г,, Г., [. суть 
функции лишь одного параметра 7; с другой стороны, поскольку пока- 
зано, что Ср. и С4; являются функциями также одного параметра т, 
эти’ соотношения эквивалентны уравнениям Серре — Френе для произ- 
вольно заданной пространственной кривой, причем 4у является диффе- 
ренциалом ее дуги: вектор /[, можно считать вектором касательной 
1. — бинормалью, [; — главной нормалью кривой (или наоборот, [, — 
касательной, [, — бинормалью). 

Таким образом, векторы реперов в точках рассматриваемого потока 
в разные моменты времени оказываются соответственно параллельными 
векторам реперов Френе некоторой неподвижной пространственной 
кривой. 

Обратно, пусть нам дана произвольная пространственная кривая Г 
с репером Френе: 


АТ: =1Тзааут, 
а1, =15ьат, (7.17) 
О. ) 


где касательная /:, Эинормаль /›, главная нормаль [3, кривизна а и 
и кручение 6 суть заданные функции дуги 1. Покажем, что по этой кри- 
вой можно построить неустановившееся течение с прямолинейными траек- 
ториями, постоянной величиной скорости ТУ и полной энергией частиц, 
либо зависящей только от времени, либо просто постоянной. Будем счи- 
тать, что некоторой точке М области течения соответствует в данный 
момент времени репер Френе кривой в некоторой ее точке (71), причем 
для первого ‘репера выполняются условия (7.6) и условие Г. Составим 
и проинтегрируем уравнение 


ОТ. ЯМ Гао 
(7.18) 
(АМ = ах + уау + каз). 


"Тем самым мы определим параметр у как функцию точки М и времени 
> < 1 
{ и вместе с тем найдем интегрирующий множитель с; этого уравнения; 


таким образом будет установлено соответствие данного момента Ё и 
точки М области течения с точкой (7) на кривой. Отождествляя урав- 


4 Известия АН СОСР, серия математическая, № 2 


194 С. С. БЮШГЕНС 
ЕН 


нения (7.16) и (7.17), мы получим значения рз и 4з: 
р’ == С? 
с. 


Наконец, основные формы смещения точки М будут определяться по 


формулам: Е ды 
= 1 АМ, в=Г.аМ, %=БаМ (при {= сопз), 


р= Срз4т, а=Сазат, тг=0, 


так что репер в каждой точке области течения и для каждого момента 
будет определен, и уравнения структуры для него удовлетворяются. 
Что касается уравнения (7.18), то оно легко интегрируется даже в 
общем случае, когда /[. = [з(1) еще и не задано. В самом деле, при 
помощи подстановки 


и = 1[3М —УЁ (М=ш-ту- #2) 


уравнение (7.18) приводится к виду: 


а! 
4 ат мы 


аи — (М 


откуда следует, что и есть функция от 7. Таким образом, общее реше- 
ние уравнения (7.18) будет 
ЬМ — УЕ = и (1), 


где и — произвольная функция от 7. Пусть а, 6, с будут проекциями 
вектора /[. на оси неподвижной декартовой системы координат; тогда 
указанный интеграл запишется в виде: 


ах -- бу + сё — Уф = и (т). (7.19) 


При фиксированном # и каком-либо постоянном 71 это уравнение изоб- 
ражает семейство плоскостей (параллельных спрямляющим плоскостям 
кривой), ортогональных в данный момент траекториям потока, удовлет- 
воряющее вполне интегрируемому (при постоянном 1) уравнению 


8 = 0. 
$ 8. Параллелизм вихретоковых плоскостей 


1. Мы ввели для данного момента понятие вихретоковой плоскости 
какой-либо точки области течения и дали построение референции к вих- 
ретоковым плоскостям; приведем теперь наиболее простой пример при- 
менения полученных в $ 4 уравнений. С этой целью естественно поста- 
вить вопрос: существует ли такое неустановившееся течение, в котором 
в каждый данный момент времени вихретоковые плоскости во всех 
точках области течения параллельны между собой? Такое требование 
означает, что поле векторов (13), т. е. поле нормалей к вихретоковым 
плоскостям, является функцией только от времени. 

Из формул 


вы АТз = аТз 
ВЕ -о-л -@, т, 
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непосредственно следует, что формы Пфаффа р и 4 содержат только 
один дифференциал 4, поэтому 


Ра = рэ = рз = 0, р = рай, 
41 = 42 = 43 =0, 4 = 49.4. 


Левая группа этих условий обозначает, что в искомом течении, если 
таковое возможно, линии тока для каждого момента времени прямоли- 
нейны и ортогональны к некоторому однопараметрическому семейству 
плоскостей. При указанных условиях уравнения структуры примут вид: 


(ара - да’) [р — 0, 
(494 -- Раг) ЧЕ = 0. 


Они показывают, что сумма квадратов р?-- 4? является функцией толь- 
ко от &, поэтому, положив 


Ра = $ (1) с0зв, 94 =Ф( що, 


мы оба предыдущих условия сведем к одному: 


(4в + г) 41 =0, 
в силу которого можно положить 
4 | г = (1) 4. (8.1) 


Последнее соотношение показывает, что форма г является полным 
дифференциалом, но так оно и должно быть, ибо в силу условий (8.1) 
ИЕ =), 

Теперь мы имеем: 


1 а1з 
Ф @ 


= зто — [46080 = Г; (8.2) 


следовательно, 


= ] 
есть нормирующий делитель вектора о =. 
Взяв дифференциал предыдущего вектора (8.2), мы получим: 


п 
(-=) 4 — (Г. созо + Гь эт в) (в + г) — Г, @, 


или, после подстановки значения 4 - г: 


в 
ое + —"[1 с08 в -- 1. п в = Г; (8.3) 
и здесь ф оказывается нормирующим делителем для вектора, стоящего 
слева в квадратных скобках. Формулы (8.2) и (8.3) показывают, что 
заданный вектор [,({) определяет репер Л, 1», [., в котором два пер- 
вых вектора зависят только от {; что касается общего репера Л, [ь, 13 
(при заданном Г), то каждый из них получается из первого репера 
поворотом около [, на угол ©, который может зависеть и от т, и от 
координат соответствующей точки. 

4* 
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Относя пока течение к общему реперу (11, 1», 13), допустим, что 
вихрь составляет угол @ с вектором Г, и имеет компоненты 


Е = 05080, = зщ. 
В таком случае третье уравнение Гельмгольца (4.4) или (4.13) дает: 
с0$ 0511 с — 81п 0 с0з о = 0, 


т. е. вихрь образует с Л: угол с. Таким образом, вихрь направлен не- 
пременно по вектору Пи во всех точках области течения имеет одно ` 
и то же направление, изменяющееся только по времени. Следовательно, 
взяв в каждой точке за основной репер /1, [о, [3 (в дальнейшем мы 
отбросим в обозначениях звездочки), можно считать 


0.—10.=0..) РЕ == 0 
Но тогда форма г содержит лишь один дифференциал 4 и 
ее, =. 


Теперь основные уравнения задачи (4.2) и уравнения (4.4) и (4.5) можно 
записать в виде: 


аи = -- габь -Ё аа, 


8.4 

45 = 1465 — 608 — 20 в -- ВаЕ, м 
а: 20301 — @ = бт, (8.5) 
46 62 03 аё = 0. (8.6) 


Здесь уравнение (8.5) есть первое уравнение Гельмгольца, а уравнение 
(8.6) выражает равенство нулю дивергенции вихря. 

Продифференцируем уравнения (8.4) внешним образом и умножим 
каждый из результатов внешним образом на 41; тогда получим: 


46 вл 4 = 0, 
аЬ в? а -|- 2а в 3 4 = 0. 
Из этих уравнений следует: 


а т 2 =0, аз = 0, 46031 =0, (8.7) 
6 633 ал = 0, (8.8) 
а из условий (8.2) и (8.8) вытекает, что 
ОЕ 
о о (8.9) 


что касается уравнений (8.7), то они показывают, 


что 6 есть функция 
только от #: 


в =Ь(1). (8.10) 
На основании уравнений (8.6), (8.9) мы должны принять 
4 
> = №08 Ва. 


Дифференцируя это уравнение внешним образом, найдем: 


а^6з - Х ра? = 0. 
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откуда (при внешнем умножении на 63) следует: 
о 


т. е. величина вихря зависит только от #. Теперь все основные уравне- 
ния удовлетворены, функция 6 или, что то же самое, величина вихря 
остается ‘произвольной; функции & и В могут быть выбраны так, чтобы 
правые части уравнений (8.4) были полными дифференциалами, однако 
в каждой из них остается произвольной аддитивная функция от &. 
Уравнения (8.4) легко интегрируются; будем считать, что точки об- 


ласти течения отнесены к некоторой неподвижной декартовой системе 
координат. Тогда 


аМ = пах -- 7ау -Е Каз, 
пом, = ПМ, гам. 


где Г[:, Г. определены указанным выше способом по заданному вектору 
13 (#).. Из уравнений (8.4) компоненты скорости и, © по осям Л,, Г, 
определяются теперь линейными функциями координат т, у, 2 с коэф- 
фициентами в виде определенных функций от #. 

Итак, основным уравнениям неустановившегося течения совершенной 
несжимаемой жидкости удовлетворяет точное решение, при котором 
в каждый данный момент времени вихретоковые плоскости всех точек 
области течения параллельны между собой. Это решение зависит от 
пяти произвольных функций от #: двух функций, определяющих вектор 
[3(#), функции 6, определяющей величину вихря, и, наконец, двух 
аддитивных функций, входящих в компоненты скорости и и 5. Вихре- 
вые линии будут прямыми, и в каждый данный момент времени вихри 
всех точек области параллельны между собой и имеют одну и ту же 
величину. 

Для каждого данного момента легко найти и линии тока, опреде- 
ляемые уравнениями: 


: —=—^, 063=0. (8.11) 
Для фиксированного # формы @1, 62, 03 будут полными дифференциала- 
ми линейных функций от х, У, 5, поэтому мы можем положить 
1 = &, =, %=4% (@=0), 


и уравнения (8.141) представятся в форме 
БИ зар МИН Ви 
БЕ -- гам + Ст та — 6 - С. ' 
Их решение имеет вид: 


га (Е — &)* — 26 (Е —&) ( — №0) — га (и — 1%) = С, б=Сь,, 


т. е. линии тока будут гиперболами в вихретоковых плоскостях. В дан- 
ном случае комплекс вихретоковых плоскостей для заданного момента 
времени вырождается в пучок параллельных плоскостей, который и 
следует рассматривать как семейство поверхностей, огибаемых вихрето- 
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ковыми плоскостями комплекса. Найденное решение представляет собой 
пример течения, обладающего семейством вихретоковых поверхностей, 
переменным по времени. 

2. Рассмотрим случай, когда вихретоковые плоскости всех точек 
области течения параллельны между собой и неизменны по времени. 
Здесь можно пользоваться неподвижной декартовой системой координат, 
приняв ось 02 перпендикулярной к вихретоковым плоскостям. Для 
компонентов скорости и, 2 и компонентов вихря &, у мы получим сле- 
дующую систему уравнений: 


. д ди 
0, иж =0 
у (8.12) 
а = 
д.’ “1—5, 
д д д 
25 +7 т тии 
ы (8.13) 
а тг Тау = ть, о ый 
Введя комплексное переменное с =х-- {у и положив 
и—@ = } (с, &, 8), (8.14) 


где / — аналитическая функция переменного с, мы удовлетворим двум 
первым уравнениям (8.12); тогда два следующих уравнения дадут: 

д: 
2.02 ^ 


Е— м = (8.15) 


Умножая второе из уравнений (8.13) на (—1) и складывая резуль- 
тат с первым уравнением, получим: 


Ро д (и — 1) И ее в о 


ду д ду 
что после подстановки выражений (8.14) и (8.15) дает: 
= ‘ 
9} д} О оби 
ва о (5.16) 


где чертой сверху обозначены сопряженные выражения. Итак, наша 
задача сводится к отысканию функции трех аргументов ] (о, 2, #), ана- 
литической относительно с и удовлетворяющей условию (8.16); это по- 
следнее должно выполняться тождественно относительно четырех неза- 
висимых переменных с, сб, 5, $. 


9] 


Если 5; =0, то уравнение (8.16) дает: 


92} 
92 01 


0 


т. е. функция } должна быть суммою двух функций: одной от 2 и дру- 
гой от {. Полагая 


1= 21 (2) — 12, (1) + Т, (1) —Ть (0), 


где 21, 7, — произвольные функции от 2, Т;, Т, — произвольные функ- 
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ции от #, мы получим решение: 


и = 2, (2) - Т1 (1), о= 25() + Т, (№, 


и В. 
Е = а: ' 


(8.17) 


т. е. неустановившееся течение, в точности удовлетворяющее основным 
уравнениям гидродинамики. 
Пусть теперь 


ой, 
Г 


разделив уравнение (8.16) на эту функцию и затем Проди рениь ва 
его по переменному ©, мы получим: 


927 927 

92 д6 0206 _ 
р + = 0. (8.18) 
дб 951 


Это условие показывает, что каждое из двух слагаемых его левой 
части может зависеть только от 5 ий и при этом они должны быть 
чисто мнимыми величинами. Следовательно, мы должны положить 


где 7, — действительная функция от переменных 2, #. Интегрируя это 
соотношение, найдем: 


=ей У (в, + 2. (2, 8, (8.19) 


где > — функция от о, &, Й, — функция от ди Ё, вообще комплексная. 
Подставим функцию (8.19) в условие (8.16); тогда найдем: 


д> Г а7. 97 - 9х 02 
а — 17. а: т. 
| (8.20) 
837, 07. 97, 


2 
| ; —и7. = 
у (; 9204 0 д ) ЕЕ 


й 


Полученное уравнение является так называемым уравнением со сме- 
шанными параметрами, "здесь вообще четырехчленными; хорошо изве- 
стны приемы (например, по работам Б. К. Младзиевского), с помощью 
которых можно получить все возможные решения уравнения (8.20) 
Рассмотрим несколько случаев. 

1) Функции 7, и 1, можно выбрать так, (чтобы уравнение (8.20) 
пропадало тождественно; это возможно только в`случае 


ОИ, ОНО 


где Т, Т., Г, — произвольные действительные функции от #. Тогда тече- 
ние будет определяться функцией 


1=ет у (в, ЭТ, 
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где Х — произвольная функция < от си {; такое течение будет неустано- 
вившимся плоскопараллельным потенциальным течением, ибо его ско- 


рость не зависит от 2. 
2) Пусть _ = 0, т. е. 7, =Т(1. Тогда уравнение (8.20) обращает- 


ся в двучленное и имеет решение: 
У=ей (Т, 41) ‹ ТТ, 
25 = (<, + И) А (2) | (чз Е Ма) В (2) - Ть Е М 


где все функции Т; суть действительные функции от #; т, и т — реше- 
ние системы 


ат 
5: + Тая + Тм = 0, 


ато 
Ги 


| То Е 0; 


хз и <. решение той же системы с другими постоянными; наконец, 
Аи В произвольные, вообще комплексные функции от 2. 

3) Пусть подстановка различных значений аргумента 2 в уравнение 
(8.20) дает всегда одно и то же соотношение на функции от с с коэф- 
фициентами в виде функции от #; в этом о отношения трех функ- 


ций от 2 из этого уравнения к четвертой 


циями от #. Такое требование дает нам м 


21 =$(2) К Т(1), 
ее 


7-Е + Т.е®@), 


У == (9 Т:) — ть. 


4) Пусть подстановка в уравнение (8.20) различных значений 2 при- 
водит к двум соотношениям на функции от о: 


95 


-9-- = аи В, 
9> 
5: = - а, 


где а, 6, с, а— функции от #. Тогда эти уравнения могут быть совме- 
стны только в случае, когда функция а постоянна, и для Х мы полу- 
чим решение 


У = 7) + Т, (4), 


где Т и Т, — функции от & вообще комплексные. В этом случае мы 
получим также два соотношения на функции от 2, каждое из кото- 


рых может быть проинтегрировано по 2; после этого они представятся 
в виде: 


ат, | Т’--Т О = аТТе-, 


7’ 47 2 в. — 
А на“ в: НН = То. 
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Заменив первое из этих уравнений сопряженным, мы найдем функцию. 
7, которую можно затем исключить из второго уравнения; таким 
образом, второе уравнение превратится в уравнение, определяющее 
функцию 11, и будет иметь вид: 


. 027 ое жкой р 
Гавр АА -- дай = В, (8.21) 
где 
да: Т,), 
РР 
ка 


в-ат, + (Т.) . 


Так как функция Й, должна быть действительной функцией, то урав- 
нение (8.21) с комплексными коэффициентами равносильно двум действи- 
тельным уравнениям: одному — с частной производной от 2, по # вто- 
рого порядка и другому — с частной производной первого порядка. 
Как их следствие мы получим конечное соотношение на 7, с коэффи- 
циентами, зависящими от #. Это соотношение вообще не может пропа- 
дать, как показывают подробные выкладки. Следовательно, из него й, 
определи`ся как функция одного аргумента #, произвольная, поскольку 
мы ввели произвольные функции Т. и Г.. Однако возможно еще одно 
решение: если 


ЧА _ 
А 
В =0, 

92, _ 
01 0, 


то уравнение (8.21) выполняется. Таким образом, функция Й, может 
быть произвольной и действительной функцией от 2. В этом случае 


21 == Ф(2), 
ср 
аГ 


где С — произвольная постоянная. 

5) Если подстановка различных значений 2 в уравнение (8.20) дает 
три независимых соотношения на функции от с, то функция ХУ должна 
быть функцией только от &, а потому ] будет зависеть только от р и {; 
такой случай мы рассматривали выше. 

Все решения, которые даны во второй половине этого параграфа, 
представляют собой неустановившиеся течения, допускающие неизменное 
по времени семейство вихретоковых поверхностей в виде пучка парал- 


лельных плоскостей. 
Поступило 
19. Т. 1959 
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‚ ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
24 (1960), 203—242 


Я. Л. ГЕРОНИМУС 


О НЕКОТОРЫХ ОЦЕНКАХ ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
ОГРАНИЧЕННЫХ ФУНКЦИЙ 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе рассмотрены неравенства для коэффициентов функции, ре- 
тулярной и не превышающей по модулю единицы в единичном круге. 


* 
Введение 


Обозначим через 5 класс функций 


(а) ды", 
К=0 


которые в области |2| <1 регулярны и удовлетворяют неравенству 
[7 (2) | < 1. 


Хорошо известна оценка для коэффициентов 


ав | < 1 — [а [№ |0 | ЗИ 1— [9 (1) 


справедливая при условии п >> 2т; в настоящей работе находится оценка 


9т| через |в„| при условии > т <п<2т. Имеет место 


ТЕОРЕМА 1. Если }(2) 65, то при 3 т <п<2т справедливо нера- 


венство 
д = [0% |, || < а = 14 У3— 24 = 0,2494, 
Г |, ||, 


| —5 
вое & > = является корнем уравнения и?— 3 == | от |; знак равенства имеет 


место для функций 


У вт 


эт—п о, |9 | За, 
Ге а И 
Х (2) = ЕЕ 
1 22т—п В" У ты Ее ‚ Х = ей , те > 0. 
[ ВАЗЕ 42 т, т) 8 (1 — |а,) 
(ПГ) 


$1 


Для доказательства теоремы 1 рассмотрим сперва более простой 
случай, когда т = 1, п=2. Для произвольных чисел су, с1, ..., Ск МЫ 
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имеем: 
1 
соо Е Сиб, -- > -* [бб = 7 (а) Е... > == 
[2|= 
== \ а а И 
2 
[2] =1 

1 1 (2) Е (2). 3 
рт \ — на 4%, (1.1) 

12| =1 


где Ф(2) ЕН — произвольная функция; отсюда следует, что 


[соб сии >: Но |5 \ ИФИЕ( а < 
|#|=1 
<= \ ИР] (1.2) 


[251 
. 


таким образом, задача нахождения максимального модуля линейной вом- 
бинации коэффициентов функции класса 5 сводится к задаче Ф. Рисса (5): 
нахождения минимума 


5 Ра 
12| =1 
причем у функции Е (2) ЕН известны первые коэффициенты *: 


Р (2) = ск Рока +: Ноа ой -- ОН), |2|<4. (4.3) 


На основании теоремы Ф. Рисса ** экстремальная функция РЁ (2) 
должна быть многозленом степени не выше 24: 


о-в, ва =1ч,(1), чд-гь (1), и 


причем $ -у<Ё и многочлен 4,(2) степени $ имеет все корни в об- 
ласти |2| <1; числа $, у и оба многочлена 4, (2) и т, (2) однозначно 
определяются по заданным первым коэффициентам Ск, Скл,..., С1, Су 

Знак равенства в (1.2) имеет место на основании (1.1) для ба 
71° (2), для которой 


* (2) Е° (2 и =* . 
И ав 6” 48, |2 =4, 


откуда, в силу (1.1), для |2| =1 имеем: 
я к к | д 2 : 
р К |4 (2) Бы | цы 
[9] +, вх, (2) ч.9 


Так как 9`’(2)=Е0 в области |2| <1, то в этой области функция 
71° (2) регулярна и принадлежит классу 5. 


* См. (®), (1) и (2). 
** См. также (4), (2) и (3) ($ 2). 
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В нашем случае К =2, поэтому, положив с, =0, из (1.2) получим 


[сло + св аа | < к | | (2) 142. (1.6) 


Е 1 


* 
Экстремальная функция Р (2) является многочленом не выше четвертой 
степени, который должен быть найден из условий: 


сз - с12 + 0.2? | +. = [91 (2), (2) <, (2), (1.2) 


причем $ -у<.2. Так как в нашей задаче речь идет лишь о модулях 
коэффициентов |! |, |%>|, то будем считать с, > 0, с, = *с1. Таким об- 
разом, возможны три случая: 


(2? -- Вё- т), $=2, у=0, 
сз са 0.294... =4 (98 -- В) (= + 6) (+ 82), $=1, У=1,, (4.8) 
(сл? | 48-Е Пе + а2 + 123), 5=0, у=2, 


причем третий случай сразу отпадает, ибо приводит к невозможному 
равенству 


Р-Р =0. 


$2 
1. Рассмотрим сперва случай $ =2, у=0. Легко о что 
0.22 НЫЕ : 
© -Е 15 . 2 +=] С» -- ие - Ух ] [45 (2)]?, 


| 2.1 
4 (2) = 8\2 -- 4—2. (2.1) 


Так как многочлен 4,(2) должен иметь все корни в области |2| > 1, 1 
мы должны иметь: 


|212 =2]%| ИЗ ==, 


откуда вытекает, что рассматриваемый случай может иметь место лишь 
при условии 


Уз 1 
[% > и 


Из (1.6), пользуясь (2.1), находим: 


(2.2) 


о ее о 
[а Е да 16+ ет = Гав. 


Аргументы коэффициентов @&:, &› всегда можно подобрать так, чтобы 
имело место неравенство 


аа Е || [а АТА зтхт- вт (2.3) 


откуда следует: 
|0 | < <) + а-я = =$(|^ |). (2.4) 


Вводя обозначение 2 = мы, таким образом, получаем: 


4 
"А? ' 
, 1 
$) = [| две Ь— м. | — 25 — 327. (2.5) 
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* 


Функция ф(|^|) имеет минимум при таких значениях 25 и [^[: 


20 


УЗ аи Й ИУ -1 
и Е == и; 2.6} 
о Пе ее 
отсюда легко находим, что условие (2.2) эквивалентно условию |х.|> ®. 
Подставляя. в (2.4) значение |\| из (2.6), мы после простых вычис- 
лений получим неравенство 


а т 
4УЗ 9 5 2]2 р 
п В [ааа] + (4 За о [выра 2 9) 
Уз 1 Уз! 
Если же |\№ | <, т. е. |%|<оа, то при |\| > -—^_— функция 
Ф(|*\|) возрастает и, следовательно, имеет при |\ | = ИЕ наименьшее: 
значение, равное, по (2.4}, 
а — 6 (3—0 —19 [УЗ 1 
4 р 4 й 
Итак, в случае Г мы имеем. 
Г-З |. а, ((а) 
и 4 УЗ 9 3 т 
и 9 1ы1 + (1410) *}*, 19]. =) 


$3 


ЦП. Рассмотрим теперь случай $=1, у=1. Так как с1, с› — веще- 
ственные числа, то можно найти вещественные значения для а, В, 6. 
Из условий 


68? — с», ав + 82 (1 + 52) =с, Б(аР- В?) | 298 (42 5?) =0 (3.4) 


выражаем все величины через 5 = Ь: 


м Е. а ау — 44а 
А 2%? (х2 — 3 
и (3.2) 
ГЕТЕ 2 И 2 
Ва пы Уз — 1422 1 и). 
4% 
Так как многочлен а2--В должен иметь корень в области |2|>1, 
то. 1%] = | | > 1. Более того, так как с, >0, то |х|>3; наконец, 
ввиду того что решение в случае [ имело место при |*| > У реше- 
ние случая П пригодно лишь при условии 
‚ = ИЗ 
О -, 


т. с., в силу (3.2), мы должны иметь: 


2 1 = 
аа , |2 + УзЗ=. 
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Из (1.6), (1.8) имеем: 
[а а. | За | |(а2 + Ве 54| = 


та 


= ое ео +1, 


1 
откуда, пользуясь (3.2), окончательно находим: 


1 — 28 
|: а: | < ие. 


Так же, как в $2, учитывая (3.2), получим: 


ЕЙ 
2? (12 — 3) 


. 4 — 22)? —2 3 + 
а = НЕ 92). (83) 


Ввиду того что ф(х) — четная функция, достаточно рассмотреть ее по- 
ведение при х > УЗ. Мы имеем: 


[0 | < 


(1 — 22) — 2 | аз] 13 
(= ана ©. 
(3.4) 
ф’ (2) = (3) (1 — 22 [аз | 2*)_ 
23 (12 — 3)? 
Нам придется рассмотреть несколько случаев в зависимости от величи- 
ны |9» |. 


Па). Пусть сперва |%|< ; в этом случае для функции $(5) = 


у 


=1— 27? - |, | 13 имеем: 


| 27 | аз | —4 
Ф(— оо) < 0, $(0)>0, $(1т)= п <, ф(-+ оо) > 0. 


Следовательно, если т; > т > УЗ — корень уравнения 
2 


1—2 - |5 | 43 =0, (3.5} 


то при >= функция $Ф(5) имеет минимум 


паи), _ 


1 Е 
о а. (3.6) 
$ , ен (2—3) 2: 
полагая 
1 2 4 
——_ = — а, ФИ 


получим из (3.5): 


1 
|= (1) =вИ1р— в, |2 |? = м? — 9. (3.8) 
71 


Легко видеть, что при == -- УЗ имеем а = бон 44 И З= 24; 


кроме того, 
а[а»| _ 3—2? 


т. е. |&2| убывает при х> УЗ. 
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Так как мы должны иметь х>х., то при 21 >%%, т. е. при | аз] <, 
мы имеем минимум (3.6); если же 2, < х,, то при х> 4% минимума нет, 
функция $ф(5) возрастает и имеет наименьшее значение ы 


ЗАД ие т 
оо р }- (3.9) 
ПЬ). Пусть теперь [аа 25; в этом случае функция $Ф(х) моно- 
тонно возрастает при х > УЗ и имеет при > наименьшее значение 
{3:9): 

Итак, в случае П мы имеем: 

и, Ш = [би |, | “>| За, (Па) 
> Е 6 х 

1%, 6 (3—1 О, Я пЬ) 


54 
Сравним решение случаев Ги П, чтобы найти наименьшее. 
Сравним сперва случаи Та) и Па). Так как кривая с уравнением 
2 3: а 
уе 
является огибающей семейства прямых 


_ (1 — (2)? — 2503 
ЕЕ 


зависящего от параметра С, то она касается всех этих прямых; в ча- 
<тности, прямая } 


— 6 (3—9 —=(У3-1) 
А з 


о) (4.1) 


<оответствующая значению С =, касается огибающей в точке х=а, 
у=4А!З— 6. - 
Далее, имеем: 
у' (2у — 3") = 23, 
ы :: у у 4.2 
-У" (2у — 35) - (2 — бу) у? =2, к 


откуда находим: 


И. — 1 у? (Зу— 1) 
Е (4.3) 


Так как при 0<х<а имеем 


и 
то у’<0 при О< хо, и, следовательно, кривая лежит ниже своей 
касательной, т. е. решение Га) надо отбросить. 


Сравним теперь случаи 1) и ПЬ). Кривая с уравнением 
у=Уу 4, 
3. (4.4) 


А=1—32+(1—32)* 
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снова является огибающей семейства прямых 


1 й 
Е С т (4.5) 
зависящего от параметра С; прямая с уравнением (4.1), соответствую- 
щая значению параметра С = Пр касается ее в той же точке 
2=а, у=4уУ 3—6. Мы имеем: 
а. 
’ 2УуА 
2АА"— А 
1 И = а рее 0, 
у 4А УА — 
ибо 
Зы ь 
21 ре В 


2АА" — А” = —- 
= 


таким образом, кривая (4.4) лежит под своей касательной (4.1), т. е. 
решение ПБ) надо отбросить. 


$5 
Мы пришли, таким образом, к следующей теореме. 
ТЕОРЕМА 2. Если 7(2) = р ©;2^ 69, то справедливо неравенство 
к=0 
4, | 05 | < 0, 
м за (5.1) 
4УЗ 9 Е] 2]? 
| у [1 8 [> | | (1—3 |) } 2 [>| 2“, 


2 
где > 5; является корнем уравнения [> |? = и? — м3; знак равенства 


имеет место для функций 


У! —в 1712 з [м5 | <“ 

я) = р Пе (5 2) 
8%222 -- 4^2 —1 ты У4— За» |—1 аа 5 
ЗАВ 4—2 , ИВ И 


Исследуем теперь общий случай и оценим |&т| через |9. | при ус- 
ловии 


> т< пт. (5.3) 


Пусть 
1 =%-... ай ПЕ, 3 был, .. 92" т... 65 


5 Известия АП СССР, серия математическая, № 2 
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Рассмотрим функции 


ф(2) Е) НАЯ о бт ь АЕ 
а о ь т ба Е С 


п—т—1 АЕ 
$ (2) = : ра я (веет) отп -- бт" т а о 


где, в силу (5.3), п—2т > —(п— т). Легко видеть, что $(2) 65, ибо 
при |2| < 1 имеем: 


п—т—1 эти 
и. г 
1 ыи эта 
аи (5.4) 
К=0 


Полагая 2"—т" =6, введем функцию 


1 


@ (6) 2 о = Чт Е бб ЗЕ бб? | ... 65; 


применяя к ней теорему 1, мы получим теорему 2. 

Примечание 1. Неравенствам (П) можно придать геометрическую 
форму: рассмотрим точку М с координатами х = |аи|, у = | ят|; тогда 
для ](2) 65 точка М не выходит за пределы области В, ограниченной 
осями От, Оу и кривой Г с уравнением 


а 02 Е 
27“ -- 423 + 36ху? — 41? — 32у?=0 ах. р 


$6 
Из неравенств (ТГ), (П) вытекает 
ТЕОРЕМА 3. Если }(2) 69, то: 
1) если т — наименьшее значение индекса п, для которого нарушено 
неравенство 


Ро ВОН 


то оно может быть нарушено лишь для значений тп <2т; 

2) если т — наименьшее значение индекса п, 041 которого нарушено 
неравенство 
14У7— 20 


Е: 


= 0,6312, 


то оно может быть нарушено лишь для значений т<п< 3 т 
о т. 


ИЯ 


<> . | 
Действительно, если |9т | > —5__› То, по неравенству (ТГ), имеем: 


а А п>2т, 


ИУ 20 


откуда ‹ае : 
уда вытекает условие 1); если | т! > 5 ‚ то, решая нера- 
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венство (П), получаем: 


14 У7Т— 20 3 
а | < т. : т < п 2т, 


откуда вытекает условие 2). 

Интересно отметить аналогичную теорему для более общего класса 
функций ф (2) Е Н\, т. е. функций, регулярных в области |2| <1 и удов- 
летворяющих неравенству 


1 ] р 
== ] |ф (ге) | 6 < 14, г<14. 


|2 |= 


ТЕОРЕМА 4. Если $(2) = У а ЕНь, то: 


&=0 
1) если т — наименьшее значение индекса п, для которого нарушено 


неравенство а то оно может быть нарушено лищь Эля значе- 
ний т<п<2т*; 
2) если т — наименьшее значение индекса п, для которого нарушено 
А-2УТ 
Т 


неравенство |а». |< = 0,8988, то оно может быть нарушено 


лишь для значений тзп<-т. 


Я 


= В 4 3 
Действительно, если |ат| >> =-, то из неравенства 


: - - 4 
Га, 2И ат! (4 — [ат |), [ат | > 5, п>2т, (6.1) 
4 д 1427 5 
вытекает, что а, |<) =; если же [ат | > — т ‚То из неравенства 
, 
- 1 ра 9 8 ны 431 а, |—5 
и + ( —^*5 Е (1 — [4], 
(6.2) 
4 3 
|@®| >> 5, ъ5т<п<2т, 
= ИГ Е 
вытекает, что | а. | < —7_—_, иб0, если положить 
8 2. 
(9+ 72) 2 (1—2)? -Ё (13= —5) (1 — <) - 32 
ф (2) ге —- 64 ‚ 
Вау И Е. 
ф ( Я Е и ) 
то мы получим: 
ОО я 0,7. 
Поступило 
34. Т. 1959 


* Этот результат принадлежит Г. М. Голузину [©м. (3), $ 9, теорема 4]. 
** Неравенства (6.1), (6.2) принадлежат Г. М. Голузину [см. (3), $ 9]. 
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С. А. ТЕЛЯКОВСКИЙ 


О ПРИБЛИЖЕНИИ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 
ЛИНЕЙНЫМИ СРЕДНИМИ ИХ РЯДОВ ФУРЬЕ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 
В работе получены некоторые асимптотические формулы для верх- 


них граней уклонений функции от средних ее ряда Фурье, где верхние 


грани распространяются на классы И” и #1", г=1,2,.... 

С помощью этих формул изучается асимптотическое поведение 
соответствующих верхних граней при приближении суммами Валле 
Пуссена. 


$ 1. Постановка задачи 


Пусть И”, г=1,2,..., — класс функций ](2) периода 2п, у ко- 
торых производная /7_(5) абсолютно непрерывна и почти всюду 
выполняется неравенство | /< (2) | < 1, и И” — класс функций, сопря- 


женных с функциями класса И”. 
В настоящей работе изучается ‘приближение функций ]/(5) из этих 
классов Л-средними их рядов Фурье 


1 


^„ 140 5 . 
А.Г, РД и - -- У №, ка (@к с0$ №2 -- бк з1ш Ах), И) 
= 
где Л — треугольная матрица 
Ма 
5,1, ^. 2 
^ т, А 2 п ъ 


и Л, 1 = для. веех п. 

В работе получены некоторые представления для уклонений. инди- 
видуальной функции /(х) из классов И”и И” от и„(А, ], 2). Эти 
представления используются при выводе асимптотических формул для 
верхних граней 


О» (А, 5%) = зар |7 (2) — и» (А, Л, 2) [с (1.2) 
16% 


7 ТГ 
при и-> со, когда %=И”" и %=И”.. 
Изучение асимптотического поведения верхних граней (1.2) было 
начато А. Н. Колмогоровым (*), рассмотревшим приближение частич- 


ными суммами ряда Фурье функций из И”. Асимптотическое поведение 
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верхних граней И»(Л, 5%) изучалось затем многими авторами для раз- 


личных классов функций и различных методов суммирования. 


Асимптотические формулы для И»„(Л, И”) и [0 » (А, И’) применя- 


ются в настоящей работе для изучения асимптотического поведения 
соответствующих верхних граней при приближении суммами Валле Пус- 


сена: 
п—т 
ри, т (1, 2) = Х (асов -- бк за Р) + 
з Е—=1 
п—1 р 
- » ^— (со 4 бывш) 
К=п—т-1 

и о. И 


Верхние грани (1.2) при приближении суммами Валле Пуссена будем 


обозначать через ТУ», м (5%). 
Полиномы 9, (/, 2) впервые рассмотрел Ш. Ж. Валле Пуссен [см. (5) 
и пп. 26, 27 книги (5)]. В этих работах Валле Пуссен указал формулу 


17 (2) = 0% 0 1) | < — Ен (7 (1.3) 


где Е» (Л), К=О0, 1,2,..., — наилучшее приближение функции 1 (2) 
полиномами порядка А — 1. Если 
п—1 
= 2 -е у (ак соз Кх - бьзшАх) (п=1,2,...), 
1 


®—1 


а а 5% (1, 2) зы ик) 


— частичные суммы ряда Фурье и суммы Фейера функции ](х), то 


п—1 


тиф =- > зе, Ты ю. 00 


&=п—т ой 


Благодаря исследованиям А. Н, Колмогорова, С. М. Никольского, 
А. Ф. Тимана и С. Б. Стечкина, асимптотическое шоведение У„, „(И/”") 
и Г, т (И’’) известно для сумм Фурье (т=1), сумм Валле Пуссена, 
близких к суммам Фурье (случай т =о(п)), и сумм Фейера (т = п). 


Е 


Известно также, что в случае 0 < 6, < а 


УЕ 1 ТЯГ 1 
У», (И) =0 (1) и 7. "(0 (5) 
Эти соотношения следуют из неравенства (1.3) и теорем о порядке наи- 
лучших приближений функций из И” и И”. 
Асимптотическое поведение У», т(И””) и И», .(И") при п-> со опре- 
деляется нами в предположении, что Им — существует и равен 0, 


0<8< 1. В частности, дается новое доказательство указанных известных 
результатов. 
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План дальнейшего изложения таков. $ 2 посвящен вспомогательным 
‘предложениям. В $3 выводятся представления для  уклонений 
1(2) — и. (А, }, 2) и асимптотические формулы для верхних граней 
О, (Л, И) и О, (А, И"). В $4 и 5 изучается асимптотическое поведение 
Ив (И ий, (0). 

Настоящая работа представляет собою несколько дополненную кан- 
дидатскую диссертацию автора. Выражаю глубокую благодарность 
С. Б. Стечкину за постоянное внимание и помощь в работе. 


$ 2. Вспомогательные предложения 


Нам потребуются некоторые свойства повторных интегралов от 
с08{ эт 


функций —„-и я. Заметим, что при а> 0 и &-— о 
ее ман... 4 =0 (=) (2.1) 
* ы * : 
и 
Е я о [= (2.2) 
к ) 


— 


К [2 


Эти соотношения легко Доказываются интегрированием по частям. 


ЛЕММА 1. 


\ = т ау = —® (2.3) 
оу 
Сы =... 95" бы... @ы=0 (>19, (2.4) 
0 к 1 
со со ко я ; 
ие \ \ ми \ и а О, (2.5) 
е Ан ь 


Доказательство. При доказательстве леммы мы будем пользо- 
ваться известными теоремами об изменении порядка интегрирования в 
повторных интегралах [см. (21), $ 1.85]. Имеем: 


Изменяя порядок интегрирования, получаем: 


М © со 


\ \ а ау = \ а а 
о у 0 
где 
1 при #<М, 
м = м при #>М. 
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Поэтому 


;8 


со со о ь и 
\ р ыы. аа — в {1 о г @-м \ ее @] и. те =>. 
оу 


0 М 0 


Формула (2.3) доказана. Докажем теперь формулы (2.4) и (2.5). 
Интегрируя по частям, получаем: 


Сока = тр | а с} ть РЕ ай . . Ч но 
со а ны со ь 
+2 \ \ Е (2.6) 
о ы 


Найдем выражение второго интеграла правой части (2.6) через пер- 
вый. Для этого в (2К -- 1)-кратном интеграле 


со 


1 бк = \ 
0 


ти о И 


ок ы 


оменяем местами первый и второй внешние интегралы; тогда получим: 


[®.®) со со ь 
7 511$ 
ры \ ар: \ аа \ т Е... Фа. (2.7) 
о Еф и 


Меняя местами в 55%, второй и третий интегралы, находим: 


[®.®) со со со 
баьы = \ \ В \ а ое. 
о к ы 
Из (2.7) и (2.8) следует, что 
19 И: 
бы = 7} } ща |... \ а’ ан... бык. 
о 15% 5—2 | 


Изменяя в 524, последовательно порядок интегрирования в каждой 
паре интегралов, получаем: 


со © со 
‚ 4 ТЕ. 1 
бон р | \ ИЕ \ о аНЧЬ ... Ф = Эр бы. (2.9) 
0 15 [2 1 
Из (2.6) и (2.9) заключаем, что 
4 
ОЕ (1— +) кии (2.10) 
Точно так же 
| К (1— Е в. (2.11) 


Из (2.10) при К = 1 получаем формулу (2.4) при К = 1, затем из (2.11) 
при К = 1 получаем формулу (2.5) при К =1 ит. д. 
Лемма доказана. 
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ЛЕММА 2. При г> 1 и малых а 


? Це яж Е аа, ии С. 
0 т, ы 
== 19198 ат +0( 4), (2.12) 
\ | \ ид \ т (4 -|- ыы ан. 4 = 
о ". | 
2 


Доказательство. Рассмотрим случай х > 0. Разобьем доказа- 
тельство на несколько этапов. 
1. Покажем, что 


со со со 
\ | \ в Е ВХ рр ый 
ОЕ й з 
со (19 со со 
=\ \ ее ман... 46| 4+0). — (2.44) 
1 с й 


Оценим при А > 0 интеграл 


Ч 
1 


® 1 
1 ее ыы 605 
= | м а ыя 
Е—1 1 
| (1 а) г г. \ 
1--а со со 
= \ \ р о Фан... 4%. 
т ы 


Отсюда с помощью (2.1) заключаем, что 


со 
\ с08 (1 -- &) Е — с03& 


= Ч. ., Ч == О (®). (9). 2.15) 


в — 
2—8 


и 


ое интеграл 
нЕ со со 
\ | \ в \ ЕР ие 41, | 6. 
й 
а ы 
При г= 1, согласно (2.15), имеем: 


1 о 
$ ав а [аы < 


[2 


я } 
|\ с0$ (4 - &) Е — созЁё 
т 


4 [46 + 


1 © - 
с сов (1 + а) — с0зё _ бе ван -- 0 (о. 
[ее &| аи < \ ааа -- О (®). 
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Так как |с0$(1 + ®)Ё — с031| < 94, то 


ти а а [6 < 


> @аь - 0(а) =0(э). (2.16) 


©._—н 
ен 


< 


0 ы 


При и. 


1 


р о. ов 609 ры... 6 


о И 1 


а, < 


с0з (1 -- с — с03# 4 а а Я ай: =Е 


хе —н= 
Г. 

5 
=.-—5$ [А 


Е Е 
Ол ы 
<. ии ва аж 
о п ы 
т К | г о (2.17) 
т я 


С помощью (2.15) из (2.17) и (2.16) по индукции получаем: 


р 
о 1 а 


а. =О (=) (г>\). (2.48) 


Преобразуем интеграл (г > 1) 


м | я в а ов а а 
т й 

о Ч со м 

Е: : с а Чь ... 46+ 
г 7—1 ь 
хо (+) 5 г 
= \ | ) И и ааа. пав аа). (2.19) 

1 в. ты й 


Из (2.18) и (2.19) следует (2.14). Точно так же доказывается фор- 
мула 


| № - т и и 
Е, з 
со (1-1, со со 
_ у \ ‚\ - и ее, оО НИЕ ОВ (2.20) 


1 1, = | 
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2. Докажем формулу (2.12) при г=1. Для этого нужно показать, 
что 
со (ро) 
ба = 


1 


0 (а). (2.21) 


Но из (2.1) следует, что 


со (а) р « аа у 
о ‹ с 
а = {|} #406). 22) 
1 Ы 1 ы 


Так как при Ц < 1 
6032 = с08 8 + О(Е— Ц), 


то 


(1-э) : (1--®) 1, ; (1--«) 1, еее ; 
с05 с05$ 21 01 2% [2 с08 1 
а = \ рено \ а |= А+ 049) 


Я а т 


‘равномерно относительно {:. Поэтому 


ых (1--а)Ы - 
ре В 
1 ГА | в 
Далее, 
п т] 2А-ы 
ы а 
\ | 0$ | \ [0$ #1 | 1 0(1), 
| п 
1 КТ ЭА—1 
а так как 
2-1 
. | созё | 2 1 
\ Я 0(+) 
т. 
и 
Е 
О 
оба 
К =1 
то 
МЕ = 108—210 (4) (2.24) 
й о п = 0, а 
о 


Из (2.22), (2.23) и (2.24) получаем (2.21); таким образом, формула 
(2.12) при г= 1 доказана. Точно так же доказывается формула (2.13) 
при /^==1. 

3. Доказательство леммы завершим по индукции. Используя форму- 
лы (2.14) и (2.20), покажем, как соотношения (2.12) и (2.13) при г>1 
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могут быть получены из (2.13) и (2.12) для г—1. Применяя интегри- 


рование по частям, имеем: 


со (1-Е®)Е, со со 
. ый | “в м, а 1 = 
т т г 
со (1-Е), со ое : 
Е: \ | \ \ Ся | м ава а. юн АЕ 
м х. р й 
со (А--ой, у о 
х $Ш 
ИО (\ | = >! 8 Ча 4.). (2.25) 
Из (2.2) следует, что 
с Ча, 58 
м м т р и 
Г, — йа 
к. с со 
< \ | \ И ‚| в и мы 
в Ре ь 
ааа, 
—. ( \ те О а (2.26) 
ЕЕ м 
Из (2.25) и (2.26) получаем, что при г > 1 
о | Е ара. ..4 ай = 
и = 
1 а ы 
о (1-5 а) ЕЁ со со 
=\ |. _ Эл днЧь 4 | Ч, + 0(а). 
1 р и. 
Точно так же при г» 1 
© (1--“)Ё со со 
Пела а 
1 ие й 
ео (1-Е, со со 
— | \ в. _ я ана... |4, РО (а). 
5 


1 т, 1.1 


Таким образом, для ® > 0 лемма доказана. Случай & < 0 легко сво- 
дится к случаю положительных в. 
ЛЕММА 3. При малых положительных 


Е Е, ау = ю8 = +0(1 ). (2.27) 


оу 
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Доказательство. Покажем, что 


0 


Г с03Ё — с0$ ай 
чи 4 | Чу 80 (4). 
у 


Действительно, 


1700 
$ = — @ а < 
оу 


[2 
Г 


29т ое 
м ЕНАИЫ: 


12 


га ии о 
я |\ с08 # — 608 а а < ау +2 + =0(4). 
: оу 1 
Таким образом, 


Не 603 { ея ее 052 р 
_ 608 # — с08аё _ д с0$ — 5 
о ре а | у 0(1) = 


у 


> 


у 


со © со со 


ее с03 Е = с05 1 а 
| |9 +0 (1) Му 4|ау-- 0(1) = 


Е 


(“4 


м | ау + 0(1) С МИ ее @ ау -+0(1). (2.28) 
а у у 


Но с0${ =1-НО (1), поэтому 


Ча. 1 
< ее. 
а у 


Из (2.28) и (2.29) получаем утверждение леммы. 


1 


=\ | — &| ау -+0 ( виа) = 108 — + 0(1. (2.29) 
ку в 


$ 3. Асимптотические формулы для 0О„(Л, И”) и 0, (А, №”) 


В этом параграфе будут выведены формулы для уклонений функций 
из классов И” и И” от А-средних их рядов Фурье. С помощью этих 
формул будут получены асимптотические формулы для ПО„(Л, И”) и 
С, (А, И. 

Выразим уклонение функции /(х) от суммы Фейера через производ- 
ные функции / (2) и сопряженной с ней функции 1 (2). 

Из представления Валле Пуссена для сумм Фейера [($), п. 24; см. 
также (1), $ 61] 


т 
812 = 


Е 


—©> 
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следует: 


(в) — вы (1, 2) = ме УФ) — еде -еиаЕ. (3.1) 


ля /(2) Е И’' уклонение (3.1) можно представить следующим обра- 
У 


зом: 
1 (2) — в» (7, 1) = а 


=» | [27 @) И ее де. (3.2) 


0 


Проинтегрируем по частям интеграл в правой части (3.2): 


} 127) еле -еф = 


0 


у 
с0$ # — с05 ий со 
[2 


= [2/ (5) — Лазни 76-9 о 


со 


о 


— еле ее ау = 


9 со 


со 


=} ее ау. 
0 


у 


Таким образом, для (2) 6 И" 


ао 
3% и Ри. 7 605 пЁ — с03 # 
1 (2) — в» (], 2) а а. #У-Те-иЦ п 914. 
0 у 
(3.3) 
Рассмотрим функции / (1) ЕЙ”, г=2, 3,.... В этом случае уклоне- 
ние (3.1) можно записать в виде 
И) Зо 2) = — \ НЕ АР т 
0 
1 С . 
Нк} И@-0— 27) + 72—01 а. (3.4) 
0 


По формуле М. Заманского [см. (7), теорема 14], 


10212) те-+и—1@е-—9 и 
= \ т ав’ Да 
() 
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Второй интеграл в правой части (3.4) проинтегрируем по частям г раз: 


\ (@-Е 2) — 27 (2) +7 (2—9 а = 


= по С (2+0 — 27 (2) + 7—0 а = 


| 
= п мень ьие-ь) Я 4 


со ры 


ее -л@—ь) \ Е, о 


Ь=Е 


ыы У 


н 
: 1 
я” ыы 


со $, == 


х 
8. —.- 


Ве 1у'\ [16 (#-- в) + (— 179 (#— в) \ =. - 665...) (3.5) 


со со 


С помощью леммы 1 заключаем, что все внеинтегральные члены в 
(3.5) равны нулю, поэтому | 


р 


фи@-+9—2/@) +1 — “ата = 


г ы 


= (— 0 Зе) (073 а=ы \ 21 . 5% 


0 со со 


71(2) —°®(], 2) = 


И о. 
Г = ею 17° (2 г \ д 444, 
(3.6) 
Рассмотрим теперь функции / (2) 6 И”, г=1,2,.... В этом случае 
1 $1 7 
1 (2) — с, (1, 1) = Р | а (3.7) 
$112 я 


где Р перед знаком интеграла указывает, что интеграл понимается в 
смысле главного значения. Из разложения 


- У (2 -- ЕЕ 


4 91102 — Со 
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получаем: 
1 (2) — в» (1, 2) = о — а ое = 
== \ Ге+-)—1@—98 г : (3.8) 


причем последний интеграл сходится. 
Проинтегрируем правую часть (3.8) по частям г раз: 


ь 


г эшш #| 


(в) — сн (/, 2) = дк Вт в, [ечы—е-ь м 


п=Е 


< 


2 Ы 


бе Ре-ьл аа, |+. 


{+ (—4)" бас (а-ьух 


| й со 


х | = За аейь ... | - 
Е 


1. = 


к (= у Пот: 17 Рей. ЦЕ ое аа. ‚в. (3. 9) 
При г =1 из (3.9) получаем: 


7) — ч.1, = и) Рау е-у\ аи ау. (3.10) 


0 


© 


При г_> 1 с помощью леммы 1 находим: 


ы 


) = и О = в араь 


8 


71 (2) — 9» (7, 


ы т 


+(— 17 0Зе+-с 17° —)1\ .. ба аь 4, ‚| 


со со 


и окончательно: 
7 (<) — св (1, #) == 
оо со со 


= \ [71° (2 5 &,) — (—1)7@—ь) \ * м ны Иан 
0 1, И 
(3.11) 


Представления, аналогичные формулам (3.6), (3.10) и (3.11), были 
получены другим методом Б. Надем (15). 
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Выведем формулы для уклонений функций из классов И” и И” от 
А-средних их рядов Фурье. 

Будем обозначать вторые разности последовательности Хи 1, Аа 
..) №т Следующим образом: 


Ах — Ал, к т 2%, к + Ап, к при К = т р, ...) П— р 
р пт — ^,, в 2\и, п, 
А — А 


%* 
Введем также разности ДА/2х: 
*2 
Ал = — №, | №, 
* 
Ане Ак приз 2; ЗМ 


Применяя дважды преобразование Абеля, находим: 


7 (1) — и, (Л, 1, 2) = УЖЕЙ(®) —сь (|, = АЗ. (3.12) 


К=1 


Из (3.12) и формул для уклонений функции от сумм Фейера следу- 
ют формулы для уклонений функции от А-средних ее ряда Фурье. Имен- 
но, если }(2) Е И”\, то 


1(а) — п. (А, д) =(8-— абы + 


со со в к 603 Ё 
+; \ ИУ ЛЬ ви и = а ау; (3.13) 
у 


0 


если} (2) 6И”", г=2, 3,... “то 
1 (2) — и» (А, /, 2) = (2) (1 —^,з) + 


оо оо © У 42 ,с08 
: НЦ Но (ва) 4..4 


0 


(3.14) 
если / (2) Е И’', то 
со оо у - к зп #4 
7) — иь (А, 1.) = Рау +7а-у\ т; 
: ь (3.45) 
ели ПИ 6—2, 3, мо 
1 (4) — и» (А, /, 2) =] (2) (1 — №, 3) + 
со со у д кт А 
+= [а нь) — (4-1 51. д — ра ан ав (8.16) 
9 1 


г 1 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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Перейдем к определению верхних граней И» (Л, И”) и П»(А, И””). 

Нам потребуются следующие соотношения, вытекающие из резуль- 
татов работ Г. Бора (4), С. Н. Бернштейна (3), Ж. Фавара ый 
Н. И. Ахиезера и М. Р. Крейна (?) [см. также ('), $ 88]: 


вир |7 ( = (3.17) 

ТЕУ: 

и для 2—2. 0... 
-, с 4х 
зар 1) |= Кам, 3.18 
зе м (3.18) 
д ( 1) 

зир 2) = А 1 ие 
вор |7 (2) н ке. Е (3.19) 


Существуют функции, для которых эти верхние грани достигаются. 
ТЕОРЕМА 1. Для И, (Л, И”) и 0, (А, И”) при п-> о справедливы 
асимптотические формулы: 


при т = 1 
со у д.2 7 
О® (А, И) =5 [1 — № +2 — нь а у + 
у 
со о Д;? со Е 
НОА, 0+ 0( [= @ ау), (3.20) 
8з--и 
Ва 
0, (А, )=2( | У ыы а 
о 
09 со у Дуэт ЁЁ 
+0(\ |\ А (3.24) 
И 
прит>1 
т ь те в ДР хс08 № 
(А, И”) = К, |4, И+=) а 44... а, 


О, о( Ц. ( р д? к с03 Е 
Ее 


г ы 


% 
У 4? за 


О, (А, И”) = Ка, 2+ 2 12 


>—?8 
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оо с в ДР кэш № 
+0 (®) 1—2». 90 ({ |\ А 44...44), (3.23) 
Е. й 


8 1 


где 0<=<>, тр (2) ==10—, тр (е)=е для г>> 3, 1, (е) =в для г>2 и 
остаточные члены в формулах (3.20), (3.22) и (3.23) равномерны отно- 
сительно :. 

Доказательство. Доказательство всех четырех формул прово- 
дится аналогично. Докажем, например, формулу (3.22) для И» (А, И”) 
мрици Э.еи. 

На основании (3,14) и (3.18) заключаем, что 


О» (А, И") зар (2) [|1 —Ж», »| + 
ТЕТ 


со 


со [©.®] 
1 е "р т -— 
-- зар =} ес 1—4 РР 44.45 —- 
1ЕУУТ 0 ": ый 
б со со со м ДЯ у с08 
<, 1—1. \ |\ 9 944... 4,1 |4. (3.24) 
би, Ё 


Построим функцию, показывающую, что в (3.24) имеем асимптоти- 
ческое равенство. 

Заметим, что в качестве производной /” (5) от функции / (2) 6 И” 
может быть выбрана произвольная измеримая функция ф(5), удовлетво- 


ряющая условиям: 
п 


1$ (2) |< 1, | (2) 4—0. 


— 


Пусть $ (2) — функция из И”, для которой 


фо (0) = зар |7 (2) | 11 (1 — А», 2) = К-1 180 (4 — Ж,, 2). 
ЕТ 


Пусть 0<=<5 и М. = [— т, п] \ [-—®, 3]; положим 


| Ре ааа, 
в (1,) в а, ы : 
(— 1)? С.) для 6 (—ье, 0), 
$07 (,) для &@ЕМ.\ [., 


& Г) 
где измеримое множество Г. © М. и значение производной №’ (.) на нем 


выбраны так, чтобы выполнялись условия: 
177 (6) шез <, \ (1) а. =0. 
—п 


6* 
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Такой выбор возможен, так как 


тез М. = 2" — 2е, \ + и (2,) а. = 0. 


Для функции / (2) 6 И” 
(0) —и»(А, 1», 0) = (0) (4 —^», з) + 


оо 65” 65 у 4? у с08 
а |... а... = 
0 


1 
®. ы 


= $ (0) (41 — Жи, +) + 4 (0) — $. (0)] (4 —^», ) + 
+8. ее фо: 4, 


1. 


> -# 


п 
Уз 4 у с08 
т 


м. ара... ав 


=) ИНО Ь.. 1 
О 1. 
= К |1—Х,, з| + [0(0) — $ (0)] (4 — А», ) + 


в 
® У! 42 03 
Я 44...44, +- 
ы 


У 4? у соз Е 
4... 41,1 |1.) (3.25) 


+ 
© 
рае 
"-—° 
.-—>8 
=—8 


равномерно относительно в. 
Оценим / (0) — $ (0). Для г=2, 3,... 


п 


70 (0) — (0) = | 9104 (3.26) 


где 


0-Я (1) В 


к Е | 
=1 


эта формула известна, она доказывается интегрированием по частям. 
Так как 


фа (Е) = 1ов | 25. ь 


а для г>3 функция $,_:(#) непрерывна, то, пользуясь тем, что 
ОЕ" 50 (1) на множестве меры, не большей чем 4е, находим из (3.26), 
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что для г=2 
№ (0) — %(0) = 0 (= 108 =) 
и для г>3 
№(0) —$(0) =0(е) 
равномерно относительно в 
Таким образом, 


/о (0) — и» (А, /о, 0) = К, |1 —Ж», з| НО (+ (е) "|1 — №, 2) + 


в 


У! 42 усов 


АИ № ав, + 
Ой Е 
с © со у дз. 

+0(\ |\ НИ (3.27) 
ге 1: и, 


равномерно относительно е. Отсюда и из (3.24) следует формула (3.22). 
Теорема доказана. 
В приложениях теоремы 1 самостоятельное значение имеют случаи 
п 
#—0, в = > иез->0. В следующем параграфе мы воспользуемся тео- 


ремой 1 при е=0и в = --. 


8 4. Асимптотическое поведение У, „(\”) и 7), т (1). Т 


- А 
Перейдем к изучению асимптотического поведения величин О» (Л, И’) 
и 0, (А, И’) при приближении суммами Валле Пуссена. Асимптотическое 
поведение У„, ш(И””) и Г, „(ИЙ’”) определяется нами в предположении, 


что Ниш существует и равен 9, 0<%9< 1. 
Приведем полученные С. М. Никольским (1?) асимптотические фор- 
мулы для норм сумм Валле Пуссена: 


У, т =, 108 -^_ +0(1) при 0 =0, 


со 


О 4 О(е,) Е 
0 
У, т =1-+0(1—-=) при 6 =1, (4.2) 


4 т т 
где т для о И в, =0 для > =8. В ра- 
п 
боте (12) не указан порядок убывания остаточного члена в формулах 
(4.1) и (4.2). Это уточнение легко получается из формулы 


пт $2 
0 


а | с08 иё — с08 (п — т) {| 4. (4.3) 
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доказанной С. Б. Стечкиным ("'). Действительно, из (4.3) следует: 


Ут => т 
ее: 
п 


Отсюда при 0 =1 получаем формулу (4.2); 
лу (4.1) получаем с помощью оценки [см., 


( | 31 2ё - за # | 4 


в 
0 


[ов бе воз (1—2) | “) 


п 
с а ьы 
0 


=] ы а 


со 
\ а а 


0 


в 


__ 


п 


если 0 <0<1, 
например, (1')] 


то форму- 


= 0 (10|), 


[%| > со. 


ТЕОРЕМА 2. Для ТУ, п(”) и Г, п(И”) справедливы следующие 


асимптотические формулы: 


1. Если 0 =0, то 


у и 108 - = +0 (5) (4.4) 
У, а (4.5) 
2. Если 0< 01, то 
У, (И) = (1,9 +0 (= ов (4.6) 
У =) 2,00 (=) +0 (=), (4.1) 


где 
с (г т 
от, 
ие оо 
© (г, 9) = =) 
и 


со 
\ с08 # — с0$ (1 — 0) $ 


- @а .. . 46.1 |4, 
ы 
со : 
эт # — зш (1 — 0) 1 
. Е. а арена 


ТЕТ для —- +6, =„ = 0 для = 6. 
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3. Если 0 =1 итг=14, то 
Я 1 
(Ио ит 0(-,). (4.8) 


7 
Для ТУ», (И) при 0 =1 справедливы следующие асимптотические 


формулы: 
если п— т—> со, то 


Ур, в (71) = (1, о) > ОИ о (4.9) 


20е 


если п — т = р фиксировано, р > 


У, = (у) рено (у 1.) (4.10) 


р 


где 


с (4 р) = и 2 ое а | 49 + РУз, (3); 
если т = п, то У 


Ул, = (И’") = и 
0 


пп 


ме |4 +0(-). (4.11) 
У 


4. Если 0 =Тиг> 1, то: 
в случае, ели п-т = р-> со 


те 1 Е же 


Не, о) [++ |+0(-5)+0(-=-}. (49 


Е о +7: |+0(+=)+0( =). (4.13) 


20е 


ы р ‚46. | 46. 


со 
2 м ав: .. р. 


в. ы 


в случае, ела п— т = р фиксировано, р>1, 


У (И) = (ев) |+ В+ |+0 (+). (4.14) 
У, „(Е.В |+ А+ ы | +0(+), (4.15) 


п 
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где 
| ея 55... |, 
$. р 


ср = „р | (*) 


со со со 


с(, р = |\ 9) АР ан... 4, 
0 


2 
, ы 


и верхняя грань берется по функциям 1(х) И”, четным для с(т,р) и 
нечетным для с(г, р); 


в случае т=п 
= 1 1 4 (1—0 1 1 
У,, в (И) = К. =+0(=)==> ЕЕ: Ч ВО ‚ (4.16) 


К=0 


© 
ее 4 ы 4 Ее 1 Ей 
И ка НО =) (4.17) 


Для приближений суммами Фурье (т= 1) формула (4.4) получена 
А. Н. Колмогоровым (8), формула (4.5) —С. М. Никольским (1), (15); 
в общем виде эти формулы получены А. Ф. Тиманом (1), (25). 

Для приближений суммами Фейера (т = п) формула (4.8) получена 
С. М. Никольским (11), формулы (4.16) и (4.17) —С. М. Никольским 
(13), (15) и Б. Надем (°), формула (4.11) —С. Б. Стечкиным [см. (18)]. 

Формулировка теоремы 2 [без утверждений (4.16) и (4.17)] была 


опубликована нами в работе (18). 
При доказательстве теоремы 2 нам потребуются следующие оценки: 


@, = 0 о (4.18) 


7] 
. 1 


= 


| и. а 
- 


8 


а а И, #.—0(7:). (4.19) 
в 


2 
1. ы 


со © со 
с08 7$ 
о не ар... а |4, = 
ь а 
2 
4 © © со 
с08$ 
==) || т 41...01, % 0 (-). 
тт 1 ы п 


Доказательство теоремы 2. В этом параграфе будут доказаны 
все асимптотические формулы теоремы 2, кроме формул (4.9) и (4.10), 
которые будут доказаны в $ 5. 
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Воспользуемся общими формулами теоремы 1. Суммы Валле Пуссена. 
п, т (7, т) определяются матрицей Л: 


Алей при 1<Е<п—т-1, 
при п-т 1 < Ап. 


Поэтому для сумм Валле Пуссена 


4 к=0 при 1<А<п—т—1, 
и 

4% к=0 при п т-+ 1 < Е<п—1, 

№ = 


т 
Обе ИО < Ио 5) Пере м Лот А, а при т=ш 


Из теоремы 1 при е= 


го 
чаем: 
при т -Е п 
У, т(ИЙ’) = 
- М. ее ана с У ) (4.20); 
Ув, ш(Й”’) = 
2. Иа ан... +0 Е ; (4.24 
Но 
при т=пиг=1 
и, в (И =. 3 &|ау +0 (;,), (4.22), 
93 
С 2 я |4 +0 (>). (4.23). 
Из теоремы 1 при = =0 следует, что при т=пиг= р 
нь (И) = К. — О, |. в ое и: | 41.) , (4.24) 
Та) > КС +0 ( - Е. т „аа ..) (4.25) 
Е 


Е 
Докажем сначала асимптотические формулы для И»,т (И””). Если 


-234 С. А. ТЕЛЯКОВСКИЙ 


Е ВЕ ИИА ЗЕЕ 


'0 —=0, то из (4.20) с помощью леммы 2 получаем: 


59 63 сов — 08 (1— 2): 
п 


ео =. а ан... | 4. 
пт (И) т И Г — т... @ыа |8, Е 
г 1 
1 Нее то 
О (ебет) енот ВВ ЗРИВИ 
"Таким образом, формула (4.4) доказана. 
„Если 0<0<1, то, согласно (4.20), 
т 2 Е Г совр 9 
= Е ОО ПО ОЙ 
Ув (И) не - = ан = Е 


2 © © ое — ту 
иг т у 9) & — = „-)! аа... |4) + 


о 


Но, согласно лемме 2, 


И (99) ТР 
му о ыы те п.) ага ...А 


мик 


4, = О (ел). 


1 1 Е 1 й т, 
ао (=) ЕО +5 (=), 
то 
и (г) ее > | |: \ о Ме ЧЕ 
п9л” : й 


+44) (5) 


Таким образом, формула (4.6) доказана. 


Рассмотрим случай 9 =1. Приг=1 и т-м из (4.20) и (2. 21) 
получаем: 


08 — воз ( в 


): 


СР. мо) = 
Не, А чин +0 (+). 


Если т= п, то, согласно (4.22) и (2.27), 


у ый 


2 
— = 108 


608 — с08_® # 


Ут (= 2 АУТ. | ау о (--)== 
0 у 


| 
т 
5 
— 
© 
о 
ее 


Таким образом, формула (4.8) доказана. 
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Получим теперь формулу (4.12). Если п-т->о и г=2,3,..., то 
из (4.20) находим: 


< 608 — сое ( вт р 
= п 
1 


1 


ни (И) = ОТ. ар ан...4ь, | ры 
0 


ав, + 


1 
№ 0 ( )= 2 я 
т (п — т)" 2) | в 12 ТИТ ИЯ 


+0 ( ен о| - ) = 


т (п — т) 


а, 


пт (п — т)’ 


№ 2 г $ г с08{ 
} | \ в ан: 


| 


Е Ее ИЕ. (4.26) 


т п 
то 
Ул (И) == |\ и Е. а | 
мо. д 
1 й 1 \ 
АЕ до раеаы И: Ев ОР. 
Е п? (п — т)’ 2 в п’ (п — т) ЗЕ 


п (пт)! 


о оных) 


Этим доказана формула (4.12)._ 

Формула (4.16) для приближений суммами Фейера (т = п) при г>1 
следует из (4.24). 

Формулу (4.14), соответствующую случаю г>1, п-т=р, р>1 
фиксировано, получаем из (3.14). Из (1.4) и (3.1) следует: 


1 (2) — бит (7, 2) = 
= ие — 278) + ета, (4.27) 
9 
При определении Г„„»(И””) достаточно рассматривать уклонение 


7(2) — 9,” (|2) в нуле, а в силу четности ядра интеграла в правой 
части (4.27) это уклонение достаточно рассматривать только для чет- 


ных функций /(2) 6 И”., 
В рассматриваемом случае для четных функций / формула (3.14) 
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имеет вид: 


7 (0) — эл. (У, 0) = 


сс 
{ — с05 
пе сов Ре ар в, ...Ч6, = 
йе 


Ев. 1 (4) 


0 


| 
> < 


ты | т 


р в 


т ФЕ ЧЕ, ... Ч 


#1 2) (&,) г ша ды + 
Е, 


4,) > 


= юб | а ан --0 в. (4.28) 
0 Й 


г А 
равномерно по (=) Е”. Из (4.28) с помощью (4.26) получаем: 
Тат = 


ео т Е 


Е кар | | ео \ Е - а: аё ... @, 


, й 


- ++. Е Е 


где верхняя грань берется по четным функциям /(52) Е И”. Формула 
(4.14) доказана. 


— тр | | ? се ри а 


т 


х 


Таким образом, доказаны все асимптотические формулы теоремы 2 
для Ив (И). 

Асимптотические формулы (4.5), (4.7), (4.13), (4.15) и (4.17) для 
Т„,т (И!) доказываются аназогично. Асимптотическая формула (4.11) 
для У„„(Й') фактически уже доказана [см. (4.23)]. 

Остается доказать только формулы (4.9) и (4.10); их доказатель- 
ству посвящен следующий параграф. 


$ 5. Асимптотическое поведение Г„м(”) и Тш(Й’). П 


В этом параграфе будут получены асимптотические формулы (4.9) и 
(4.10), чем будет завершено доказательство теоремы 2. 
Рассмотрим Ти (И) при 0 = 1. 


Формулу (4.9), соответствующую случаю п— т-> оо, можно полу- 
чить из (4.21), использовав соотношение 


пена [42 аа уно (У в), 
0 у 0 у 
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справедливое при малых положительных а. Однако в случае, когда 
п —т фиксировано, в формуле (4.24) оба слагаемых имеют одинаковый 
порядок и для доказательства (4.10) эта формула непригодна. 

Мы получим асимптотическое выражение „,т (И) через верхние 
грани уклонений при приближении суммами Фейера Ув (И"), из ко- 
торого будут следовать формулы (4.9) и (4.10). 

Сначала получим формулу для точного значения Г„„ (И). 
|2 Согласно (3.7), для / (2) ЕЙ" имеем: 


2и—= 
1(#) — в» (1,2) = ша а -—9а ф 
=—0 ПР 
1 а ры 
. С эп п 
к аа 


= а иду} = етим фа (5.1) 
И 9 2 


312 
у4 т о: 
Так как функция 
® . 
вп т 
и а 


: ГА 
АВ 
у п 5) 


является аналитической на каждом отрезке [:, 2 —:], в> 0, то при 
любом с разность 


\ и (5.2) 
4 


не может обращаться в нуль на множестве положительной меры. По- 
этому, согласно теореме Б. Надя [(18), теорема 1], 


У (1) = 1 ш | вии еду 2 
0 


, ГА 
та 
х . 
АИ вис | 49. (5.3) 
Ч ы дз? 2 
92 


Эта нижняя грань достигается для некоторого с = си. Из той же тео- 
ремы Надя следует, что 


п 


{ао 90 @— с» } у =0. (5.4) 
5 


: 1 
2 
у 4 яп 5 
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Поэтому 

эт 7 

= \ Не Ги 
а 4311 
де р 

для некоторого а —_ р ы и 

к 

= д эт 71 
У: (= = а |4у. (5.5) 
о 4 81102 5 


Согласно (1.4) и (5.1), для / (2) 6" 
2п 


(а) — вы (1,2) = 3т ЦИ (4 и 


11 7ё — эт (п — т) Ёё шау — 


у у В 
п Чт, бити. ( за к 
1 = = т эш и эп (п — т 
= — Г '(х— 1 — —___^_ 4 Ч. (5.6} 
_ е-у+Т@е-у| т \ и бу. 
Из (5.6) и (5.5) получаем: 
ТТ 2 ие эп п ие эт (п — 2%) | 
— —___ @— —_ ау 
Рльт (ИГ а», | А зш? 2 43? 2 у 
2 7 
< —— Гл» (1) + У, ил. (5.7) 


Построим функцию, показывающую, что в (5.7) при п->оо имеем 
асимптотическое равенство. 


п ^ 
Зададим число 6 = бит < —_ и измеримое множество [= [ит © 


= [= я "| которые точно будут определены ниже. 
Рассмотрим четную функцию 


Чт 


| 
не Яой ) И для УЕ(0, 6), 
у 491? — 
—— 2 
т вт (п— т) ё 
— — $101 ола т) 42! даЯу (0, о Ы 
| 


43? 
2 


Множество / и значение функции $, (у) на нем выбираем так, чтобы 
выполнялись условия: 


| (9) |< 1, шевГЬ \ (у) =0. 
0 


Из (5.4) следует, что такой выбор возможен. 
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Пусть 71 (У)ЕЙ" и 7 (у) = 1 (У). Тогда 
А (0) — эм (1, 0) = 


еее перо а 


102 


п бт 


|. эт ий № \ а | Чу ++ 
0 у 


ы Авив азие_ 
ь бт о 
ко рае С фана 
з в Я и 
+0(-=\ ТЕ \ ЗЫ (5.8), 


Рассмотрим слагаемые в правой части (5.8). Предположим, что, 


в 


>; тогда 
тот ша тдё т ®—т) 1 
0 (п — т эт п—т 
| ава # |< | Ави & | 4+ 
а т от 
зш (п — т п— т) 
ее ое - &ау) + 
п—т 
0 (5 пы 0 (п— т) 5-19 у). 
и 
Далее, р 
т 


) Е &=0 (==) 
Я 49а 4 
2 


как коэффициент Фурье функции ограниченной вариации. Поэтому 
п п я 4 
эл #1 
а |4 О 0 —). 
| 43102 —_ й у ( пу? (55) 
2 


Так как /С [2 , = то, на основании (5.9), 


Чт Чт—т 


УВ З1 71 А, \ а | ду = 0 (—). 


С 1 
2 2 
и 4 зщ 5 т 4811? —— 
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Итак, три последних слагаемых в правой части (5.8) оцениваются 
„суммой 


ое) 


вв)+0(-=)= 


1 
а ПЕ" 
Выбираем теперь 
бы - 
п йо ТЫ 
п—шт 
Тогда 
о. И ВЕ 9 
тпь т п—т 
си 


Итак, мы получили, что 


Л (0) — ит (Да, 0) = \ а [ву = 


из 


миа [ино (ВУ вы 
о у $ 


Из (5.7), (5.5) и (5.10) выводим: 


| т (1) ЕаТЕЯЯ У», ъ (И) = ны Ут. п-т (И) = 


зуаазнеь вым) 


Покажем, что из (5.11) и уже доказанной формулы (4.14) следуют 
‚'формулы (4.9) и (4.10). 


Если п— т-> оо, то 


по еее 
у 


а 


о 
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Если п — т =р фиксировано, р 1, то 


ЕЕ й 
а Е ю "= 


{2 а [ау р о (у = 
0 Е 


Теорема 2 доказана полностью. 
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А.В. ЕФИМОВ 


ПРИБЛИЖЕНИЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ СУММАМИ ФУРЬЕ 


(П редставлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе даются асимптотически точные равенства для верхних гра- 
ней, распространенных на классы УзНт и ТН», уклонений функции 


от ее суммы Фурье. 


$ 1. Введение 
Пусть ] (5) — непрерывная функция периода 2л, 
5» (1, №) = 7 == р (ак созАх -- бк зшАх) (п = 0,1,2,...) 
К=1 
— частичные суммы ее ряда Фурье. Обозначим через г» (/, х) уклоневие 
функции /(5) от ее суммы, Фурье, т. е. 


тп (1, 2) =] (5) —5и(}, 2). 


Под ||Ф(5)|| в дальнейшем будем понимать норму функции ф(л) в 
пространстве непрерывных функций периода 2х, т. е. 


я. 


В работах ряда авторов [подробно см. в (?) или (3)] были даны 
асимптотически точные равенства для верхней грани, распространен- 
ной на некоторый класс % непрерывных функций, норм уклонений 
И 2) т.е: Адля 


65 (5%) — з1р || ^ (1, 2) || 55 зр |7 (2) — 5» (7, 2) ||. 
ь ЕЯ ле» 


Напомним здесь только результат С. М. Никольского (8), рассмотрев- 
шего класс функций, модуль непрерывности которых не превосходит 
данной мажоранты ® (1), т. е. класс Ит. Им было показано, что 


8, (Н®) = вар [|1 (#) — 5. (/, 2) | = 
ЛЕНТ 


= 0, В. [о ее т) $ш 2 42 -О («(;.), (1.1) 
0 


д? 


7+ 
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где << 1, причем в случае, когда © (1) —монотонно возрастающая 


выпуклая функция, 


(0) =0, Чо (в) +0) < (8%) И. (1.2) 


0, = 1, т. е. в этом случае константа 


к 
2 о 4 
е 2 . 
—\® (=) ша 
п 21-1 
точная. 
Определим классы функций, которые будут рассматриваться в даль- 
нейшем. 
Пусть ©. ($) — заданная положительная функция [см. (*)], непрерыв- 
ная при 6 =0 и удовлетворяющая условиям: 
6; (0) =0, 0<о (8) —0;(81) < в, (65—81) (0<%8,58,), (1.3) 
а 05 (5) — заданная положительная функция, являющаяся модулем глад- 
кости для некоторой непрерывной функции $‹(х) периода 2, т. е. 
63 (8) = 6: (5, ©) = Зо 2-Е 
и удовлетворяющая условию 


‹оз (8) < (АЕ 1), (8) (>0.. (1.4) 
Кроме того, не отмечая этого каждый раз, там, где это необходимо, 


мы будем считать, что функции 6 (5) и ‹.(5) таковы, что сходятся не- 
собственные интегралы: 


1 1 
м: а и А. = Е. (1.5) 


Заметим, что условие (1.4) уже не выполняется для функции 6. (5) = 8* 
при 1 <я<2, а при 


1 

5 (5) = в; (5) = т 
Е 

5 


интегралы А, и 4, расходятся. 


Мы скажем, что /(2) 6 МИ”НР, если /(х) имеет период 2х и модуль 
непрерывности ее производной в смысле Вейля порядка г>0 (/0(5) = 
=7(5)) удовлетворяет условию 


‹ (5, 7) = зор || ” (#1) — /^ (2) | < Мо, (5). 
Далее, мы скажем, что 1 (=) Е МИ’Н?, если ]/(2) имеет период 2=и 


модуль гладкости ее производной в смысле Вейля порядка г > 0 удов- 
летворяет условию 


оз (8, /°) = вор (2-Е №) — 2/9 (2) + @— п) |< Мо» (5), 


где и›(5) удовлетворяет условию (1.4). 
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Сопряженные классы обозначаем соответственно через М И’"И® и 


в к а 
МИ’Н». Если г=0, то условимся писать МН}, МН», МН®, МИ®, 

Отметим, что условие существования несобственных интегралов (1.5) 
обеспечивает существование сопряженной функции для любой функции 
1(2)ЕМНЬ или } (2) Е МН» [см., например, (°)], а также равномерную 
сходимость их рядов Фурье. 

По аналогии с классами МИ’в, введенными в работе С. Б. Стечки- 


на (1), рассмотрим классы МИН: и МУ’,Н». Именно, если функция 
/(х) может быть представлена в форме 


к 


=У г $ (2-Е 1) соз (м + ) @ 


=1 —® 


=> 


где \ ф(2) 4х =0, то мы говорим, что }(5) 6 МИН: (>0), если 
—п 
ф(х)ЕМН:, или 1 (2) Е МИ’ЗН> (> 0), если Ф(*) МН”. При В=г и 
8 =л--1 получаем соответственно классы МИ”’И: и МИ"Н® или 
МУ” Н® и МИ"’И®. 
При доказательствах в дальнейшем рассматриваются также неперио- 
дические функции, которые получены из функций периода 2п путем 
прибавления к ним линейной функции. 


Мы говорим, что ф(5) 6 мй® ‚ если ф(х) может быть представлена в 
форме 
$ (2) = / (1) + а2 6, 
где а и 6 — постоянные, а / (5) Е МН®. 
Если 
ей (8) = о. (8) = (0<%<1), 


[3 
то соответствующие классы обозначаем через МНу, МН», . 
Условимся вместо 


1. И’”Н:, ИНЫЕ: 
писать соответственно 
АЕ 
Цель настоящей работы — установить асимптотически точные равен- 
ства для верхней грани уклонения функции ] (2) Е И;Н!’ или ] (2) Е ИвНь» 
(/(2) Е И”И? при В =ги / (2) ИН: при =г- 1)от ее суммы Фурье. 
т. е. для 8, (ИН!) или 8, (БН?) - 


“ < & 
В $2 рассматриваются свойства функций классов Н» и Н,. В ча- 


стности, там устанавливается, что если 1 (2) ЕЯ? и (0) = 1 (а) = 
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для всех хЕ[0, 4] 
2а 


1(2) =0(=\ 42) 
(теорема 1). 


В $3 дается выражение уклонения функции ] (1), являющейся соп- 
ряженной функцией к функции 1(2)6 Н®, от ее суммы Фейера, т. е. 
уклонения }(х) — с» (/, 2). Доказанный результат является обобщением 
результатов автора [см. (?), (4)] для классов Ну и Ну. 

В $4 задача нахождения уклонения функции 1 (2) Е И’вН` (или /(х)6 
ЕИЕН®) от ее суммы Фурье для г>0 сводится к задаче нахождения 
уклонения функции ] (2) © УВН? (или } (2) 6 И’ВН> ) от ее суммы Фурье, а 
именно, показывается, что если / (2) © ИвН: (г> 0), то 

и с03 («+5 в" >) 
В» (1,2) = Ца = Д+е+9> о - 


К=1 


где 
з-ЕВ 
ея г Л т 
з 4. 21% зп ( м { Е г 
7,6 (Ф, 2) = = \ [$ (5) —Ф(2- 1] - аЕ-Е 
а 2511 5 


. (20-1 Вк 
В 51 += 
+2 \ во ее 
5—В 25а > 


В $ 5 доказываются некоторые вспомогательные оценки. 
Положим 


п | Вт 
ее С 
пьет | 6) — о 1 (а о 
2 9п сх 


Г,,в (ф, <) представляет собой линейную комбинацию уклонений функции 
ф(5) и ее сопряженной ф(5) от и сумм Фурье, т. е. 
тов (р, 2) = сов 7 [6(2) — 5, (ф, 2)р+зтш 6 [6 (8) З.(@, 2), 
и является уклонением функции ] (2) ЕИ/ВН? (: =1, 2) от ее суммы Фурьс. 
В $ 6 дается выражение уклонения ги, в ($, 2) для классов ИВН? и 
И’ Н®. Именно, если ф (2) 6 Нт, 


ь ВЫ 
рый и я Вай #56 
= 55 р в; Ё р м =) — $ (а о т п) | совё 4 + 


‚ Вт 


510 > 


ов 
ево (1) 
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где В'=В —4у, у— целое, В’6 [0,4] (теорема 7). Обозначим 


) 


С (о) = зар | - | 1 (2) соз пхах 
': 9 —п 


п 


5 () = зар | и А («) с0$ Их а : 
нь = 


В $ 7 даются асимптотически точные равенства для @; (ИВИ}), 
ко 
я ы 
$5„(УвН}) и в, (Ив Н»). 


Именно, доказывается, что 


—ь 
пн ыы), ив 
0 


65, (ВН) — 


п п 


где << 1, причем в случае, когда ,(Ё) удовлетворяет условию 
(1.2), 8 =1 (теорема 8), и при любом г> 0 


® то Со) шп #1 1 
8 (ИБН?) = +0 (= (.)) (1.7) 


(теорема 9). 
Далее, если функция 6). (1) такова, что 


то 
) —- 92-0 (“, (+) ? 
то при любом г>0 
в, ино — О т Па 


где 4,„— корень уравнения 
[0 (= а, =@ (+) п 
{теоремы 10 и 11). При 0» (5) = 5“, 0 <а<.1, отсюда вытекают резуль- 


таты, доказанные автором в работе (?). 
Отметим, что если &.(Ё) удовлетворяет условию (1.2), то [см. (7)] 


Св) = 2 И (2) = 242. (1.8) 
0 


а для проязвольных в. (1), удовлетворяющих (1.3), имеем: 


©.-——ы|а 


Св) = 8 г @1 (=) 311 2 42, (1.9) 
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где 2 <0<1 *. Последнее равенство следует из того, что функция 
‚ 11 (2) при 0<2< 5, 
ФСЕ 
—- в, (211) при —=<:< 0, 
в силу неубывания ©, (5) и неравенства 
и: (р!) < ро: (!) при любом целом р>1, 
удовлетворяет условию (0<2< 1): 
1 
|9 () —+@—№) | = 561 (2 > 51 (2(®—1)) < 
о +в (®) < (®) при {< #2, т. е. при 2(# —Й <, 


я ьО 


(^) Е -ви(2п) < (#) при #й > 24. 
(1.10) 

Заметим также, что в случае четных В =2у из (1.6), в силу выра- 
жений (1.8) и (1.9) для С"), мы получаем уточнение результата 
С. М. Никольского (1.1). 

Выражаю глубокую благодарность С. Б. Стечкину за постановку 
задач и за ценные советы и указания, использованные мною при вы- 
полнении настоящей работы. 


8 2. Свойства функций классов Н® 


Пусть ] (2) — непрерывная функция периода 2=^ и 
а (В, /) = зар 4) (2) || = зар |7 (2 - 8) — 2/(2) + /(#— 8) || 
181 185 
— ее модуль гладкости. 

Фрей (13) доказал, что если /(0) = 1 (4) =0, то функция 
А) — 1 (=) при 0<5559, 
` —/(—=) при —4< 2<0, 
Л ( + 24) =} (2) 


удовлетворяет условиям: 


2 (й, |1) < 5% (В, 1) (2.1) 
и 
шах | /1(2)| = О (вь (24, /)). (2.2) 
Из (2.1) и (2.2) следует, что если й > 24, то 
ь (й, 1) =О (63 (24, ])). (2.3) 


С. Б. Стечкиным (°) установлены следующие предложения: 
1. Если Р„ (2) — тригонометрический полином порядка п —1 и 


Е» (1) = Е |7 (2) — Р»- (2) | = | 1(2) — Рь-щ() ||, 


. 2 
* у 
Заметим, что константа т не может быть увеличена, так как она достигается, 


если 1 (1) есть канторова ступенчатая функция... 
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то 
Е» (/) = 116) — Ру (2) | Си» (+, ))- (2.4) 
2. Если ||/(5)— Р„(т)|| < Со, (+, 7) то 
| 242) | < С, Х} в (5 /) (2.5) 
И р 
|| Рл(2) | < Сьтаь» (+, /), (2.6) 


где С, Сги С,— некоторые постоянные. 
Автором (3) доказано, что если / (2) СИР и /(0) =1(4) =0, то для 
всех хЕ[0, 4] 


1(=) =0(ш в: (2). (2.1) 


Равенство (2.7) может быть уточнено, а именно справедлива 


ТЕОРЕМА 1. Пусть 1(2) 6 Я® и } (0) = 7 (а) =0. Тогда для всех 
2610, а] 


2а 
1(=)= 0 (= аи 42). 


Доказательство. Рассмотрим функцию 
И 
ри <2<0, 
Л (в 2а) = р (2). 
В силу (2.41) и (2.2), для О<х< А имеем: 
Л (2+ 2) — 2/1 (2) + 1 (2—2) =0 (63 (1, ])) (2.8) 
Л (2) = О(®, (24, 7). 
Из (2.8) при 2 = 0 получаем: 
Я (2) — 1 (0) = 7 (0) —Л (—2) + 0 (®»(2, 7). (2.9) 
Выберем п так, чтобы 
<<, (2.10) 
и функцию /1 (7) в правой части равенства (2.9) заменим ее полиномом 
наилучшего приближения — Р„(2); тогда, в силу (2.4), 


1 (0) — /1(—2) =Р„(0)—Р„(—=2)- 0 (. (; ‚л,)) = 
= — 2Ры6) + 0 (и. (+,1)) (91 < 9. 


Так как ]1 (0) =0 и, на основании (2.10), (5 )= О (в (х)), то из (2. ) 
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получаем для 0 < х< 4: 
1 (2) = — &Р, (02) +0 (, (:.)) + О (в (2)) = — 22. (6) + О (в (2)). 
(2.11) 


Подставляя в (2.11) вместо Р’„(05) его оценку из (2.5), находим: 


УС 


д (2) =0(# №, (1) + 0 (в (а) = 


У=1 


-0 (= [1 (+,1)+ Х ва (& 1) +0469, 


где п, выбрано так, что 
1 


1 
п 


В силу (1.4) и (2.3), для всех у« и, имеем: 


6 (>, 1) = 0 (ва (24, 1) 


о {0 (-.. 1)= 0 (26, (24,1) пь)== 0(= «> (24) ть 


=0(3 в» (в =) =0 (5 _ (2)) = О (в (#2). 


Следовательно, для 0% х<а 


т 


л(®) = =0(в@® = Х в: (;,1))= 


У=т-Е1 


п 


> 0 (© (2) + =\ 6 (-,, р 42) = 0(, у «а (и) аи) == 


2 
То 


24а 


=0 (в, (2) +=) “9 а). 


2а—х 


Но так как для в = 5 


хе 


>х \ 9 а > 10. (1) 


= 24 —т 
5 х(2-- =) 


а 1 
= 69 (2) 59 --= >> ©: (1) 54 = 5 62 (1), 
то 
2а 
05 (5) = 0(=\ 5 ди) : 


х 
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Таким образом, для 0% х<а 
2а 


ооо ава) о | = 


и теорема установлена. 
Теорема 1 является уточнением результата С.Б. Стечкина (?) 
у 
в: (й, /) < сй > Е, (7) 
У=1 


на случай, когда функция /(5) имеет нули внутри периода, а также 


уточняет результат автора (2.7). 
Положим 
(п) || 
Ст (6) = зар | — | 1 (2) сов пар а | . 


— 


Ен 
= 2) 


С’) = зир. | | 7 (1) е0з их аз 


© —п 
тень 


т. е. С(о) (Е=1, 2) — верхняя грань п-го коэффициента Фурье. 


Автором (3) установлено, что если / (2) Е Н., а Ки п целые числа, 


то равномерно относительно п 


кп 
| о Ш (1 
зир | \ 1 (<) воз пх ах | = —- 5 } (в) + О [ЕО , (;.)), (2.12) 
ЕНь . 
т. е. для любой функции (2) 6 “и любых целых Кип 


(2.13) 


р 
= 


п 


7 (5) соз пх ах = О (-- С” (‹)) , 


=—53| 


где 
С («) = (в, (--)) (2.14) 


Доказано также, что если ] (2) Е Нг, а К и п— целые числа, то 


кк 
зир т \ 7 (5) соз п 4 Н > С (®) ог +5 (+) (2.15) 
ен} о 
и 
и «(= . (2.16) 


1 (2) соз пх ах = 0 (- с (‹)) о (-- 


=<—з$ 
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$ 3. Приближение сопряженных функций суммами Фейера 


ТЕОРЕМА 2. Пусть т ФЕН? и} (2) — сопряженная функция. Тогда 
для уклонения функции 7(х) от ее суммы Фейера с„_1(],х) справедливы 
равенства: 


. 
ал 


1(2) — в,1 (1,2) = — 


По -енанано(ы@), ва 
(а) — зыа = [1 (@— =) —Л(#+ зн) + 
ее 21 (2—5 


2: #+0(“»(+)), (3.2) 


(а) — вы: = (2 >") 1(=- о 


где а, > 0 — наименьший корень уравнения 


— 


© зн 


\ “а:), (3.3) 
0 


14 
эт & т 
реа 
0 
Доказательство. Обозначим через 
уравнения 


а1, а2,...,ак,... Корни 


% 

эт 2 п 
М 
0 


Аналогично доказательству, проведенному в работе (?), имеем 


ое р = — | [7 (2) — 1 (= #)] эт и 


51102 — 


; @ = 
Е. 


(2—1) — (2-е а 


ое ра = | 
0 


+» \ [1 (#—0—/1 (2-1) > 


== И@- а — а 
0 


а», у 


Обозначим 


(= $ (0 =/2-0—/(=+1, Ф(@)62Н®, $(0)=0, 
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и оценим интеграл 


а--1 
и= \ фота. 
а 


т 


Так как при любых постоянных ск 


СКА 
и 


ое \ [Ф (4) о, 


а}; 


м 


то выберем ск так, чтобы функции 


Ук (#) =$(1) + сы, к (62°, ук (0) =0 (К =1,2...), 


удовлетворяли условию 


О ( ве 0! 


Для таких функций, в силу (2.7), имеем: 
а’. 2а а 
ыы = о о 
п п 
Ее 


Ввиду того что (К —1) п <а < и 


(ак, — ак) Ш> ЕО = О (1), 
Е 
получаем: 
акт 
С 24 а а 
р 
О \ Е оли (28—“ т 
Е ) п 1 
ах п! — 
ее п 
п 
ак--1 ак а 1—ак 
к 2а р 2 1 Х 24 
РЕ А вы = а и тя 
=0\ \ п-ов =0 "ть (+) | ты 


0 К К 


=0(^ , (= онагтаы ше) 0 (= (+1), (+). 


Е о 


Следовательно, 


0(+ У т Ш (К 1), (5) =0 (, (+). 


К=1 К=1 


з|- 

ый 
| 

з|- 

и 
5 
| 
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Таким образом, 


а в м Иа) — Ре и + 0 (6), 


откуда после замены и ={ и получаем равенство (3.1). 


Далее, 
ие -#) 7 (< т” Ат 
= Ци —1 (2-1 рта 1-е) (нае + 


Еее -ен)+ 


т у #—— Ле 27 (— „) (+) [1 +0(ив) и 


@-- 


ГА 


= Е Кена»). 
0 


во ион) =) 
Но так как функция 
у) =18——/@е+9—2|7(2—5,)—7(2+5,), ›е28®, 


удовлетворяет условию 


(0) = (>>) = 0, 


то, в силу (2.7) и условия 
У(Е-- й) — 2% (#1)  у(#— 1) =О (в. (1)), 
для всех 0% Е< И имеем: 


У = р (1), (3.4) 


а потому 
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Таким образом, учитывая, что в силу (3.4) 


ет 


ао] родни -о(ы (ме) = 0 (<, 


мы можем записать: 


1 


7) — вы-1 (1, =) =1(&—ы)— (+) 


Е 
о, 


0 


а это и есть равенство (3.2). 
Применяя теперь к функции у(!), стоящей под знаком интеграла, 
теорему 1, получаем: 


Поэтом) 


Рева вене (ча). 


т. е. мы получили равенство (3.3), и теорема полностью доказана. 
Замечание 1. В соотношении (3.2} слагаемые 


/(#— 5) Г | > 


(#— —1(а-Е И —2т Ё (2 5) / (2 т] П 
[ 


я, р 


1 
Е 


© 3|н 


могут иметь разные порядки. Так, если функция ©. (1) близка к функции 
ф(1) =Ь, то может оказаться, что 


тео леч [1 >») е+ы)] 


— 


0 
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Если 
(Е 81 


1 1 
то оба слагаемых имеют порядок 0 (1. = 0 (= ‚а если функция 
1 
6)» (#) «плохая», т.е. близка к функции ф (1) = Г › То может оказаться, что 
ш — ; 


1 


1—0 — (#9 —2т Ё (-=)-/@-=)] а 
ее 


> —3|,. 


(2-м) @+=)= 


Замечание 2. Так как из условия / (2) ЕН? следует, что / (2) Е2Н, 
то отсюда заключаем, что теорема 2 справедлива и для функций клас- 
са НТ, т. е. имеет место 

ТЕОРЕМА 3. Если а и } (2) — сопряженная функция, то 


Ра) = = р —— о а —- 0(«(-- =). (3.5) 


0 


Равенство (3.5) уточняет результат Алексича (1). 
Пользуясь тем же методом, что и при доказательстве теоремы 2, 


докажем две леммы. = 
ЛЕММА 1. Пусть $(52) ЕН и $(0)=0. Тогда для любого конеч- 


ного > 1 
$(+)=(,) +0 (4(.). 


Доказательство. Рассмотрим интеграл 


и? 


т® 
и эт ии — пзти 
Г = — \ Ф (и) — аи, 
0 
где а, > 0 — наименьший корень уравнения 
х 
эт { 
\ ——@=-—. 
р 
0 


Применяя теорему 1, получим для любого й —! 


= [и м ®( т) им и 


Те 


а: а 
и 


+ 797) ин == (1) [1—п м -- О (и) аш | + 
0 
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т. е., в силу (1.4), 


ия) 4) +05). о 
Полагая в (3.6) т=Ё и т=1 и вычитая из одного равенства другое, 
нахотим: 
= 9()(р м) == (+) ($ —м) +0 (%4(,), 
откуда, в силу конечности #Ё и неравенства -> — @ Е 0, имеем: 
Е 


мы получили утверждение леммы. 
ЛЕММА 2. Пусть }(х)6Н», /(0) =0, О<у<и<*. Тогда 


и — (и) = 0 (о ое (=. 


2 


Доказательство. Рассмотрим интеграл 


аа 05 ве 
И 


и] 
1 
НИ -- 4, 
0 


где а, > 0 — наименьший корень уравнения 
х 
эт п 
——@аЁ= —. 
риа 
0 


Применяя теорему 1, получаем: 


: ат ета 
т яй —#— — п 
не в СЕ 
В 0-я! = а: + 
Й Я — = т я 2 ей) з \ 
1/9 \ в. И аа 4) + 


8 ильсстия АН СССР, серия математоческа 
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+ [+ — 9+0) == (5-%)+ 


+0(1/(9)) +9 (3 еее) = 


= 19) (+ — “) +0171) +0 (лв). 


Но так как 


1) = 76) —1 (0) = (1) © 2). 


7 


то, в силу (1,4) и неравенства у < п, имеем: 


17 (и) = (=) =0 (Ро (1 =) >) = 


=0 (я (= 1) (0) = 09). 
Следовательно, 


= = /® (5--— ®) +0 (тв (9). 


(3.7) 


(3.8) 


Полагая в (3.8) \=уит=и и вычитая из первого равенства второе, 


находим: 
Но - = +о( о) +60). (3.9) 


Но, в силу теоремы 1, 


. та а . 
1—9 т За ИУ 


о 


0 


в 


+ а | + „(и 


о ое в — 


2 (и+0(4?))|— 


ла) [= - “+04 =0(\: | Е т!) + 


0 р 


ноу) о! Ц о, 54) + 
1 


из? 


око) = ое в) + 
0 1 2) 
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24 


+0(> \ паг 4) + 0 (и/ (и)) = 


0 1 


2и 
4 1 
к о(* Е т &) О (+ 8х (и) + О (и/ (и). 
2у 
Таким образом, учитывая (3.7) и неравенства 


2% 


О ао, (9 (55 — №) >35 & () — 4» (ий), в (у) Зв (п), 


2у 


мы получаем из (3.9): 


(=) (-ч)= 


=0 (3-9 (у) ро (и) + |8 а) + 


+0 (1. (у) + ©, (в) = 0 (9 (и) ее “г, 


2 


ГУ) у) -0 (6, (и) + \ 242). 


2 


Лемма установлена. 
$ 4. Выражение уклонения В, (1, ж) для классов Ив Но и И ИН? 
ТЕОРЕМА 4. Пусть } (2) Е И’в Я. Тогда для любого т > 0 равномерно 
относительно всех функций }(х) Е 'в ин справедливо равенство 
©08 (ы -н Е 5") 
т 


1 


> 1 = 


1 
оти 


+0(+ы (1) 


и ®+0 | и ®(#+ +) 


где В’ =В--4у, у— целое, В’ [0, 4] и 


з- 8” 
м : На +). 
| 2 [Ф (2) — (а 1 А+ 
г.в ($, 2) = = ь $(2) —$( Е 


8> 
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21 1 В= 
й и вв ( р) 5) 
++ о-в 
све 251. 


Е 

\ __ 42 =0 (“.(-,)) , (4.1) 
то ; 

В» (7, х) т в(ф, 2) + 0(+5%»(+.)) з 

где р. 

т иыЕтУЕИ 

„в (2) = = } @(@) —2(@ ее. р 
2 яп — 


=: 


Доказательство. Мы имеем: 


В» (2) = У -: \ Ф(2 + 2) соз (№ + а = 


| 
г 
И. 


[9(%& +В —$(1)] соз (ы Е т) 4. 


Е=пт-1 
Положим 
а =[-3? п, —— "|, 6 = [-—®, *| — 61, 
1 2 Е 27 
А (^ = — ‚ А“(К) =А(®— А(Е-1) Ат = А“ (К). 
ры. ЗО 
Пусть, далее, 
[= в +9") — 50 1 сов, +601, 
‚в (1) = (4.2) 
| +") ‚ + Е 5, 
2 соз > 31102 Е Е а” 5. [811 (®--1)5—(Е--1)зшИ, 168, 
Я. в(Ё) == - и г (4.3) 
2 с0$ > 310? Е чп > эп (Ё - 1) 165.. 


При этом условимся считать, что если 65 ({) удовлетворяет условию 


(4.1), то 


рн, в (в) = за (А 8) (4.27) 


Рь, в (1) = 2с03 _ веса Е-- за В (Е + 1): (4.3) 


для всех 16 [— т, к]. 


Так как 


0$ (к + +) = ы с03 (* Ра ий 1 ра м+ +=) = 


2 


вт (Е, + эп (+=) во (и, +) + з—=) 
а. 
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| 
| 
| 


2 т — 
го мы имеем: 
В» (7,2) = У = вета и ЕЕ 
и 21 
цы р Ру, в (8) 
= Хо ео г знше @ — 


У (ве эбРь ь_ 


а" 29т- 
с Пи, ь (1) 
ВАА 2) 
- У А [9 2) — ры (0 == 
К=т-1 —п 23 
5-85 
ар О 
тех | 9) ео 
п (п- м 2 т > 
1 . ыы д (®) О; в (1) 
——__ Та, ‚Ж) -- ХЕ ия ЕС. 
Нек 9т > нс = 


Далее, ввиду того что 


Е —А 
Де, в (2) = ый" (0), 
п — 


2 
получаем: 


со 


Я А (рыо ори — 


К-т 5 29т г 
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оо р И 
= У ^® | в@+ +02): си 
А=п-1 —т 
и. о о 
а 


— 


п 


и О 
Са ноко ни В 
я З- — 


й 
(1) 

т А | рото-отыо (И 
К=п--1 — ай = 
2 „.в (9 

= ^^ 18 [во-е+0е о 
я 


К=и- — 


—  по-еоыие а} - 
2 


Ва [©] а а 
я 4:9 |} в -эе+0-— т #— 
ти р) 


К=т-1 = 


и 
—п 51 р) 

Га, в (2) а 
аз? > 


Вх ‚Вх 


п ур 08 —- и — 
= о о-ва. 
р 4 810? 


—п 


— г 
> {вое 


К=п-1 —п 


Здесь положено, что 


о. 1661, 
Г.в ще 168», 


а если ‹,(1) удовлетворяет условию (4.1), то 


Г, в (2) = зш (К 1)Ё при всех #6 [—т, т]. 


Таким образом, 


=. 4 . 
В» (7, х) м (п 1)" а, в (Ф, 7) и 
5—В” 
эт“ в о эр 2”. Е 


}\ во-Фе"е 
3-8 = 


2% 


1 
тои ИР та 
= о 


ао. 


(4.5) 
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Так как 
1 ПИ ей. 
к | | 6-е 
и— т Е ВВ 
Й и 5102 ее 
2 — 
те > 


Я ^^ {(и- 162) — вн ($, 2)1— (+ о (2) — дк (ф, 2), 


К=п 1 
то, учитывая равенство 


Ф(2) — к ($, 2) = 


ве \ о 


доказанное автором в работе (?) [см. (2), теорема 41], имеем: 


чу и { Ч НО (мн) + 


К=п +1 


пы 


ео =0 (==> (-,-) (4.6) 


Далее, если (.({) удовлетворяет условию (4.1), то, учитывая (4.4’) 
и равенство 


5} во ое а = (+1) [9 (8) — ск (6. 2) 


-% 48102 > 
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и применяя теорему 2 (равенство (3.1)), получаем: 
1 
+5,- 
У 4*(®) {пФ (2) — в» ($, =2)] — (Е + 1) Ф (2) — эк (ф, 2)} = 


К=п-Ы 


= мы {+ |} ворота 
К=пт-1 0 


т 
+ 0 (пы, (2) ео сера 
0 


+04} 


со п 
=. >, ‚А° Фе — (2-е и 


ео +0 [+ о» (=) = 


а1 


вх < 2 ть эш (п Е 1) 
= 28 оо а 
0 
Е ЕС: На а} +0 (о и 
0 


где 
ф1 (1 =+(5—Й —$(2- 1), $1(062Н., фи (0) =чфи (п) = 0. 


Рассмотрим выражение 


р з т 
и | оо Ее 
0 


0 


эп (К т 1) 8. 


Функцию ф, ({) представим в виде 
и, п 1 О 
9 (= (р) $0628, 


где, в силу того что $ф(0) =0, 


$(0 = (9) =0 


и, следовательно, в силу теоремы 1, 
_2а:. 
я : 
$ (= 0(: \ и 42). 


1 
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ЕВЕ ВЕНЕ ЕННЕЕЕА ЕРАЗ ЗЕРЕ ЗЕЕ ВЕ НЕ НА НА ЕЯ Веер ЕН 


Таким образом, 


а: 


п 


= 


м оОЕЗАВЕ И 


ИЕ я 


ть ео 
0 


5 ен +1) 
— \ Ф(1) о \ фозтеноь эт ( т ) и 
0 0 


а1 2а1 а1 2а1 
п 


ео. \ = т а) "+11 р) О (7 ( и) ОЕ) 
у 0 


тр 602 ая 
= 4) 
2а1 и 
а п 
=0(& { = в) -о(+ 2) в) = 0 (ль (1) 
0 
5 5 
ы-овы (1) 
Следовательно 
а И 


т. е. если ®,(Ё) удовлетворяет условию (4.1), то 


у -о(еы (5). т 


Так как в этом случае 


г. 2+ \ выф-эе+и в я, рф, 2), 
п 
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то, учитывая выражение (4.5) для В„(], 1) и оценки (4.6) и (4,7), мы 
получаем второе утверждение теоремы. Если же ‹›(1) не удовлетворяет 
условию (4.1), т. е. функция в» (#) — «плохая», то, учитывая (4.2), (2.7) 


и теорему 1, имеем: 


ВЕРА 
1 Е. и 
= | О-о-о 
эр’. аа — 
2ть 
Ая бич, в п м Ь 
О 
оны 
2% 
т В 
в 2т 
+0(} в (д) = > \ о Феи шо Фе) х 
0 38° 
2% 
оо Е 
ЕР 
2% 
+ [2@-—$(2++) \ о") — вто 7 08 5 | 4 + 
я 
1. 
+0 (5 (+=) = 0(\+ | оз (@) 42— т @ 
0 | 


— а [502 = п -- | [2 (@) —+(2+-) )]+2( (> (.))= 


обычно +0) 


Здесь мы использовали равенство 


+5 


в (2; Е 7) — в В со + =0О(п| 1) 
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Таким образом, 


в 
2% 
т | вое = 
зв’ 29 — 
2ть 
0 СО 9 (= | =)|) | 0 («, (-)). (4.8) 


Рассмотрим выражение 
ть - а 
- вое 


— 


— } во-оен ии >») 
4 5112 >. 


—п 


где Г» в(Ё) определено в (4.4). Мы имеем: 


в 
2п р р ь 
$: = а, 
—_ в’ 4 3112 > 
2% 


о 


5 2 


Не) — ое 
в 


в" 
я т м о Е. 
т 
Е о — оО — | о) — ея + 
5: 52 
отно (ино (+=) - 
5, 
2% 
= \ бо-эе+-м®-е@+-)| 
т 
2% 
ЕЕ Неа 
а 
= ОЕТЕЧСЕО: 
О о ЕЕ Е С. 
2 


+ ее) ое — 


5. 
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С) 
5> 


Г а аЕ- 


вен 


-0(. 
+0(п (2) — (+) |*)+ 


+ \ о +0(®, ()) = 
52 


62 —_ @2 = в 41) ко 


эн з|н= 
= 


п 


= 0 (во Ум +о( Ко (- (-)в =) 0(® |2(2)—$ (* +) |) 


+) [6 (2) — (2+ о г О(во, (-,)) , 


т.е. 
1 — 1 1 
те = \ 2 @) сое и = 
52 
1 К 4 
+0(Е |) —$(2+-)) +0(& шв (1). (4.9) 
Оценим 
й ш (Е 1 
= \ 122) — оао Аа 
5. 
38" 
2т 
= | во оа-и 
+ в - ооо АА, 
5—В'. 
Обозначим через а, а›,..., бы корни уравнения 


ХС 
31 8 п 
ша. 
0 


и выберем у и у, так, чтобы 
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Тогда имеем: 


ау, @у-|-1 
К-т п Уф з 
= \ +} +» } во-оотоОеа, 
В @у, = ау 
27 к Е 
Так как 
о БВ 
А ВЫ 0( 
и 


то, в силу теоремы 1, 


ве СО = 


= 


о-е+и т оф-ео+ 1] а 


Е зш (+ 1) а! 


пи ое о) 


= (ваз (--)-- п) +0 (|4) —+(2+-)) 


и 


п 
К 


} (2) ооо ЕО = (в (=)) = 0 (вв, (-)). 


„- ро <) $ 
С помощью рассуждений, проведенных при оценке суммы ра в теореме 2. 
убеждаемся, что 


Таким образом, 


Ак = 0 (во, (--)) +0 ›(#)— (1 РИ |). 
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Аналогично доказывается, что 


3 


Ах = 0 (в. (--)) -- О(® | —+(@#+-,) 
Подставляя оценки М и 45 в (4.9), получаем: 
= О (Е шв, (-)) +0(& |9 — (2+ _) 


откуда следует, что 


А: - мот =0( Хы не шв, (1-)) + 
+2 инине-кын- 


=0 (= + (= о (@&+-,) 
Подставляя оценки (4.8), (4.6) и (4) в (4.5), находим: 


И х) Е 


_ (4.10) 


). (4.11) 


1 * 
ии ФТ 


+1) +0 (+= (9). 


ыы 


ве 


й теорема полностью доказана. 
Так как из условия $ (5) Е 2Н? следует, что ф(х) Е2Н», и так как 


1 1 
о 
то из теоремы 4 заключаем, что справедлива 


ТЕОРЕМА 5. Пусть /(5) Е в Н!. Тогда для любого г >> 0 равномерно 
относительно всех функций ](2) ЕЙ; НГ справедливо равенство 


п соз = 
в, = Не-- | #40 м 


ето 2) +0 (3-е ни , 


@ = 


где 
3-8” 
4 Е в (Е) 
г.в ($2) = \ 19(2) -Ф(®-+ 1] : Ф + 
а 2 
и ‚ т 1 Вл 
м виа (+) 
о (о 
В. Е: 


(В’=В — 4%, у— целое, В’6 [0,4]. 
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Замечание. Полагая в теоремах 4 и 5 В=ги В =л-Е 1, мы по- 


лучаем выражение уклонения А„(], 2) для классов ИНЬ, И"НУ 
а ИН, А. 
Отметим, что подобная редукция от г> 0 кг=0 была проведена 


ранее С. Б. Стечкиным (15) для приближения некоторых классов анали- 
тических функций суммами Тейлора. 


$ 5. Вспомогательные оценки 


ЛЕММА 3. Пусть 1(=) Е Н®, р и п— целые числа 0<1< с0п5. 
Тогда для всех 0< р<-т справедлива оценка: 
Й со 
= т \ И@-+0-2%® +/е-ах 
2" ук 
РН п 


Хх с03 (п — р) & — соз (п Е 1)ё &=0 (в. (;-)). 
п 


йе 
Доказательство леммы дано з работе автора (3) (лемма 1). 
ЛЕММА 4. Пусть / (2) ЕЙ», (0) =0, п— целое, +«3т1<>2. Гогда 
для всех Е-Е— 1, — 2 (1 <->.) 


+= я 
ЕН \ пе \ Кози(м + 5п)@ = 
- 


2кп 2 
п, п 


2 (1) п 
п 


п 
я-а 


1в (11-2) 
оная (+). 
Доказательство. Как и при доказательстве леммы 2 в работе 
автора (2), применяя (2.7) (а ==0) (. нь ")) ‚ получаем: 


2 (К) п п 
ре Ани 


= | (и) ша (п + 9) (хер) = 
Е ао 


2 С0$8 П5 


п 


ыы 


о и и) 
от (ва) д 
ие давно: ве дент 
В р Е, 
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-5\ = вые) 


т 
о (еечроь (4) пы ЧА) (в (-) о), 
0 


и лемма установлена. 


ЛЕММА 5. Пусть Ф(ОЕН®, ф (0) =0, ри п— целые числа, 


х 
1 51 { п 
О<р< 5п, @1, @ь,...,@к,...-— чорни уравнения ее = и я 
0 
бу 2п а 
выбрано так. что Ка 1 7 Ме: 
р <, 
Чиа Р-1 
о 


Тогда равномерно относительно всех функций ФЕН" ‚ Ф(0) =0 спра- 
ведлива оценка: 


те у а и 0 (+ (1) 


ак, ак, 
п—р тт 


Доказательство. Мы имеем: 


У [и 29(-5) — а | (и От) @} = 
1 а. 1 | 
1 2 } (5) — + 9$ (т) ав 


а --1 


ов [ею С) 


Нео ея] 


1 а 1 се на 
и „)- и 1) (т \ вл = 
мы? Ч 


4 
и < 
ТА | ие >, 
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ОХ ги бк “к--1 
\ = рр \ ее &| \ и |= 
а а, } К-т 
ат “к ый : 
зи & и 1 
и Е. 
ат К 


Кроме того, в силу леммы 2 и условия (1.4), для всех К<Ё,, где №» 
выбрано так, что 


мы имеем: 


("— р) э(*— о 09(*®—)= 


о [не вече (и 


а: —1 
а 1 = (2) 
се Ки. Фо (2 
=0| | - (1—5) + —— 02 
ах —1 
ИР п --1 


=0(ь Е (п— р) ы т гр ый о #] д. 


а. —1 п—р 


= 
Если же А Е,, т. е. 
Я 
п--1 
то в силу (2.7), (2.2), (2.3) и (1.4) (4=2*) 


(9=.)= О (© (2=)) = О ( (=) =0(пеь(-^)} 


>21", 


А так как п =О(®), то 
р): )— и 10$ (3 т) =0(и* в: (+) =0 (вк (--)). 


Следовательно, для всех К > № 


(п — 2) (*— +19) =0 (пко,(--)). 
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Поэтому, в силу оценки 
ое 
имеем: 
ая 
Е — ау Г рей в эп $ И 
тт 2 В —5)-и+ (1) 3 А 
От по» (-)-) 0 (ет 6+ (-)ь) 9 (+ (=) 
те 
рт», =9(% (>) 
Далее 
И ИЕН ВЕ 
ро | а в 
о ета 
во СЕЕаСИ гу 
ня | рэ) 65) - 


О) (а 


Я м в а И 

Р-1 2 (= 

ен С) ео а 
в 


Но, в силу леммы 2, для любого 0<1< 44 — а 
Е (955 - 
Не 


в о 


РЕНН 565] 
‚ ПЕ 


ПРИБЛИЖЕНИЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 275 


ое ыы 
3) рее еее 0 (по ( Е Гы а)= 
СЕ р 1 


/ 


>) ( = 1)) =0 (по, ( Е )}, 


и, следовательно, 


Ге, 0 (че пе ()-в) О еи(=)-)=0 (в (+=) 


Для оценки р заметим, что в силу леммы 1 


Га, —1 


о 


и —р 


Л о 


Е [= 
ет) 9 (950) +0(& (= 
+ 


ет) +2 (5) +0 (№ (4) = 


АЕ (2—4) (а —1) й 

и ое ро ан 
2 (п — р) пи 'э®- и 

(2п— р 1) (а —1) 1 / № 

— Ато Е и ВО 


Е 2-Е Т) 


где 
Аи (т) =$(2-- 1) — 29 (2) + $(2—1). 


Так как выражение в фигурных скобках содержит только вторые раз- 
ности от функции $(5), то мы можем считать, что 


ар Я, Я 0 
(тег) =9( 5) = ; 
ибо иначе мы рассмотрели бы функцию 


фк (1) = (1) ЕЕ < 
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Но из условия 


при соответствующим образом выбранных БЕ и С. 


(в) = (г) 0, 
в силу (2.7), следует: 
ет) = 


а (ыы) 


=0(ш 
ри 
и 
ее а 
(т) —®(ит)= 
а У 2(Р- 1) (а —1) \_ ре В 
оды пт т ик. 
Таким образом, 
т, = 
-0 (2+1 5$ а (1 ФО в 
ы (т {+1 (-) в +, (--)} == 
ко) р 


ны о ОО Г 1 

== ЕН А ее 
(Его (+-) (+ а в.) =0 (в (=-)) 
Учитывая оценки для АУ Н Ре > и - р находим: 
р 12’ Р-1 2 Р-+1 ь 


РР ОЖ. 
р: р р 


5, +05) 9) 


1 
НН р. 


г. е. мы получили утверждение леммы. 


$ 6. Выражение уклонения 7’, в ( ФД) для классов И’ оно и №ЖН т 


ТЕОРЕМА 6. Пусть / (2) Е УЗ Н®, 0<В<4, и 
ы Ида о. а 
Й эп и 
в з = \№@) —э@+ 91 Е 2) 
21 — 


х 3 


1 
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Тогда равномерно по всем функциям ИЕН» 


Г, в (ф, 2) = 


Кг 
а В оне ана 
0 


за 
ле 
6 


а 
А [д —#(2+-1)]+0(&» (4). 


Если же функция &.(Т) такова, что 


Фе —53|ны 
Б 
ыы Я Рь 
ы 
С 
5 
| 
о) 
— 
в 
г 
—— 
- 
и 


то 


= У я ( [®( РА я) (+ + г) | сова! + 
о 


49 (4 (+) 


Доказательство. В силу (2.14) имеем: 


. (20-1 Во 
г эт 1-5 ) зш— 
7», в (ф, 2) = —. 192) —2(@ + ЕЕ ЕЕ == 
— 81? —- 
: В" \ 
С эп ( пё- 5) п 
=> ЕВ 2) @ 


1 
178 — 
5 р) 


п 


+= \ [9 (2) —+Ф(2 + 1] соз (п + "а = 


т В"\ . 
т яп ПВ 81 
= (2) —@-+1] ) 
= 811? 
Но так как 


1 < 1 
ге. ‚2 ттт, 


ие 
8102 — 
2 


9* 
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то, используя периодичность функции ф(т), получаем: 


65 в (иг + В®) 
ное окон "о (9) - 


5 Е аа 
22 | (2) #4 - РН ТВ. —* рн Н 


: +06» (4) - 


оное 21° 9-0 п, 
0 


с05 


яз 


7% 


тя [е) 


+= | ео @ 0 (6, („= 


72 


>. 


[ч 

У 

[92 
5 

8 


г 


— [+226 —фве-+0-э@—0 ее нЕ 


п 


а, 
ть 
эр В Е 


= [вое а 


п 
2} ве-о-ое- ее] + 
0 
эВ со 
а ие | ео и и 
к 


к ве-9—е10 а +0 (м („.)) = 
а 


В+ 


где а„, — такои корень уравнения 


х 
эт 2 п 
и, 
0 
что 
и—1 “п, 
п-+1 г Ка 
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Применяя лемму 3 (р=1, т=0), получаем: 


р 


р фед феи Е О, 


а в силу леммы 5 (р =1) имеем: 


д= \ ве-о—Фе+а а 


2} ве-о-ое и "ао (в, (1). 


т-1 


Далее, так как 


то ‚ И 
Е В. о (-.) 
то, применяя оценку (2.7) для функции 


$ =з@—й—+(2-+1, ф@е2Н?, $(0 =) =, 


т.е 
Фе =0(ш?* в» (0), 

получаем: 

= ик 

ое-о-эе- а 

ны Г 

=0( } мы) ) =0 (ев (9) =0 (4 (»)) 

и 


еее ао (16649) = 0 (ы (1). 


Следовательно, 
Гл, В (Ф, х) = 


©08 


= : 
У — 1) Е 
= 129 (2) — еее а 
[: 
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зна 8" т 


5 \ ве -@+01-* 
9 


| наи вены О (“, (;))= 


ео сено В а 


вро(ме- вт 
+0 (ы (воен а+ 


® ге 9% 31 
+ \ вое +9) ыы 
в 


о 4} +0(% (1) = 


ЕЕ ++ +0 (6, (,)). 


Но так как 


5—В 


3 


5—8 п 
= э® сов (ие ыы =) 
\ м (м ее а а | С: и - Е 
218 ЕВГ, 
2% 2% 


+ дю) а-0(1) в 
2п 


и так как в силу (2.7) (4 = 2) 


Ф(5) —$(2 + =) =0 (шпо, (+) С 
то, применяя теорему 1 к функции 
у = (9) фе — т (а) —(2+\)], 


т. е. применяя оценку 


Е 
д=о(н | = 4) при ЗВ. = (6.2) 
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получаем: 
5—В 
эт” . В® , 
ь= \ ю®-Ф@ч+и о 
аа 
Эт 
ЕР 
2% 
() ЕЕ ыы. 
зв 
2тъ 
В „ ы 
И 
ооо а. 
— т 
ее = В 
п и 2% в 
ау ее ЗЕ 
У МЕ и 
2% п п 


+-— 
«53| 


а аа а) и. 


> 
= 


1 1 
= п 
7 ГА 
а: соз В" \ Е Е — Ю А я] и 
вн 
т 


+0 ( ана) +0 ((#))- 


= со | аи п пб" (0 —(— о а 
С) 0 


об ао) од 


282 А. В. ЕФИМОВ 


ВЕ 
о (ы (нева + 
0 


(-.) 


а В 
—2 т [Ф(2) —9(2 = 


Следовательно, 
ть 
Г. — зш" \ а ры 
0 
— 2 [6 (2) —э(е+-,)| +0 (%(-,)). (63) 
Если же ®, (т) удовлетворяет условию 
ве -0(> (5), 


то в силу (6.2) 


ие Фе -9— 29) — ® (2+ — 
0 


аз о) 


т. е. в этом случае 
4 =0 (в, (+) (6.4) 


Обозначая 


у) =. (0 =) —+(@а- 0, У ен, (0) =0 
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и учитывая, что при любом 7 == с0186 


а а соки) --с(у, п), ст; ")=0(=), 


имеем: 
п 
Г: = \ у (#) эт ( -- т) _— 
5—в 
к 
2ть 
© ь 
р 
= | у (Е) эт (п ыы та В у ($) 5 ( (1 -{- м п 
тан" 
Е 
е ь а 
— ) у (Е) п ыз®а[ т. зи —5с05 и а 
5—В р 
72ъ п 


и 


(т, п). +0( \ шт ©, (04) = 


по 


т 


т 2 сова = \ у (Е) эп (м в) + 
ЕВ 


+0 (= \ (и) вт (пе 2") 4) +0 (5 в ()) = 


—м 


2% 


ры ое ень)ё | | у(бз (ме + 9) & + 


Пусть № = [+ |--2 и т выбрано так, что 
2 


В. |. 
п 


2ъ 


|= 


= — 
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Тогда, применяя (2.13) и (2.14), имеем: 


5—В 2Кп 
ОК 


у (Е) яп (п + в") @4=0 (+ [0 (:.)) = 0) © (:)) й 


Следовательно, используя (2.13) и (2.14), получаем: 


5—В 2Ют 

Ро ТРИНЕ 

о. 

5-В д ка 


—п 
2% 


к 
(2 =" — с03 в) \ у (Е) зп (= +) АЕ 


568 „2 я 
К—1 т т 5 п 

Й 
+0 (в, (+) = У \ (291% — сози) 15 х 
. п и и 


К=0 БВ кт 
ав "Ра 


5—В пы 
2т п тя 
х| \ НЕ ) у (2) за (2 + 8") 42| О (в (+)) = 
В. 5— окт : 
2" п "Рт 
а : п 
—ы > _ 1-0 (и?) = -. у (Е) зп (пе +) + 


5—В 2 (К-1) х 
ее А 
№—1 28 п и 
+» \ М О(и?)| 9% \ у (2) зв (пе + вт) ае + 
к=0 5В кп о 2 
а 5—В п 2" 


2% п 
2% п 


5В ож” 5 аж 
о К 


К—1 
ть 0 ( (;)) и \ т = \ у (#) зп (= о. Е) @ 
ое =" 
а 
|. Як. я а ()) + 
К—1 г ый х Ре. ь и 


а ы р - \ =. в) @ + 
2п 


5—В 
Зв ПР 


№—1 
(9) ( я. . - шт в, (=) +о (> (5) = 
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у (Е) зп (м -- = т а + 


№—1 я 
Арте 5. 


5—В а 2 (к-т т 
а Е: у (Е) зв (иё + =) а ыт. 
з и 51 = 
5—В кк 
ее 
2% п 


("А () 


Применяя лемму 4, отсюда получаем: 


В 
Ея "(+ т) соз и аё 
®№—1 
50 ( Зы (ен) +0 (= (5) 
2Кт 
еб ны РВ с) сз 4 +0 (в: -,) 
о 


- 41 еее ев Доовыи +0 3 ( )) (6.5) 


Замечая, что 
С“ — сои) + С, (11, п), С (ль) =0(»), 


ера 
тде 
5 3 = 0 
—в--- = г $ 


иг ви Ни 
И \ м 2) Ч = \ у (и) 5 (ме) а + 
-- ры 
ат 8 
2% п р 
+0 (в (+)) = — \ (ти — сози) \ У (И) зи (пе + 2%) а + 
АЕ 208 х 
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з-В 2кп __ ЗВ у 
а бе | - > ы 
=: (2 -- с08 и) \ у (Е) зи (ие = >) &— 
* и и 
К= ЗВ 2 (+1) п —_ 38 2ил 
о Эт т 
+В кп 3-8 — 2 
т = : 
‹ 1 и ь ил 
—У (27“ — с0з ит \ у (#} р (п 5: )@& + 
К=0 ЗВ 2 (Ем и 
и 
КЮ—1 Й 0 В 
- ие а ) 2+ 
+0 (в, (.)) = = я ро \ ( 2 п с08 ира -- 
Х—=1 кп 
т 
р о 
п 
01. ы(1))-+0( Зы : (> У) + 


+0 ( ЗЕ зи 0ь.()) +0 (> (2) - 


К—1 2кп 
И Е 05241 --0 (, (+), 
1:96. | 
о мы ‚ГРА 
зе. = \ [6 (2—4 — я г) сов 4 + О (, (1) 
ее ь 
Гаким образом, Г. 
тв, 2) = в 15+ 1) +0(в (Г)) = 
№—1.  2Жп 
== т) (В } сов 4 -- 


+ Е Ь-О («> (:-)). 


Учитывая равенства (6.3) и (6.4) для Г‹, получаем утверждение теоремы. 

Замечание. Теорема остается справедливой при любом В, только 
при доказательстве в разбиении интеграла нужно заменить В на В’, где 
В’ =В— Ау, у— целое, В’6[0, 4], т. е. 


Е —в” 
от 2т = 

| аи 
т — ЗБВО БВ 
Рин - 

2 от 
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ТЕОРЕМА 6*. Пусть /(2) 6 ТЗ И® и 


ЕО 
Е Й \ эт (РЕы =) 
В (Ф, х) = нЕт) [Ф (2) — Ф(я- 1 мы Ч 
ея 2311. — 
2 
п . 2% 1 Вт 
Й \ в ( : +5.) 
+= ) 9@) —+@- 1] ^^. 
и 2 = 


эт 
Тогда равномерно по всем функциям ] 6 И Н® 
и В (ф, 2) = 


Я еб ша 
К 


о (, (:.) (В’=В — 4%, у— целое, ВЕ [О, 4]). 


Доказательство. Применяя обозначения и доказательства тео- 


ремы 6, имеем: 
5—7 


Ро (20-1 В” 
О виа (75 ре | 2. 
в(Ф› 2) = Ги,лв (ф, =) — — - [$ (2) — $(2 + 8] о а @ = 
з- 8” о 
те 2 
. В 
о я (п - —) эт 
1 т 2 
==} №2) —(@ +2] ы Е 
и. 
: 2т аа (= (+) 
—1 } юо-о@+9 а 
3+ РЕ 
2% 
В®\ _- 
я [ЕР эт Е 
1 2 1 
ты [(2) —ф(# + 1] т @ -- О (, (=))— 
-— , | ыы 
2" ВА ть Е оВе. 
1 р т 
58 \ [$ (2) —ф(2 +1] 4 
э+8' „ И: 
2% 
ВЕР 
2% 
т ый 
—— \ [6 (2) — ф(е-- 1еоз (пе + = - ВЕ 
зе" 
2т 
а В 
Ро т (пе эш & | 
++ \ ю®ф-е+и— |) а - 
а 
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= (м 31 & 
+0 (, Е [ф (2) —Ф (2 +1] рим" аё 


2% 


+0 (&, (;)) = "и ++ 


ры 
2% 
__ — [$ (2) —+Ф(х- {]] шт (пе + =) эт ты тт Не +0 (1). 


ее О (1), то, в силу теоремы 1, получаем: 


1 
Но так как я 


4910? _2 
р 
БВ 
2т 
4 р Вя=\ . 4 4 
— [Ф(2) — (2 В ]зщ (пё-Р = ва — ши — 
п т ф(х) Ф( ) ( >.) Г Аза 


1 
вп 
0 (ео 4:14) = о (+ 6 (п) =О (в (:.)). 

Следовательно, учитывая выражения (6.6) и (6.5) для [, и Г., мы имеем: 


"ФЕ +О (“, (+) и 


кп 
т р в М: 
= Л в [А еб «о 

1 
+0(, („,)), 
и теорема установлена. 
Так как из условия ф(2) 6 Нт следует, что ф(5)Е2Н>, и так как 
4 Л 
$(а)— (2+ =) =0 (с, (;.)) , 

то отсюда заключаем, что теоремы 6 и 6° справедливы для классов 


И’8Н? при любом В, т. е. справедливы следующие теоремы. 
ТЕОРЕМА 7. Пусть 1(5) Е ЗН? и 


им ([ Е +) 
7”, в(ф, 2) = а 


Гогда равномерно по всем функциям }ЕУ’ВН? справедливо равенство 


Ги, в ($ 4) = 


5 


. = ")| софа -- 
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ЕЕ Е РАНЕЕ ОЖННАНЕЕНЕЧЕ ВНЕ ИАН НЕ Е РО аи о На. 


Е 
2 #9 (2- И 1 
МО 


’где В’ =В— 4, у— целое, В’Е[О, 4]. 
ТЕОРЕМА 7*. Пусть }(х) 6 "ЗН? и 


В” 
г. (20-4 В= 
: 1 вт (= ато. 
ме => | в —Ф@41) ие 
3. я 
с : (20-1 Вт 
Й а. 
+= \ @>*-э@+и) — а 
5, п 
2% 


Тогда равномерно по всем функциям 6 И’8Н? 


[:] 5 2кп 


—®( —- 2) | оз 141 +0 (в (+,)) 
(В'’=В— 4, у— целое, В’ 6 [0,4]). 


$ 7. Асимптотические формулы для приближения функций 
классов И Нг и ИТьН. суммами Фурье 


ТЕОРЕМА 8. Справедливо асимптотическое равенство: 


в, (И’вН:) = вор [7,8 (Ф, 2) | = 


Е 
Св («) | 0 ва | 5 — ЕО (&, (2) 
0 


где Г 1. 
Если же функция в: (1) удовлетворяет условию 


(0) =0, [61 (&) + 6, (в) 548) (0<ы<ь), (141) 


о В =1. 
Доказательство. Применяя к выражению г, ‚ (ф, 2) из теоремы 7 


равенство (2.15), получаем: 


1 1 1 
вор |", ($, 2)| < 5 2 я 50, 
чЕН К—1 ФЕН 0 
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Ее 
а м 
0 


—$ (2 ве А неа 1" я вир 


ФЕН 


+0(° (-.)) <= У че [2017 (&) + 


зир [$Ф(#—ИЙ —Ф(@- 10| 


я 


Е ви |1 | 
но" в м ывачоы (1). 
=1 о 
Ре 
С (®) т. 


т 
бз„ (И’ЗН?) <—— Е \ ча 29 р 0 (в (=) 5 А 
0 


Оценим @&; (ЗН?) снизу. Пусть функция ] (2) такова, что 


Де) =), =) =0 и — целое > 1), (7.3) 


= 1; тв = к) 608 #4 = — С® (6). 


Выберем @ так, чтобы функция 


те) = (1.4) 


при всех — = ай < удовлетворяла условию 


|1 (28) —т(2) | < ©, (®). 


Так как для целых р>1 в. (71) < ро (1), то из условия (1.10) при 
В > х имеем: 


12—11) —т(@®)| = в, (2 @-+1)) + % в (212) < 6, (1. 


Отсюда заключаем, что 


о 


Если же в, (1) удовлетворяет условию (7.1), то 
0 0 ‹ 
те) —1(@) [= 5-6 (2 (2-5 ®)) + 5 (2 |) < 
< (ОЕ — бе (и), 


т. е. в этом случае 0 = 1. 
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Разобьем отрезок [— т, т] на отрезки 
к — =] -9-4] 
И 
п ира, РН 
а == 
не 
(9 
и рассмотрим функцию 
[0 присен, 26% СЕР ЕР. 
1 (2) при ФЕ Г, 
—7 (2) при 2 ЕЛЬ, 
ф» (2) = 1 (5) 9101 Е при хЕХь, 
о (2 (= +)) при 26 [., 
— 5 (2 (= — )) при яЕ [ъ. (7.5) 


Так как 1(2) 6 НГ, то, проводя рассуждения, аналогичные проведенным 
автором в работе (3) (теорема 4), убеждаемся, что ф„ (2) Е Н!. Но для 
этой функции мы имеем: 


[#:] 
} 7 2т 


в (фы бя Я в (1-ю 


= 


Е ) п 2п 
‚ В — 
РЕЙ =) оревеыЕ \ О и 
0 


Пе 


я 2 ни [4 (Е г) $» (5 + 2) с05 #4 + 


п 
0 


Е т фи (5 ее и г) 603 Е Е — г. фа (- т 5 = г) 05 а -- 


—2#п 4п 


(=>) 


ео 0 
о (= 
0 


я в 4 — 
р вы + От г) соз 


Ф 


р х 
а ЕВ она + : о - 
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Е ит. 
== р о о ТЕ п 
|= 
бы нь ЕЕ ава оы (9) 
0 


Следовательно, 


8, (ИЗ НР) > ть (фь 0) = 


$ си ао 6 а 2 


= ва+0( (0). 09 


Из (7.2) и (7.6) получаем утверждение теоремы: 


ый 
(п) Фа ` 
8: (И Н?) = - ВИ \ в 0 (, (+). 
0 


ТЕОРЕМА 8*. Справедливо асимптотическое равенство: 


воре, 21 = 9 ши 0 ( (1). 


ФЕН 


Используя вместо теоремы 7 теорему 7* и выбирая функцию Фи» (2) 
(равенство (7.5)) равной нулю и на отрезках [а, [5 и 1‹, аналогично 
доказательству теоремы 8 убеждаемся в справедливости теоремы 8*. 


ТЕОРЕМА 9. При любом г > 0 справедливо асимптотическое равен- 
ство 


я-то) 


Доказательство. В силу теоремы 5, имеем: 


4 
65 о (7, 2 т Е, эр Он (5 =). 


Применяя теорему 8*, получаем отсюда утверждение теоремы: 
ВИНО = у [ши (6 (1) + 
о 


Полагая в теоремах 8 и 9 В=гиВ=/- 1, получим соответствую- 
щие асимптотические равенства для 8, (И’'И?) и 8. (И’Н®). 
® 
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ЛЕММА 6. Пусть функция о. (1) такова, что 


Г. о. (7.1) 


Тогда существует функция ф„ (т) ЕН» такая, что справедливо асимпто- 
тическое равенство 


ов (фл, 0) == 


с® (©) 


п 


шп --0 (6 (5) п а») , 
где 4» — корень уравнения 5 (== а») = ©. (;) шп. 


Доказательство. Пусть /(2) Е Нь и }(х) такова, что 


12+") =/@), (5 =)=0 (п пелое> 1), 


/ 
2 


5 и (7.8) 
= Иа -- > п) сов 4 — — С.’ (в). 
Из условия (7.8), в силу (2.2), получаем: 
4 Е 
т 12)|=0 («, (=) = О («, (-.-)) ь (7.9) 
Пусть 4» выбрано так, что 
И (= 4») = в (5) ши. (7.10) 
Рассмотрим функцию 
0 при 05=2< =, 
4 4т 2 (4, - 2) 
г (2— *) пи << А в, 
6 (-.) шп 
2) = 594 +2) ы 
1 пр п == <х < ео й 
| $("—2) — при 2 <», 
Ф(— 2) при —п< < 0, 
ф(х - 2) =$(2). (7.14) 
Очевидно, что 
- т (4 Г 
|р(#-- №) — (2) |9 +") 9 (=. (1442) 


62 (;-) шп 
С помощью функции $(2) образуем функцию [ер. С. Б. Стечкин (12)1 
0 ’ 
ип (2) -| 1(2)$(2) при 0<:<” 


—1(2)Ф(2) при —"<2<0. 
Ясно, что 


шпах фе (21 = О (вв (+, _  @.9) 


поэтому условие |Дли» (2) | < Мо» (#) достаточно проверить только 


11 известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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для 0% л<ти при 0<^<-. Мы имеем: 
А? ра (2) = (2 п) —2/ (2) (2) +/«—>@—в= 
= [/ (= ^) — 2/ (2) + /(& —1)]® (#-+ №) + 
+ 27 (2) $ (= + ®) —$(2)1 — 1 (= — №) (2 №) — (2—1). 
Отсюда, учитывая (7.9) и (7.12), получаем: 
ь 


|8 р (2 | в (, + 66 () р < (+) 


Следовательно, ил (2) 6 (1 -- во) Не а поэтому функция 


фи (2) = — (2) 


шп 


принадлежит классу ВН». 
Согласно второй части теоремы 6, учитывая, что р„(0)=0, имеем: 


Ги, в (Фи, = а Е? ) 


— № (5 + 2) | соз1 -- 


т [а] -з [>] = 9-1 Г] ре 
1 © И — ны 2 
(©. ( )) 212 ( Е в») р] 58 ок ыы С а т 
р т: 


| — у. Х,+>] +0 (= (1). 


1 Рыа 


В силу (7.13) получаем: 


[40143 — 2йп 2 Б т 

= 2 тт [в (— = ет) — и (+28) | сов! = 

Газ 
=0( $ ил) - 0% (1) 4) 
И 
л |: г Л т. 1 3 
о Е З-ьДена- 
[Е] 
-о У в коЕ( 1) 0%)". = 0( (5) 
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Наконец, 
[7-е ы 
2. „вн рома 
ы Кава Е 5 а м о Ё ре 
[емо 
Е Е зн] 0 р Чад, (2) + 
ее 
Е 


р 
&—[аи 4 2(Гав--а)л 


= 0 (а, ь (1) =) + р 2—1] —4) < (®)= 


= 2" (7 (о) ш Ы в _ о («, (;.))= = 2*С” (о) шп -- О ( ( ) ша „)) 


со 
1 
так как > в (9) (-) < Следовательно, 
Ви х 


тн. (фи» 0) = 2+2 +5, +5} +0 (4, („))= 


шп 


= ши. 0(ь, (+) ша), 


и лемма установлена. 
ТЕОРЕМА 10. Пусть функция ‹.(Р) удовлетворяет условию (7.7). 
Тогда справедливо асимптотическое равенство 


ин-т пп +0 (в (+, ) ша,), 
где 4, — корень уравнения > (+ а,) = ь (5 ) ши. 


Доказательство. Применяя равенство (2.12) вместо равен- 
ства (2.15), аналогично доказательству теоремы 8 убеждаемся, что 


Био) 1 
$5. (ИЗ И?) < ши -- 0 (, (5). (7.14) 
Далее, для функции ф, (5), и в лемме 6, имеем: 


8, (73 НЗ). ь 0 = 


шп +0 (в, (5 1) ш 4). (7.15) 


ТИР 
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Из (7.14) и (7.15) заключаем, что 


ке С (о 
= 


= шп О ( (;) Ш а,) у 
т. е. получаем утверждение теоремы. 
Из теорем 4 и 10 непосредственно вытекает и 
ТЕОРЕМА 11. Пусть функцая ®() удовлетворяет условию (17.1). 
Тогда пра любом г > 0 справедливо асимптотическое равенство 


Ее 1\ №4, \ 
ВИН +0 („)-"}, 


п п’ п 


где а, — корень уравнения в (== а») = © (-) шп. 


Замечание. Если в» (5) = 5", О<а< 1, то 


п 


ОЕ, ее) де = 0 (4) =0(и» (,)), 


и из теорем 10 и 11 вытекают результаты, доказанные автором в ра- 
боте (?). 

Поступило 

30. У. 1958 
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И. Е. ГОПЕНГАУЗ 


ОБ УКЛОНЕНИИ ФУНКЦИЙ. ОТ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ 
ПОЛИНОМОВ ЛАГРАНЖА И ЭРМИТА 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе изучаются метрические свойства множеств точек макси- 
мального уклонения для приближения с помощью интерполяционных 
многочленов, 


$ 1. Постановка вопроса 


Рассмотрим последовательность функций {/(5)} (п=0,1,2,...), 
аппроксимирующих непрерывную на [а, 6] функцию ](5). Пусть М» (7) 
есть И-е множество точек максимального уклонения, т. е. множество 
тех точек хе[а, 6], в которых разность между ](5) и /»„(х) достигаст 
максимума своей абсолютной величины. В работе (?) был дан ответ на 
вопрос Н. Н. Лузина [см. (1), список проблем, стр. 375 — 376, а также 
комментарии Н. К. Бари и Д. Е. Меньшова к этому списку] о том, 
должна ли мера М»„(/) равняться нулю для всех и, начиная © некото- 
рого. В этой работе было установлено, что для очень широкого класса 
процессов приближения шез М„(/)->0 при п->со и что в случае наи- 
лучших равномерных приближений на [а, 6] алгебраическими и триго- 
нометрическими многочленами, а также в случае приближения частными 
суммами ряда Фурье существует непрерывная на [а, 6] функция (5), 
у которой шез М, (7) > 0 для бесконечно многих п. 

Несколько иначе обстоит дело в случае, когда приближающими 
функциями служат интерполяционые многочлены. Пусть, например, 
матрица узлов интерполирования #9, Оз < п, п=0,1,2,..., та- 
кова, что совокупность всех а 0<А<и;, для некоторой уходящей 
в бесконечность последовательности номеров и; не является всюду плот- 
ной на [а, 6]. При таком условии чрезвычайно просто находить примеры 
непрерывных функций / (2) с положительной мерой у бесконечно мно- 
гих М» (]) (здесь п-м приближением для ]/(х) считается алгебраический 
многочлен О„(} 2) степени< ип, интерполирующий /(7) в узлах Ё” 
(0 << п). Действительно, в таком ‘случае найдется сегмент [, В] с [а, 6], 


не содержащий ни одной из точек и и поэтому для непрерывной 


функции (7), равной нулю на [а, 6] — [, В], равной 1 на [@ А, | 


—&@ > - 
(№< в р) ) и линеинойи на оставшихся интервалах, 


О, (7; 1) ==0. 
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при всех #. Следовательно, 


шез М», (1) =В —®— 21 >0 


при всех #. 


Этот же пример показывает, что шезЛ/„ (7) не обязана даже стре- 


миться к нулю. 

Однако если потребовать от матрицы узлов, чтобы совокупность 
чисел Е) была всюду плотной на [а, 6] для любой бесконечной под- 
последовательности и;, то этого окажется уже достаточно для того. 
чтобы у любой непрерывной на [а, 6] функции, не являющейся много- 


членом, тез М„(/)-> 0. 
т>со 


В самом деле, из теоремы 3 работы (?) следует, что если шез М» (7) 
не стремится к нулю, то существуют последовательность чисел ст, сь,... 
и последовательность номеров п<п,< п. <... такие, что 


Он (1; 2) = Ом, (Т-2) Ее р=1,2,.... 


Так как все |с›| не превосходят максимума функции |0», (7; х) —7(х)] 
на [а,6], то существует сходящаяся последовательность {Ср}: ср; —> с 
при 1 —> со. 
Последовательность 9», (Т; х) равномерно сходится к О», (р; ху с. 
т 


Очевидно, что в некоторой окрестности точки х,, где 


9», (}; хо) Е с — 1 () =Е 0, 


нет ни одного зла из строк с номерами п»„. при всех достаточно боль- 
И 


ших $. А это и означает достаточность приведенного условия. 
Таким образом, если это условие выполнено, то 


шез ЛИ „ (1) —>0 при п-> со, 


и снова возникает вопрос о том, не будет ли эта мера просто равна 
нулю, начиная с некоторого номера п. Оказывается, что так же, каки 
в тех случаях, которые были рассмотрены в работе (?), эта мера может 
быть положительной для бесконечно многих номеров. Имеют место 


даже более сильные утверждения, к изложению которых мы сейчас 
перейдем. 


$ 2. О мере множества точек максимального уклонения 
при интерполировании непрерывных функций 


Пусть А — произвольная треугольная матрица чисел т) 6 [а, 6], 
0» (], А; 2) — алгебраический многочлен степени < и, интерполирующий 
(2) в узлах Ц”, даваемых и-й строкой матрицы А, С, (}; А) есть 


—_ О» (7; А; 2) —1 (<) | и М» (1, А) — множество точек х Е [а, 6], в которых 


| 9» ($, 4; 2) — (+) | = @,(), 4). 
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ТЕОРЕМА 1. Для любой треугольной матрицы А чисел 1% 6 [а, 6] 
существует непрерывная на [а, 5] функция Р(т), не являющаяся алгеб- 
раическим многочленом, у которой тез М» (Е; А) > 0 при всех п. 


Введем в рассмотрение функцию @ (2), равную 1 вне [—1, 1], рав- 


1 1 
ную 0 на |->, 5 бесконечно дифференцируемую при всех х и та- 


кую, что для всех хе(— 1, 1) [ > >| 


< о-—т* 


(в этом параграфе вместо бесконечной дифференцируемости достаточно 

было бы потребовать от ®(5) непрерывности, однако такое определение 

© (2) пригодится нам при дальнейшем изложении, например в теореме 3). 
Будем считать а = —1, 6 =1, положим 


нА: 1) = = О» (7; 2), С, (}, А) = С» (7), М. (у, А) = М, (1) 


и введем обозначения: 


бт (1) = шах 40-7 


—1<х< 
И. 
М} ()) — множество тех 26[-—1, 1], где 0, (1; 2) — /(2) = 6*(0, 
Мн (7) — множество тех 26[-—1, 1], где О» (7: 2) — 1 (а) = 61 (7, 


Мъ (7) = М! (1) 9 М, ( (очевидно, М» (1) < М® (7). 


Для доказательства теоремы 1 построим последовательность непре- 
рывных на [—1, 1] функций /, (5) со свойствами: 


ОО О, по 
2. шов МУ (7,) > 0, шез М (ры) > (1— эро) пез М (/), К<п, 


ВЕ, Ма, 
Е = Н. — 
шез М; (1.) > 0, шез Мь (41) > (1— ==) пез Мх (/„), К», 
А 
тЫ Этим условиям удовлетворяет, например, функция 
1 
| 0 для О%:< >, 
мы . 
6 (2) = \ (1--е1)-1, гдеё= 4—3, для 5<7<1, 
и для #> 1, 
( ® (— 5) для < 0. 
4х—8 


1 1 1 
На отрезке |. 1] можно еще положить © (2) = — \ ехр 1 4, где у = 
= Е “ 


[А 
1 т 
= \ ор 46 выеою о) = 1+ И) -Ь ит. п. 
т 
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в. МЕ (/„) состоит из конечного числа сегментов, деп по. 
`М» (№) состоит из конечного числа сегментов, К <; п, п = еее 
4. М9») 0 М3.) =0, или МФ (До) = М4»), 9 т, п=01,2,.. 
5. [№ (2) — мч (2) —_ И: 1,2,. 
В качестве /› (7) можно взять функцию, равную @(22) на [—1, 0] 
и 0 на [0, 1], если {> 0, и равную О на [—1, 0] и ®« (22) на [0, 1], 
если #0) < 0. 


Пусть фунции Хо (2), /1 (1),..., (2) уже известны. Построим },, п+1 (2) 
так, чтобы выполнялись условия: 


1’. Ок(Р. ив 2) = Ок(ь; 2), К«П-1. 
2’. шез МЕ (4) > 0, шез Му (Дин) > (1— 


Е < п. 

3’. Каждое из МЕ (р, п-1), <, и Мы) состоит из конеч- 
ного числа сегментов, любые два из которых либо совпадают, либо не 
пересекаются. 

4’. Существует замкнутое множество И, > МН (11, п+1) такое, что его 


р не! шез М (/»), 


пересечение с М» (1, и+1) = Миа (/) пусто, и вне И, }, па (2) == }л (4). 
р а 
5'. | № (2) — Л, п (<) —. 


При этом построении мы будем различать два случая: пересечение 


ма (п 1,1 3 м0] 


и—=0 
пусто и не пусто. 

А. Предположим сначала, что указанное пересечение содержит гочку 
7. При некотором 8 > 0 [5 —5, ж- 5] П [-1, 1] =А не пересекается 
ни с одним из М» (/„), < п, следовательно, 

т = шш {41 (1®) — а [Ок (1; 2) — № (х)]} > 0. 


К<п 


Мы можем считать при этом, что на Д нет точек из Ми ([н) и, кроме, 


> > Е = 
быть может, только самой х., нет ни одной из точек о Кк<п- 1. 
Пусть 


т, = шт [т я} 
и положительное 8, < 6 таково, что 
бл (1) — [@ъы (а) — .р <, 0<%< 7, (1) 


для всех х6[— 1,1] П [4% — 8%, %- 8]. 
Рассмотрим функцию /, п, 1(2), равную 


[Оль (доз 2) — / (2) — СЁ (д, — В. 1 [вЫ | у,(), (2) 


где = = —1, если х› = —1, и = = 1 в противном случае. 
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Нетрудно убедиться в том, что },и41(2) и есть искомая функция. 
В. Перейдем к случаю, когда 


п 
я | 
Ми, (1) п, н— УМЕ) =0, 
К=0 
т. е. когда каждая из точек ЕМЕ (/„) попадает на какой-то отрезок, 
принадлежащий одному из множеств М® (=), Е<п. Если окажется, что 


Мн (7) = МЁ (1»), 


то можно просто положить 
р, п (2) -= [т (7). 


В противном случае можно считать, что у каждой точки ем (/») 
есть замкнутая окрестность (или полуокрестность, если 2 есть | 4 или 
— 1) Д,, принадлежащая одному из сегментов, из которых составлены 


Му(].). Действительно, благодаря условию 3, к этому случаю легко 


свести общий случай так, что шез МУ (м) еще увеличится, и ни одно 
из условий 1—5 для [»(2) не нарушится. Если при этом точка х при- 


надлежит множеству М», (/„), то можно снова поступить так же, как и 
в случае А, с той лишь разницей, что при некотором 6 > 0 


[20 — 8,2 - 8} П [—1, с Мь, (7), 


т = пт {Са (1) г. шах [Ок (м; 2) — [м ()]}, (3) 


хе 8.55 ПМ „ (1) 


а 6, <65, кроме условия (1), удовлетворяет еще условию 


Ва 
&% < т 
где [=, В] —тот из отрезков, входящих в состав М», (]), на котором 
лежит точка 1. Здесь снова т >> 0, так как из предположений ин- 
дукцпии вытекает, что ни одна точка множества МЕ (1) не входит в 
М. (м) р, 9<п. Можно также считать, что на [1, — 8%, 2 + 5] П| — 1, 1] 
нет ни одной точки из М» 1(}) и, кроме, быть может, только самой ху, 
нет ни одной из точек &®, К«<п--1. Остается определить функцию 


Й, та (2) снова по формуле (2). 
Наконец, может представиться последняя возможеость: 


м4.) М0 п М8) = 3 м Ма.) п М# (0), 4 
к=0 
и при этом для всех Е <п 
Ма (») Е МЕ (7»). у (5) 
Из (5) следует, что множество 
Ве П МУ (1»), Е<п 
|^ 
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состоит из конечного числа точек 2), которые распределены каким-то 
образом по сегментам АД, образующим множество Же. 
Пусть 5 > 0 таково, что 
[40 | 
6< ых изв) 


О ши | Ур — Уч |, 


Ур ЕУа 
+ 
где | Д | — длина сегмента Д, г— число точек множества Ми: (т), а 
к (®) 
у:, У»... — совокупность всех точек № КЗп+1, всех точек 2 


и концов сегментов А. } Занумеруем все точки х® ) одним индексом Хр, 


р=1,2,...,г. Каждой из точек хр поставим в соответствие сегмент 
[хр —5, хр 8] П [1,1] и сумму всех сегментов обозначим через И. 
В таком случае величина 


ИО == Е и [Ох и: 1) — /*(<)] — Ск (/=*)} 
<" хЕ 
положительна. При этом можно считать, что У, П Си (№) =0. Оче- 
видно, существует число № > 0 такое, что при любом й, О<#<&, 
все корни уравнения 


Овь (=) — ты) -Б@-ь=о0 (6) 


расположены точно по одному в каждом из интервалов 


(25—89, хр) ПШ и (я рта г 


Для некоторого й, О<й< ша т, й т ‚ рассмотрим функцию 


т-1(5), равную на каждом из интервалов (®,, В»), р=1,2,..., г, 


[зы (доз 2—7» (4) — би.) + {1—6 ее г] +/-® 


и равную /»(2) вне множества, состоящего из всех таких интервалов. 
При этом В, =хр, ар есть ближайший к хр слева корень уравнения (6), 
если т, == —1; в противном случае а, = — 1, В» есть ближайший к — 1 
справа корень уравнения (6). Легко проверить, что функция 1 пу: (2) 
удовлетворяет условиям 1’— 5’. 

Точно такими же рассуждениями устанавливается существование 
функции ]и-! (2), удовлетворяющей условиям, которые можно получить 
из 1—5’, если в них всюду заменить /»(2) на’ }1, иу1 (2), 1, п41 (2) — на 
Дала (5), ра — на Миа, Мау, на М, аТ, — на некоторое замкнутое 
множество У,, У, ПУ, =0. Учитывая еще, что Р,т-1(<) удовлетворяет 
условиям 1’— 5’, получим, что ]„-. (2) подчиненена также всем усло- 
виям 1—5. 


Отсюда вытекает, что функция Е (2) = Им, (2), непрерывная ввиду 
со 
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условия 5, и есть искомая, так как для нее 
тез М1 (Р) > 0 и шез М; (Е) >0, п=0,1,2,..., 


и, значит, шез М„(Р) >> 0 для всех п. 

Теорема доказана. 

Если от матрицы А потребовать, чтобы #” — а, 1) = для всех 
п>1, то доказательство теоремы 1 легко дополнить так, чтобы полу- 
чилась следующая 


ТЕОРЕМА 2. Для любой треугольной матрицы чисел #”) таких, что 
а ат, ОЕ ПЕ 


существует непрерывно дифференцируемая на [а, 6] функция Е (т), не яв- 
ляющаяся алгебраическим многочленом, у которой при аппроксимации 
полиномами О„(Е; х) степени <2п-1, интерполирующими Е(х) и ее 
производную в узлах, даваемых п-й строкой матрицы А, соответствую- 
щие множества точек максимального уклонения будут иметь положи- 
тельную меру для всех п. 

Анализируя доказательство теоремы 1, можно заметить, во-первых, 
что функция О0,(/;х)=0 интерполирует /(х) с производной в точке 


1, во-вторых, что 


аа (0) а а ВИО 


наконец, что из способа построения ]„: (5) по известной уже функции 
[№ (2) вытекает непрерывная дифференцируемость всех /»(х). Если бы в 
дополнение к условиям 1—5 была еще установлена равномерная схо- 
димость последовательности }, (1), то теорема 2 была бы доказана. 

Мы уже установили, что либо му (2) = }„(2), либо существует ко- 
нечное число попарно непересекающихся сегментов [%», Вр], на каждом 
из которых 1: (2) совпадает с одним из следующих выражений: 


2 (х — 
«бы доу (зв ВИА [ея +1, 


(8) 
. 2 (х — Вр 
Ч (двд ыы [а +1] +1» (6) 
(9) 
При этом для функции 
$» (2) = Очи (1; 2) — 11 (2) — Опа (Диз Вр) Е 1» (Вр) 
будем иметь: 
|$,(2)[<#й, 2Е[Яр, В». (10) 


На дополнении же к множеству, состоящему из всех этих сегментов, 
риа (2) совпадает с (т). 

Так как одна из двух точек &,, В» есть точка экстремума разности 
Она (1; 2) — /„ (2), а разность непрерывно дифференцируема, то, если 
эта точка лежит внутри (—41,1), в ней $,(т) и Фр(т) обращаются 
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в нуль, если же эта точка есть Е 1, то в ней снова $, (2) =, (2) =0, 
ибо, но условию, 
1 
И 1 И А 


Обозначим эту точку через &. Мы имеем: 
1. (№5 |<=([1|), [фр НИ |= 18-9 (вр + 0) 1551.2, 


где 0<89<1, в(|#|)->0 при |#|-0, р=1,2,. 
Поэтому там, где /и+1(2) определяется выражением (8), 
| Ре (— В 


) 
Е 


д — Не, 


Гы - у И: ра шах] (2) |+ 


- =(Вр — ар) < с: (Вр — &р)-= (Вр — ар) = сз. (Вр — @р) 


для всех х6[4, В]. 
На остальных из сегментов [%›, В,] будем иметь: 


| Уч (2) — 1» (2) | — 
«ее + Не [ие +1} < 


< сз: (Вр — др). 


В результате мы получаем: 


тах | 141 (2) — /н (5) | < с-е (м), 
—1<х<« 
где \ = щах (В, — ©»). 

Выбирая й в выражении (8) достаточно малым, мы можем считать 5 
и в случае А, и в случае В настолько малым, чтобы получающаяся 
при этом величина *) обеспечивала выполнение неравенства 


4 
с.в (1) <-;. 


Таким образом, теорема 2 доказана. 


$ 3. Интерполирование бесконечно дифференцируемых функций 


В предыдущем параграфе нами было установлено существование 
таких функций ] (5), для которых нельзя указать номера п, начиная 
с которого шез Мх (/) =0, в случае приближения интерполяционными 
многочленами при заданной матрице узлов. Из приведенных построений 
ясно, что такие функции должны быть, вообще говоря, весьма искус- 
ственными. Поэтому возникает вопрос о том, какими дифференциаль- 
ными свойствами могут они обладать? При некоторых ограничениях 
на матрицу А на этот вопрос можно ответить следующим образом. 
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Пусть А— треугольная матрица чисел 1”, аз <Ь, о< < п, 
О» (7; 2) — обыкновенный многочлен степени не выше (п -- 1) (и - 1)—1, 
интерполирующий ] (2), ]' (1), ..., / 40 (2) в узлах, даваемых п-й строкой 
матрицы А, М» (]) — соответствующее п-е множество точек максималь- 
ного уклонения. Имеет место следующая 

ТЕОРЕМА 3. Если матрица А такова, что для любой бесконечно 
дифференцируемой на [а, 6] функции }(х) и любого р имеет место нера- 
венство 

я вр (7) 
тах |/ (1) — О„(}; 2) |< Ее (11) 


а<х<ь пр 


где ср (7) — константа, зависящая лишь от ри ], то существует беско- 
нечно дифференцируемая на [а, 6] функция Е(т), не являющаяся алее- 
браическим многочленом, у которой тез М, (Е) > 0 для бесконечно мно- 
гих п. (Если и =1, то достаточно потребовать, чтобы 
п 
ы 


— 
1=0 


1, (2) 


АСУ О 


где 
ое 


если и =2, то достаточно потребовать, чтобы 


п 


> 17 (=) | 
ОТТО 


в (= 


1, (19) 
1, (#") 


(д— 1”) 


+1219 |500) 


и т. д. Двум названным условиям удовлетворяет, например, матрица 
узлов Чебышева 


(2) № 2-1 = 
#; = 605 5—1)", ==). 11 вод 


ибо в этом случае первая из указанных сумм, как известно, не пре- 
‘восходит с: Ш п, а вторая — ограничена равномерно по фи п.) 


При доказательстве будем снова считать а = —1, р=1. Построим 
последовательность бесконечно дифференцируемых функций / (5), 
71 (1),... и номеров п<п: <... со свойствами: 


1. О, (и =) =0„,(1,; =), УЗЬ, К=0, 1,...; все Ол, (№; 2) = сопз, 
И Ой р 


2. шез М», (№) >0, Мь, (1) = М», (1,), УЗ Ё, Е=0, 1,2,.... 
3. Существует сегмент [9^, Вх] такой, что вне [9%, Вл] 
1 (®) = ыы (2), >14. 
При этом [, В] П [;, ВА =Опри Е = 7, В — к < БЕН: Все [а, В] < (0, 1) 


если {> 0, но вое [ак, Ви] С (—1, 0), если №’ < 0. 


В ре, са На, 2. 
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В качестве /› (2) выберем ту же функцию, что и в теореме 1. Для 
определенности будем считать, что 100. Так как 0,(/; 2)=0 и 
шез М5 (о) = > > 0, то мы примем ип, = 0. 

Предположим, что / (2), 71 (2), ...,/»(2) и пу, па,..., п» уже извест- 

ы. Найдем и: и /»1(2). Ввиду условия 3, на (0,1) найдется сегмент 
Д, не пересекающийся ни с одним из [90, В], <у. На этом сегменте. 


(2) =) (1) ==0. 
Так как 


О», (1; 2) = О, (] 2) = 0, 


а все остальные О», (1); 2) — многочлены степени не ниже первой, то на 

сегменте А каждое из множеств М», (/,), К <у, имеет не более конеч- 

ного числа точек. Значит, существует сегмент Д, с Д, не содержащий 
У 


точки 0 и не содержащий ни одной из точек множества о Мну (1,). 
и—=0 
Введем обозначения: 
= | А |, 


ту = ша {С», (/,) — шах | О», (/; 2) |} > 0, 
< хЕД, 


где 


Ср (7) = шах |09р(}; 2) —1(?т). 


—1<х< 


Подчиним выбор и, следующим условиям: 


1) т —- ов Пу--1 — 3, 
о Е 
У я ‚ 
95-1. | 
и - Е у (и - 1)”. шах шах |0) (5)|. 
т 0<р<у —1<х<1 


На Д, найдется отрезок [9,1 В, .:] длиной 


1 > В, 
п: (п. -Е 1) ты ЕО” 
э 


не содержащий ни одной из точек &” вед, п<п,:.. Длина этого 


а это —одно из требований 


Л 
отрезка, ввиду условия 1), меньше 3, 


условия 3. 
Функцию /],.,(2) определим равенством 
2 
О бы 5", ДНА 


У--1 ва '2 
(12) 
При хе [%-+а, В, 1] 


О Кы@ < бана В 


так как выражение в квадратных скобках равенства (12) положительно; 
следовательно, на отрезке [&,41, В» 1] 


[ы@) ао 
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Вне отрезка [4,1 1, Ву 1] 


Ра (5х) ыЕ- Л (5). 
Так как еще 


9, (Л; 2) == О а т) 
ибо на отрезке [х,1:, В,;:| нет ни одной из точек ВЫ, то 
Ст (1+1) == Ст, (Х,). 


ит 
Из (12) видно, что на отрезке длиной ——Н, концентричном с 


[9 1ь В+], 
Аа (2) — 9, (Ту; 2) = Ст (1-1), 
и, значит, 
В, — 
тез Ли, (1) = —.—= 0. 


Далее, очевидно, что 
Он, (1; =) = Ония), 10, 
На основании формул (11), (12) и условия 2) можно написать: 
| А-а (2) — Л (2) |< 


ура (1) 
< а <т- 
У-ГЁЕ 
Значит, на отрезке [41, В, 41] 


| уни (2) — О; (2) |< (2) — 9», (/›; 2) | - ть < С», (1), 15, 
ие. 


Мы(Ьы) Ми), 1=04 2, 


Ясно, что при этом можно считать И (141; 2) ЕЕ соп$. 

Осталось убедиться в том, что выполнено условие 4. Но на отрезке 
[%,41, В»4:| функция /,(5) =0, поэтому если обозначить выражение, 
стоящее в, квадратных скобках равенства (12), через ф(5), то для всех 
хе [о,-,,В,-:| будем иметь: 

|ф (2) < и. (7,), 


= г О 


[$ (2) | < Киу-ы + (в *. ба (ы) = 
(7,) 


Ноа" Е 


ибо $(т1)— многочлен степени <(п4-+ (+1) —1 на отрезке 


[2,41, Вуча]. 
Таким образом, для всех хе[9,4:, В] и для всех К, ОЗ Ё< у, 


ввиду (11), (12) и условия 3), имеем: 
| (2) — |< 
1)? (п. Е Ой 


ео 
< 26н,.. (/,) ты с (2) | 5 ) О < 
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24, (1) о (п: + 1)" .2". шах шах |®® (2)| < 


И 0<р<к —1<х<1 
к + 1)*.2°Н. шах шах |©®) (=)|<—. (13) 
Па Ш 0<р<у —1<х<1 


Вне отрезка [,1., В| /+1(2) =/ (2), а на самом отрезке имеет 
место неравенство (13), следовательно, выполнено условие 4, и последо- 
вательность построена. Бесконечно дифференцируемая, ввиду условия 4, 


функция 
Р(5) = Нар, (2) 


и есть искомая, ибо 


шез М», (^) = шез Мь, (7,) > 0 


для всех у. 

Теорема доказана. 

В заключение отметим, что результаты, аналогичные приведенным 
выше для интерполяции алгебраическими многочленами, имеют место 
также при интерполировании периодических функций тригонометричея 
скими полиномами. 

Выражаю глубокую благодарность А. Ф. Тиману за предложенную 
тему и постоянный интерес к работе. 


Поступило 
12. П. 1959 
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СЕРГЕЙ НАТАНОВИЧ БЕРНШТЕЙН 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
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А. О. ГЕЛЬФОНД и 0. В. САРМАНОВ 


К ВОСЬМИДЕСЯТИЛЕТИЮ СЕРГЕЯ НАТАНОВИЧА БЕРНШТЕЙНА 


В этом году исполнилось 80 лет со дня рождения замечательного со- 
ветского математика Сергея Натановича Бернштейна. Сергею Натанови- 
чу принадлежит более 250 работ, среди которых основное значение име- 
ют три различных цикла — цикл работ, посвященных теории дифферен- 
циальных уравнений, цикл работ, посвященных теории приближения функ- 
ций, и цикл работ, посвященных теории вероятностей. Каждый из этих 
циклов может быть, в свою очередь, подразделен на отдельные группы 
работ, отвечающих различным направлениям соответствующей области 
математической науки. 

Еще в своей диссертации, в 1904 г., Сергей Натанович решает одну 
из так называемых проблем Гильберта, поставленных последним в 1900 г. 
Это был вопрос о том, является ли, по аналогии с гармоническими функ- 
циями, аналитической функцией в области своего существования интег- 
рал уравнения Эйлера для экстремума функционала 


Ре, 2, р, 9) ахау, р=э, Ч= ду, 


при условии эллиптичности, т. е. при условии 


02Е 02Е д02Е \2 
27 Эт — бы) >°. 
Сергей Натанович дает положительный ответ на этот вопрос, доказывая 
что если РЁ (х, У, 2, р, 4, г, $, №) — аналитическая функция всех перемен- 
ных 
02 92 072 925 922 
а, он м 


и 2 — решение уравнения РЁ (х, у, 2, р, 4, !, $, &) =0 — имеет непрерыв- 
ные частные производные до третьего порядка включительно, то условие 
Е дЕ 9Е\? 
а 
дг 0: 95 
является достаточным для аналитичности 2 по хи у. 
Далее, Сергей Натанович дает решение проблемы Дирихле для ширс- 
кого класса нелинейных уравнений эллиптического типа. 
Для решения этих задач Сергей Натанович использовал найденную 
им возможность разложения] в «нормальный» ряд: 


Де Ха, (А— 2)" 


всякой функции, аналитической во всех точках отрезка [0,4]. 
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Из: ряда других результатов отметим обнаруженное Сергеем Натанови- 
чем общее свойство решений уравнений эллиптического типа, аналогичное 
теореме Лиувилля из теории целых функций, а именно, что ограниченное 
во всей плоскости решение однородного линейного дифференциального 
уравнения при некоторых широких предположениях будет константой. 
Эти результаты были первыми в области изучения аналитичности реше- 
ний дифференциальных уравнений в частных производных и в значи- 
тельной степени положили начало, с одной стороны, многочисленным 
исследованиям аналитического характера решений дифференциальных 
уравнений эллиптического типа, а с другой стороны, — развитию общей 
теории свойств решений этих уравнений, аналогичной теории аналитичес- 
ких функций, связанных с уравнением Лапласа. 

К работам по теории дифференциальных уравнений примыкают так- 
же и работы Сергея Натановича по дифференциальной геометрии. 

Он доказал, например, теорему, в силу которой модуль |/(2,у)| не 
ограничен, если поверхность 2 =/(5,у) имеет не равную тождественно 
нулю гауссову кривизну, всюду неположительную. 

К следующему циклу работ относятся работы Сергея Натановича по 
теории приближения функций. Большое количество работ посвящено 
приближению функций обычными и тригонометрическими многочлена- 
ми на конечном интервале и при различных метриках. Если родоначаль- 
никами теории приближений были П. Л. Чебышев и продолжавшие его 
исследования Е. И. Золотарев и А. А. Марков, то именно Сергею Ната- 
новичу принадлежит заслуга развития и построения систематической тео- 
рии приближений в действительной области, для которой им же было 
предложено название «конструктивная теория функций». Основным во- 
просом, который исследуется в этих работах Сергея Натановича, был 
вопрос о связи между убыванием наибольших отклонений наилучших 
приближений функции полиномами того или иного характера и диффе- 
ренциальными свойствами функции на том интервале, где она прибли- 
жается. Сергеем Натановичем был дан основанный на идее интерполяции 
способ построения полинома, приближающего функцию с тем же поряд- 
ком приближения, что и полином наилучшего приближения. Для раз- 
личных классов функций Сергеем Натановичем были установлены поряд- 
ки приближений — другими словами, им было доказано, что выполнение 
определенных условий дифференциальной гладкости функции обеспе- 
чивает соответствующий порядок приближения и, обратно, этот порядок 
приближения требует от функции тех же или почти тех же диффе- 
ренциальных условий гладкости. 

Занимаясь свойствами обычных и тригонометрических многочленов, 
Сергей Натанович открыл ряд имеющих большое значение в теории 
функций связей между максимумом модуля полинома на отрезке и мак- 
симумом модуля его производных. 

Он доказал, прежде всего, что для всякого многочлена степени п на 
[--1,1] имеют место неравенства: 

шах |р» (2) 1 — 22 |< п шах | р» (2) | 
—1<х<1 —1<х<«а 


шах | [м1 (2) У& — 1 ИУ1— |< п шах | и, (2) УТ |, 


ВЕ —1<х< 
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причем знаки равенств возможны только в случаях ри (5) = сТ» (5), ри—1(4)= 
= сТ, (=) соответственно, гдес — постоянная, а Ти) — многочлен Чебы- 
шева. Эти очень важные неравенства в дальнейшем обобщались и пере- 
носились на другие объекты. 

Сергеем Натановичем была также развита, в связи с разработкой 
вопроса приближений многочленами, теория приближения функций, 
заданных на оси, целыми функциями ограниченной степени или, в дру- 
гой терминологии, целыми функциями первого порядка и нормального. 
типа. 

В этом направлении Сергей Натанович прежде всего поставил задачу 
отыскания экстремальной, в классе функций степени з= 1, функпии, 
для которой 

зир |/(=2)|= ЛЬ  /(0)=1, 
—с<<х<® 

имеет наименьшее значение. Он доказал, что решением этой задачи яв- 
ляется /(5) = зах и тем самым положил начало широкому новому кру- 
гу проблем чебышевского типа. Связь между приближениями функции 
7(х) на отрезке [—1,1] и приближениями этой функции на всей оси це- 
лыми функциями конечной степени была установлена впервые Сергеем 
Натановичем, доказавшим, что если Р„(х) — отклонение !2Р| на [—1,1] от 
многочлена наилучшего приближения р» (х) (степени не выше п), то су- 
ществует предел 

м и? Е, (2) = в (р) 

п->со 
и р(р) есть отклонение | 22 | от наилучше приближающей его целой функ- 
ции степени с <1 на всей действительной оси. 

Чрезвычайно много сделал Сергей Натанович для развития теории орто- 
гональных многочленов и теории многочленов, наименее отклоняющихся 01 
нуля с определенным весом в различных метриках. Отметим замечатель- 
ный процесс приближения функций, открытый Сергеем Натановичем 
и носящий его имя. Сергей Натанович показал, что для ограниченной 


функции ] (2) 
м 
ша См (2) = и | (%) — > Е (1 — х)\—пату (*) = 


М№М-—9 


в каждой точке непрерывности ] (2) и нашел связи между скоростью убы- 
вания С (2) и дифференциальными свойствами / (2). 

Из результатов, полученных Сергеем Натановичем в области интер- 
поляции, мы отметим, прежде всего, его теорему о приближении функций 
интерполяционными многочленами Лагранжа с узлами в нулях чебышев- 
ского многочлена, наименее уклоняющегося от нуля, степени, на едини- 
пу большей. Эта теорема дает возможность в известном смысле интер- 
полировать наилучшим способом. 

Другой интересный результат Сергея Натановича заключается в том, 
что, как он показал, какова бы ни была последовательность узлов интер- 
поляции, существует непрерывная функция такая, что построенная для 
нее последовательность многочленов Лагранжа не сходится к ней. 
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Болышой цикл интересных и важных работ был посвящен Сергеем 
Натановичем теории квадратурных формул, где им был предложен ряд 
новых процессов и исследованы границы применимости ранее сущест- 
вовавших. 

В частности, Сергей Натанович доказал, что квадратурная формула 
Чебышева 


\удаз= У Ла), 


: К=1 
которая должна быть верна для всякого многочлена степени не выше 


2 [5 +- 1, не имеет места при п > 9, так как при этом все 21,..., 72» не 
могут принадлежать интервалу [—1,1]. 

Очень хороший и достаточно полный обзор работ Сергея Натановича 
в этих направлениях сделан Н. И. Ахиезером в книге «Академик С. Н. 
Бернштейн и его работы по конструктивной теории функций», Издатель- 
ство Харьковского гос. университета им. А. М. Горького, 1955 г. 

В исследованиях Сергея Натановича видное место занимает цикл 
работ по теории вероятностей, выполненных в 1911—1946 гг. 

Одной из первых работ этого цикла является статья «Опыт аксиома- 
тического обоснования теории вероятностей», опубликованная в 1917 г. 
К этому времени теория вероятностей уже сложилась в крупную са- 
мостоятельную отрасль математики, но из-за нечеткого определения ос- 
новных понятий в книгах по теории вероятностей постоянно уделялось 
много места разъяснению причин возникновения «парадоксов» и различ- 
ных «решений» одних и тех же задач. Строгое определение основных по- 
нятий и аксиоматическое построение теории вероятностей, данное Сер- 
геем Натановичем, несомненно, способствовало развитию этой важной 
отрасли математики и положило конец возникновению «парадоксов». 

В работах Сергея Натановича получает завершение целый ряд клас- 
сических исследований, начатых основателями русской школы теории ве- 
роятностей Чебышевым, Ляпуновым и Марковым. К этим классическим 
задачам следует отнести выяснение условий приложимости закона боль- 
ших чисел, изучение границ применимости центральной предельной тео- 
ремы к суммам независимых случайных величин и к суммам величин, 
связанным в цепь Маркова, а также уточнение неравенства Чебышева и 
определение погрешности формулы Лапласа. 

В других работах по теории вероятностей Сергей Натанович разраба- 
тывает новые методы и ставит целый ряд новых задач. Так, например, 
в работах о зависимых величинах и цепях Маркова им создана теория 
слабо зависимых величин и впервые введено понятие мартингала. 

В 1333—1946 гг. Сергеем Натановичем выполнен ряд исследований, 
носвященных обоснованию методом уравнений в конечных разностях те- 
ории непрерывных стохастических процессов, непосредственно связанной 
со статистическими проблемами физики. 

В этих исследованиях стохастический процесс с непрерывным време- 
нем определяется как предел последовательности процессов с дискрет- 
ным временем, а именно, производится конструктивное построение слу- 
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чайной величины, получающей независимые приращения за малые про- 
- межутки времени. 

_Далее выясняются условия‚при которых закон распределения случай- 
нои величины имеет предел (когда длина промежутков убывает, а число 
их стремится к бесконечности) Р (у,1), удовлетворяющий известному урав- 
нению Фоккера — Планка 


дР 
дР _ ЭР 1 д] (и) =] | 
и, ду 2 ду ь (1) 


Используя ряд свойств решений уравнений параболического типа (на- 
помним, что блестящие результаты первых исследований Сергея Натано- 
вича как раз и относились к уравнениям параболического типа), автор 
находит условия, которым должны удовлетворять коэффициенты уравне- 
ния (Т) для того, чтобы решение имело вероятностный смыел. 

Наибольший интерес представляет ограничение 

УЛ (у,1) 

Бе” 

У! 
(0 <Е< Т, с не зависит от у), обеспечивающее соблюдение так называемо- 
го принципа конечности, являющегося необходимым и достаточным усло- 
вием того, чтобы решение уравнения (Г) имело вероятностный смысл при 
любом {> 0 и любом начальном распределении вероятностей Р (у,0). 

В настоящее время метод Сергея Натановича интенсивно развивается 
другими исследователями. 

В работах по теорйи корреляции дано первое доказательство двумер- 
ной предельной теоремы и заложены основы конструктивного изучения 
корреляционной зависимости. 

Среди трех работ Сергея Натановича, отмеченных Сталинской пре- 
мией первой степени, содержится статья «О доверительных вероятностях 
Фишера» (1940 г.), критикующая неправильное истолкование доворитель- 
ных вероятностей. В статье приведен остроумный пример, показываю- 
щий, что апостериорное истолкование доверительных вероятностей (прин- 
ципиально недопустимое) может привести к весьма грубым практичес- 
ким ошибкам. 

Наконец, большой, чрезвычайно содержательный курс теории вероят- 
ностей, 4-е издание которого вышло в 1946 г. несомненно, является выда- 
ющимся произведением мировой теоретико-вероятностной литературы: 

Эта книга содержит целый ряд оригинальных исследований автора, 
в частности, добавление 6 4-го издания целиком посвящено только что 
упомянутой теории стохастических дифференциальных уравнений. 

Исследования Сергея Натановича всегда шли по широким путям раз- 
вития математической науки, и большинство из них получило разви- 
тие в работах очень большого количества математиков различных на- 


правлений. 
В настоящее время, когда Сергей Натанович напряженно работает 


над подготовкой к печати Собрания своих сочинений, научная общест- 
венность нашей страны с интересом встречает выход каждого очеред- 
ного тома и сердечно желает Сергею Натановичу новых успехов в его 


замечательной деятельности. 
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СПИСОК ТРУДОВ С. Н. БЕРНШТЕЙНА 
за период с 1950 по 1959 г. * 
1950 
257. О некоторых свойствах циклически монотонных функций (Известия Ак. наук 


258. 


276. 


СССР, т. 14, стр. 381—404). Е 
О некоторых новых достижениях теории приближения функций действительной 
переменной (Асёа 561. Майй., т. 12, стр. 161—169). 


. О новых исследованиях, относящихся к приближению функций многочленами 


(Успехи матем. наук, т. У, вып. 4 (38), стр. 124—131). 


. Об изгибании поверхностей (Успехи матем. наук, т. У, вып. 4 (38), стр. 132—133). 


1951 


. О наилучшем приближении функций нескольких переменных посредством мно- 


гочленов или тригонометрических сумм (Труды Матем. ин-та АН СССР, 
т. ХХХУШ, стр. 24—29). 


2. О весовых функциях (Доклады Ак. наук СССР, т. 11, стр. 549—552). 
. О связи квазианалитических функций с весовыми функциями (Доклады Ак. 


наук СССР, т. ТТ, стр. 773--716). 
Определение и основные свойства квазиалгеброидных и алгеброидных функций 
(Доклады Ак. наук СССР, т. 19, стр. 377—380). 


1952 


. Примечания к теории регулярно монотонных функций (Известия Ак. наук СССР, 


сер. матем., т. 16, стр. 83—16). 

Об антимайорантах (Известия Ак. наук СССР, сер. матем., т. 16, стр. 497—502). 
О нормально возрастающих весовых функциях и майорантах конечного роста 
(Доклады Ак. наук СССР, т. 85, отр. 257—260). 


. Собрание сочинений, т. 1. Конструктивная теория функций (1905—1930), М., 


1—582. 
1953 


. Условие, необходимое и достаточное для того, чтобы частная неубывающая функ- 


ция была весовой (Доклады Ак. наук СССР, т. 88, стр. 589—592). 


. Условие, необходимое и достаточное для того, чтобы почти возрастающая четная 


функция была слабо весовой (Доклады Ак. наук СССР, т. 90, стр. 487—490). 


. Слабо весовые функции и майоранты (Доклады Ак. наук СОСР, т. 90, стр. 703— 


706). 


. Обобщение теоремы о весовых функциях и применение к проблеме моментов 


(Доклады Ак. наук СССР, т. 92, стр. 1109—1412; совм. с Н. И. Ахиезером). 
1954 


. Собрание сочинений, т. 2. Конструктивная теория функций ( 1931—1953), М., 


1—628. 

1955 
Одно применение предельного закона теории наилучших приближений (Докла- 
ды Ак. наук СССР, т. 102, стр. 435—436). 


1956 


. Аналитическая природа решений дифференциальных уравнений эллиптического 


типа, Харьков, 41—95. 

1959 
О некоторых априорных оценках в обобщенной задаче Дирихле (Доклады Ак. 
наук СССР, т. 124, стр. 735—738). 


* Список работ до 1950 г. опубликован в Известиях Ак. наук СССР, сер. матем., 


4 (1940), стр. 253—260 и 44 (1950), стр. 196—198. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ ПАУК СССР 


Серия математическая 
24 (1960), 315—356 


Р. В. ГАМКРЕЛИДЗЕ 


ОПТИМАЛЬНЫЕ ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ ПРИ ОГРАНИЧЕННЫХ 
ФАЗОВЫХ КООРДИНАТАХ 


(П редставлено академиком Л. С. Понтрягиным) 


В работе изучаются оптимальные процессы управления при ограни- 
ченных фазовых координатах и выводятся уравнения экстремалей для со- 
ответствующей вариационной задачи. 


Введение 


Принцип максимума в теории оптимальных процессов [см. (1) ($)] по- 
зволяет находить экстремали следующей вариационной задачи. 
Пусть векторная функция 


1 (т, и) == (9 а и), 21806 2 (т, и)) 


от переменных 2, и определена и непрерывна на прямом произведении 
(2.6 Они с ХИ: си во, 


где Х” — п-мерное фазовое пространство задачи, © — произвольное хаус- 
дорфово топологическое пространство — пространство возможных значе- 
ний управляющего параметра и. Функции / (2, и) предполагаются непре- 
рывно дефференцируемыми по всем координатам вектора 2. 

Пусть уравнение движения фазовой точки имеет вид 


2—7 (2, и) (0.1) 


и в Х” заданы две точки а ты Требуется в классе допустимых управ- 
лений (например в классе измеримых ограниченных или в классе кусоч- 
но-непрерывных управлений со значениями из ©) выбрать такую функ- 
цию и (1; н <Е<Ь, для которой соответствующая траектория х (1) урав- 
нения (0.1) соединяет точки &, &: 


(1) = = 4 (65) = еь, 
и интеграл 


\ 2 (= (0), и (0) @ (0.2) 


обращается в минимум. (Скалярная функция Г, (=, и) удовлетворяет тем 
же условиям, что и функции й (2%, и).) 
Формулировка принципа максимума приведена в п. 1 $3. 
Пространство возможных значений © управляющего параметра может, 
в частности, быть замкнутой областью г-мерного пространства &”. Мно- 
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жество же возможных значений фазовой точки 2 должно совпадать со 
всем пространством Х”, ибо в противном случае принцип максимума пе- 
рестает быть верным. 

Однако случай, когда множество возможных значений фазовой точки 
д есть замкнутая область в Х” с кусочно-гладкой границей, имеет важ- 
ное значение для приложений. | 

Например, к этой задаче сводится случай, когда класс допустимых 
управлений и () ЕОс 8” состоит из непрерывных кусочно-гладких управ- 
лений с ограниченной по модулю производной. В самом деле, рассмат- 
ривая в этом случае и как фазовую переменную и принимая за управ-` 
ляющий параметр производную от и, мы вместо уравнения (0.1) прихо- 
дим к системе 


=] м), 

й =, 
где о — кусочно-непрерывная функция, а часть фазовых координат, обра- 
зующих вектор и, не выходит из области ©. 

В настоящей работе изложены результаты, полученные мною в этой 
области в семинаре Л. С. Понтрягина по теории колебаний и автомати- 
ческого регулирования. 

Ранее, в работе (7), эти результаты были сформулированы для частно- 
го случая оптимальности по быстродействию, т. е. когда подынтеграль- 
ная функция (0.2) Г, (х, и) =1. 

Основной результат работы сформулирован в $ 4 в виде общего 
принципа для нахождения оптимальных управлений и оптимальных 
траекторий. 

Из ранее опубликованных работ, посвященных изучаемому здесь воп- 
росу, следует отметить работы А. Я. Лернера (8) и Е. А. Розенмана (9). 


8 1. Постановка задачи 


1. Основные определения. Пусть © — произвольное множество 
г-мерного линейного пространства 


Виан, и 


Классом допустимых управлений назовем множество всех кусочно-не 
прерывных, кусочно-гладких векторных функций 


и (1 = (и! (@),..., и" (0) 
с разрывами первого рода, определенных на произвольном отрезке & < 
<Е<Ь временной оси и в каждый момент времени принимающих зна- 
чения из множества 6; функции этого множества будем называть допусти- 
мыми управлениями. 

Если отрезки определения двух допустимых управлений не совпада- 
ют, то мы будем считать такие управления различными даже в том слу- 
чае, если один из отрезков содержится во втором и на меньшем отрезке 
управления совпадают. 

В дальнейшем будем всегда считать, что значение управления и (1) 
в точке разрыва * равно пределу слева: 


и (9 =и (=—0). 
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— з т 
Пусть в п-мерном фазовом пространстве Х” = {х = (2',..., 27)} сфор- 
мулированной ниже оптимальной задачи дана замкнутая область В 
с гладкой границей, определяемая вблизи границы неравенством 


8 (1) = з(а,..., 2) < 0 


где скалярная функция #(х) имеет непрерывные вторые частные произ- 
водные в окрестности границы $ (51) =0, и вектор 


д дЕ дЕ 
8 — аа 8 9 = ее 


нигде на границе в нуль не обращается. 

Таким образом, граница области В есть регулярная гиперповерхность 
пространства Х” с непрерывно меняющейся кривизной. К этому случаю 
автоматически сводится важный для приложений случай области с ку- 
сочно-гладкой границей (см. $ 3, замечание 3 к теореме 2). 

2. Постановка задачи. Пусть действительные скалярные функ- 
ции Г, (х, и), }(х, и), &=1,..., п, непрерывны и непрерывно дифферен- 
цируемы по всем координатам векторов х, и на прямом произведении 
В*О’ > ВО, где В", ©” — открытые множества из Х”, &"”, содержащие, 
соответственно, В, О. 


Пусть уравнение движения изображающей точки х = (51,..., 5") име- 
ет нормальный вид 


2 =] (2, и), (1.1) 


где 


ооо, о ы @ и), (1.2) 


Если в правую часть уравнения (1.1) вместо аргумента и подставить 
некоторое допустимое управление и ({), то (1.1) превращается в п-мерное 
векторное дифференциальное уравнение, и, задав начальное значение г (#,), 
мы получим однозначно определенную траекторию 2 (!) уравнения, соот- 
ветствующую выбранному управлению и ({) и определенную на некотором 
отрезке времени. 

Основной результат настоящей работы сформулирован в теореме 3 ($ 4) 
Ц заключается в нахождении полной системы необходимых условий, ко- 
торым удовлетворяет всякая регулярная траектория уравнения (1.1) и со- 
ответствующее управление, дающие решение сформулированной ниже 
оптимальной задачи; понятие регулярной траектории определено в $$ 2, 3. 
Эти необходимые условия выражены в виде системы уравнений, поэтому 
их естественно называть уравнениями экстремалей рассматриваемой опти- 
мальной задачи. 

Формулировка оптимальной задачи. В фазовом простран- 
стве Х” заданы две точки Ё, &, принадлежащие замкнутой области В. 
Обозначим через И (Е, &) множество всех допустимых управлений и (1), 
1 <Е<Ь, обладающих свойством: соответствующая управлению 
и (И ЕП (Е, В), <2: <, траектория т 2 (1), 1 <Е<Ь, уравнения (1.1) со- 
единяет точки &, &: 2(1) =Ё, 2(Ь) =Ь, и целиком лежит в замкну- 
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той области В. Требуется из множества И (&, ь) выбрать управление 
и (1), & ЗЕ ЪЬ, обращающее в минимум интеграл 


ь 
\2 (= (4), и ()) 4, (1.3) 
и 
где (1), п ЗЕ, — соответствующая управлению и (1), и ЗЕ<3ь, тра- 
ектория уравнения (1.1). 
Таким образом, для любого другого управления ф (1), <<, из 
0 (Е, ©) и соответствующей траектории у (1), {3 <<, имеем: 


| 7 
}2(=(), и (0) #<\ (90, 20) 4. 
ы ь 

Всякое управление, удовлетворяющее условию сфомулированной зада- 
чи, назовем оптимальным управлением, а соответствующую траекторию — 
оптимальной траекторией. 

Замечание 1. Так как допустимое управление может иметь раз- 
рывы, то очевидно, что если управление и (1), 1 <<, оптимально и 
ему соответствует оптимальная траектория х (#), Ц ЗЕ Ь, то всякий учас- 
ток траектории х (1) при & <<, где НЗЬ< и<Ь, также оптима- 
лен и соответствует оптимальному управлению и (1), & <<. 

Замечание 2. Так как правая часть уравнения (1.1) не содержит 
времени явно, то вместе с управлением и(1), <<, множеству 
И(Е, 5) принадлежит и управление 2 (#) = и (& + 1), <<< — т, ка- 
ково бы ни было т. 

Если Г (х, и) =1, то интеграл (1.3) равен разности #» — В, т. е. ми- 
нимизируется время перехода из положения & в положение &, и мы по- 
лучаем оптимальную по быстродействию задачу [см. (')]. 

В дальнейшем допустимое управление и соответствующая ему траек- 
тория будут всегда предполагаться определенными на одном и том же 
отрезке временной оси. Поэтому этот отрезок будет указываться только 
для управления или только для траектории. Все решения дифференци- 
альных уравнений будут предполагаться непрерывными. В важнейших 
формулировках эта непрерывность будет иногда оговариваться особо. 

3. Вторая (эквивалентная) формулировка основной 
задачи. Дадим другую (эквивалентную) формулировку нашей оптималь- 
`ной задачи, более удобную для приводимых ниже формулировок и дока- 
зательств. 

Введем (п -|- 1)-мерное фазовое пространство Х”\", точки которого, в 
отличие от точек из Х”, будем обозначать буквами полужирного шрифта 
без черты: 

Хх == (20, а ое 
где 


д = (21,..., 2") 6Х". 


Фазовое пространство Х” в дальнейшем всегда будет отождествляться 
< подпространством 1° = 0 пространства Х"*", так чтох= (0, 2) = <. Вея- 
кую функцию Ё (5), зависящую от аргумента 26 Х", можно считать функ- 
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цией от х = (50, 1), определенной формулой 
Ех) = Е (27, 5) =Р(а). 
Для симметрии последующих формул введем обозначения: 


Г, и) =} (@, и) =Р <, и), 


Р(х, и) 8 (т, и) = (м (т, и), | (х, и), = у (т,и)) ы (у (т, и) 1 (2, и), (1.4) 


где вектор /(х, и) = (Л (х, и),..., (т, и)) определен формулой (1.2). 
Обратим внимание на то обстоятельство, что функция #(х, и) не зависит 
от координаты 20, и ее значения лежат в Х"!. 

Через С обозначим прямое произведение замкнутой области Вс Х”" 
на ось 29. Область С, так же как и В, задается в окрестности своей 
границы неравенством 


8(*) = (2) < 0, 
8 (х) =0. 


Область С имеет регулярную п-мерную границу с непрерывно меняющей- 
ся кривизной, и вектор 


а ее граница — равенством 


29 _ ом ар 
дх —т4. 645 м [5 Ты в) я 
О = о 
> (о, = (0, рта в (2) 


на границе нигде в нуль не обращается. 
Пусть уравнение движения фазовой точки х =(2°, х) имеет вид 
х = Е (х, и). (1.5) 
Это уравнение, очевидно, объединяет уравнение (1.1) и соотношение 
т 


= и | (0), и (0) 46. 


и 


Каждому управлению и (#), & ЗЕ <Ь, из множества 0 (61, 6) поста- 
вим в соответствие траекторию 


х (6) = (27 (4), 2 (0), ци <<, 
уравнения (1.5) с начальным значением 
х (11) = (0, &), (1.6) 


где 2(1), & <ЗЕЗ<Ь, — соответствующая управлению и (1) траектория урав- 
нения (1.1) с краевыми значениями 


(8) =&, 2(6)=6. 
Следовательно, траектория х(!), & <#<, целиком лежит в замкнутой 


цилиндрической области С и 


где 


320 Р. В.. ГАМКРЕЛИДЗЕ 


Таким образом, конец х (1) траектории х(!) лежит на прямой п из 
Х”Н, проходящей через точку (0, &) и параллельной оси 2°. 

Наоборот, если и (#), & <ЗЕ<Ь, — произвольное допустимое управле- 
ние, которому соответствует траектория х (1) уравнения (1.5) с началь- 
ным значением (1.6) и концом х (1), лежащим на прямой п, то и (ЙЕ 
ЕЙ (©, &). 

Ввиду сказанного, нашу задачу можно сформулировать следующим 
образом. 

Вторая (эквивалентная) формулировка оптимальной 
задачи. Требуется выбрать допустимое управление и (1, Ц ЗЕЗЬ, 
таким образом, чтобы конец х(Ь) соответствующей траектории х (1), 
1 <<, уравнения (1.5) с начальным значением (1.6) лежал на прямой 
п и координата 21° (1) обращалась в минимум, а сама траектория х (1) 
целиком лежала в замкнутой области С. 

Такую траекторию также будем называть оптимальной. 


$ 2. Оптимальные траектории, лежащие на границе области 


В этом параграфе доказана теорема 1, дающая полную систему необ- 
ходимых условий, которым удовлетворяет всякая регулярная оптималь- ' 
ная траектория, целиком лежащая на границе 2 (х) = 0 области С. Поня- 
тие регулярной траектории, лежащей на границе области С, определено 
в, 1. 

1. Основные определения. Пусть $ = (Фь ‚фи,..., фл) — ковари- 
антный вектор пространства Х”"". Основную роль в дальнейшем играет ска- 
лярная функция Н ($, х, и) трех векторных аргументов Ф, х, и, опреде- 
ленная как скалярное произведение 


Н ($, х, и) = $-Е(х, и) = > Фи?" (6, и), (2%) 


где вектор {(х, и) задан формулой (1.4). (Точкой в дальнейшем мы посто- 
янно обозначаем операцию скалярного произведения.) 

Если зафиксировать аргументы Ф, х и менять и на множестве ©, 
то Н превращается в функцию одного аргумента и. Точную верхнюю 
грань этой функции (на множестве ©) обозначим через М ($, х): 

М; ху = зар Н (9х): (2.2) 
"ЕО 
Введем обозначения: 


ти = [5ь› ыы В я = (Кий био, | 
ан _ (эн он ан \ Ш вЫ ЭН 
дх т ЕЕ т Е в: ей | (2.3} 
И: дн \. | 
ое | 


Уравнение (1.5) можно теперь записать в виде 
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Рассмотрим линейное однородное уравнение относительно 4: 


Кам (2.5) 


Уравнения (2.4) — (2.5) образуют в совокупности гамильтонову систе- 
му с гамильтоновой функцией (2.1): Если Ф(1, х(№, и (1) — произволь- 
ное решение уравнения (2.5), где Ф (1) = ($ (,..., 9 (1), то Фо = оп, 
так как Н не зависит от 20 [см. (2.3)]. 

По аналогии с (2.3) введем обозначения: 


т и 
08 (3 д 
р(х, и) = У и) = У Чи, и) = 
Е 902 Е дх | 
к и И | и 
др (х, и) _ (др др др = '0. 92 др\ | о 
дх Е д1°``” дп ( | 
др(х, и). _ | др —— 
ди о диг }’ 


где 2(х) = 0 — уравнение границы области С (см. $ 1, п. 3). 

Для того чтобы траектория х (1), 1 < Е<Ь, уравнения (1.5), соответ- 
ствующая управлению и (1), целиком лежала на границе 2 (х) = 0, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы 


Рр(х (0, и (0) =0, <<, 8(х(,))=0. 


Точку х. 6 Х”*" назовем, регулярной относительно точки и! ЕО, если 
выполняются следующие условия: 
1. ро, и1) = 0; 
др (х1, и 
р т 1) -- 0; 
25 если и! — граничная точка множества О, то найдутся такие непре- 
рывно дифференцируемые скалярные функции 


А (2.7) 
что множество ОФ в окреетности точки и: задается системой неравенств 


41 (и) < 0,..., 4 (и) < 0, 
а в самой точке и: 


Ч1(и1) =... ==4: (и1) =0 (2.8) 
и векторы 
Эр (хь 9 в 
На из) № и = отаа 4, (и:),..., в и ота@ 4. (ил) (2.9) 
независимы. 


Условие 2 можно считать частным случаем условия 3, если в послед- 
нем полагать $ = 0, когда и, есть внутренняя точка множества ©. В даль- 
нейшем мы так и будем поступать. 

Геометрический смысл условия 3 заключается в том, что в окрест- 
ности точки и, множество © является замкнутой областью с кусочно- 
гладкой границей, причем (г — 1)-мерные грани области суть гладкие ги- 
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перповерхности пространства &”, находящиеся в общем положении в точ- 
ке пересечения и:; сама точка и, лежит на (г — $)-мерном гладком «ребре» 
границы, определяемом как множество решений системы 


(и) =... = 9 (и = 0, (2.10) 


лежащих вблизи точки и:. Это «ребро» находится в общем положении 
в точке и, с гладкой (г— 1)-мерной гиперповерхностью, заданной в ок- 
рестности точки и; уравнением р (хи, и) = 0 | 

Хотя функции (2.7) и не определяются однозначно, из условия 3 сле-. 
дует, что (г — $)-мерное «ребро» (2.10) и число $ однозначно определены 
точкой ил. 

Замечание. Пользуясь понятием регулярности, мы опишем сейчас 
одну простую конструкцию, которая нам понадобится в п. 4. 

Пусть В (х, и, в) — непрерывно дифференцируемая скалярная функция 
векторных аргументов х, и и скалярного параметра 1, и пусть В (х, и, 0) = 
= ре, в) 

Если точка х, регулярна относительно и! Е ©, то система 

В (х, и, в) = 91 (и) =... = 9 (и) = 
разрешима относительно некоторых $ --1 координат вектора и в’лизи 
точки (х!, ил, и = 0), например относительно первых $ -- 1 координат: 


(же, вы с 


где функции и, {=1,..., $1, непрерывно дифференцируемы по всем 
аргументам. Подставив эти функции в (1.5) вместо параметров и!,... 

., и 1, получим: 
х= бк, 1 (т, п та,.., Мы. = 

Пусть из? (#),..., и" (1, 1 ЗЕ, — кусочно-непрерывные, кусочно- 
гладкие функции со значениями, лежащими вблизи соответствующих ко- 
ординат Е п вектора и!. Подставим их в (2.11) и обозначим че- 
рез х (1) =х(Е, №) решение полученного уравнения с начальным значением 

х (Е, и) == Хх. 

Очевидно, решение х (1) определено на всем отрезке т, ЗЕ т, при 
достаточно малой длине отрезка т, —т,, является траекторией уравне- 
ния (1.5), соответствующей допустимому управлению 

8) = бе’ ео фы о о 
и, кроме того, удовлетворяет уравнению 
В (х (0), и (1), в) =0, чз. 


Значения и ({) лежат вблизи и:, значения х ({) — вблизи ха. 
Если точка х, лежит на границе 8 (х) =0, то и траектория х (&, 0), 
т, <{< т, лежит на границе, так как 


р(х (Е, 0)) = В(х(®, 0), и (1), 0) =0. 
Обозначим через ®(х) множество тех ие О, относительно которых 
точка х регулярна. Множество ®(х) может оказаться пустым. 


'Траекторию х (1), & <Е<3Ь, уравнения (1.5), соответствующую управ- 
лению и (1 и целиком лежащую на границе области С, назо- 
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вем регулярной, если и (1) о (х (1)) в каждой точке непрерывности # управ- 
ления и (1); если же { — точка разрыва управления, то требуется, чтобы 


и (ЕЕ 0) Е®(х (()). 


Всякую оптимальную траекторию, лежащую на границе в (х) = 0 
и являющуюся одновременно регулярной, будем называть регулярной 
оптимальной траекторией. 

Для точек х, лежащих на границе 2(х) =0 области С, для которых 


® (х) не пусто, определим величину т ($, х) равенством 


т ($, х) = зар Н (ф, х, и). (2.12) 
з и < (х) 
Если х — регулярная точка границы 2(х) =0 относительно точки 
иЕО и в точке ($, х, и), где вектор $ произволен, 
Н ($, х, и) = т ($, х), 


то, по правилу множителей Лагранжа. существуют такие действительные 
числа ^,у;,..., Уз, Что 


д 
а У» а (2.13) 
&=1 
где 4, (и), #=1,...,5, — функции (2.7), участвующие в определении поня- 


тия регулярности. Вообще говоря, одновременно все у; не обращаются 
в нуль, если и — граничная точка множества © (5 > 0). Если и — внут- 
ренняя точка множества © (5 =0), то из (2.13) следует, что вектор 


ЭН ($, х, и) ато" Ор 
——  _ Коллинеарен вектору —„_—. 


2. ТЕОРЕМА 1. Пустьх (1), & ЗЕ Ь, — регулярная оптимальная тра- 
ектория уравнения (1.5), соответствующая оптимальному управлению и (#) 
и целиком лежащая на границе области С. Тогда найдутся такая непрерыв- 
ная ненулевая ковариантная векторная функция $ (1) = ($, (1 ,.... 4 (1). 
1 ЗЕ Ь, и кусочно-непрерывная, кусочно-гладкая скалярная функция 
Х (1), & ЗЕЗЬ, что на отрезке и ЗЕ<Ь будут выполняться уравнения 


-й их м = Ех, и), (2.14} 
фе = х, и) Е ры ай и) (2.15) 
Н ($ (1), х (1), и (1)) = т($(0), х(4)) =0 (2.16) 


и условия: 

а) координата Фо (#) = сопзё < 0; 

Ь) вектор Ф (#,) не коллинеарен вектору нормали вта 5 (х (1) к границе 
8 (х) =0 в точке х (1); 

с) в0 всех точках дифференцируемости функции \ (1) вектор 


2 © стад в (х (0) 


направлен внутрь области @ или обращается в нуль; функция \ (1) опре- 
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а из условия максимума (2.16) как множитель Лагранжа ПАН 
векторе р. в формуле (2.13). 

Сделаем несколько принципиальных замечаний к сформулированной 
теореме. 

Замечание 1. Равенство Фо (#) = соп5ё является следствием незави- 
симости правой части уравнения (2.15) от 42. 

Уравнения (2.14) — (2.16) и условие а) аналогичны принципу максимума: 
Условия Ь), с) специфичны для рассматриваемого случая и обсуждаются 
в замечаниях 4, 5. 

Замечание 2. Остановимся подробнее на способе определения функ- 
ции ^ (1) как множителя Лагранжа в формуле (2.13). 

В теореме 1 утверждается возможность такого разбиения отрезка 
1 «ЗЕ<Ь на частичные отрезки, что для каждого частичного отрезка 
можно будет найти 5 >0 дифференцируемых функций 4, (и), &=1,..., $, 
и $ кусочно-непрерывных, кусочно-гладких функций у; (1), #=1,..., $, 
определенных на рассматриваемом частичном отрезке и удовлетворяющих 
на этом отрезке равенству 


дН ($ (#), х (1), и (1 др (х (1), и (# . 94а (и (:)) 
( в (2) Ре за и . 

Хотя разбиение отрезка #1, << и функции 4;, У, можно выбирать 
неоднозначно, функция > (!) определяется однозначно и (г— $)-мерное 
«ребро» (2.10) определяется также однозначно. 

Замечание 3. Если ф(1) =0, <<, то соотношение (2.16) 
обращается в тождество и становится бессодержательным. 

Мы покажем, что если $ (1) = 0, то Ф (1) = 0 для любого # и, наоборот, 
из ф (11) =0 следует $ (1) =0, НЗЕЗЬ. 

Вдоль решения и (1), х(1), 4 (1) системы (2.14) — (2.16) уравнение (2.13) 
эквивалентно системе г линейных уравнений относительно $ -| 1 <л неиз- 
вестных № (1), у, (#),..., % (Е) с кусочно-непрерывными, кусочно-гладкими 
коэффициентами, матрица которой имеет ранг $1. Следовательно, 
функцию ^ (1), #1 <<, можно представить в виде 


х (9 = 2% (0 "(1 =$(0-а(0, 


где а (1) = (а°(1),..., а" (1)) — кусочно-непрерывная, кусочно-гладкая кон- 
травариантная вектор-функция. Подставив это выражение для ^ (1) в (2.15), 
мы получим однородное линейное уравнение относительно ф(!), для 
которого справедлива теорема единственности, откуда и следует наше 
утверждение. 

Замечание 4. Для выяснения смысла условия Ъ) заметим, что 
система (2.14) — (2.16) имеет следующее тривиальное решение: 


и (1), х(1), $ (1) = ивтад в (х (1), Х=ь изазь, 


где  — произвольное число. В этом легко убедиться непосредственной 
подстановкой. 
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Легко проверяется также, что если 
и (И), х(1), $(0), () 
— некоторое решение системы (2.14) — (2.16), то решением является и 
и (1), х(1), $ (@) + иртаа ё (х (1), ® (6) + ь, 
где и — произвольное число. 
Учитывая замечание 3, можно утверждать, что если 
$ (#1) = в отаа 8 (х (6), 


$ (1) = ротад в (х (1), ЦЗ <Ь, 

т.е. $(1) — тривиальное решение. 

Замечание 5. Условие с) возникает вследствие того, что при 
’ выводе необходимых условий лежащая на границе 5 (х) = 0 оптимальная 
| траектория сравнивается не только с соседними траекториями, также 

лежащими на границе, но и со всеми близкими траекториями, лежащими 

| в замкнутой области С. 
| 


то 


Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся некоторые построения, 
описанию которых посвящены нижеследующие два пункта. 
3. Некоторые основные построения. По аналогии с (2.3) 
и (2.6) введем обозначение 
[эл 
я | ди | 


т О Е, 


и будем рассматривать эту матрицу как оператор из пространства 


контравариантных векторов и = (и1,..., и’) 6 &' в пространство контрава- 
риантных векторов х = (27, 11,..., 2”) 6 Х”11, и одновременно как оператор 

1 
из пространства ковариантных векторов ф = (фо,..., фа) пространства Х”\ 


г 
в пространство ковариантных векторов пространства 6: 


г. г т 
а о: она 90 а _ 
ЖЫ = Эна и^ = ( 9 ЕЕ и... у ЕН. з 


а=1 ал ди а—1 ди" (2.17) 
т т 
01 = и) ИФ = (> - фа, А 2%) = 9Н _ и 
Пусть А = (№9, №1,..., №) — а вектор из Х"\", Матрицы 
А РМ. РМ, у 0,..., 
Е ВР ЗО и И, 


также будем рассматривать как операторы, действующие на векторы 
ф, х, и по формулам: 


жим оны . 
(АР) х= (32-х) = 2. =, Я 2:15) 
К 


(^ Ри = А (52. и) = ЛА р ыи 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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В этом и в следующем пунктахх (1), < Е <, — произвольная регуляр- 
ная траектория уравнения (1.5), соответствующая управлению и () и лежа- 
щая на границе #(х)=0 области С. В п.5 мы будем предполагать, 
что и(Р, х(1) оптимальны. 

Приступаем к построению скалярнойфункции Ё (х, и, р) (формула (2.21)), 
играющей основную роль при доказательстве теоремы 1. | 

А) Построение функции Ё (х, и, и). Зафиксируем $ >> О точек 5, 
1=1,...„5, на траектории х (й), ни одна из которых не совпадаетсконцом тра- 
ектории х (#»); равенства (: =х(Н) и : = 6; при & + ] возможны. Через № 
обозначим вектор, не касательный к границе 8 (х) = 0 вточке (; и направ- 
ленный наружу от С; в остальном вектор № произволен. Так как об- 
ласть С задается неравенством в (х) < 0, то 


отад 2 (5:)- № > 0. 


Пусть Ох, — произвольная достаточно малая окрестность точки 6, 
в Х"Н, замыкание которой не содержит конца х (1,); единственное допол- 
нительное требование, накладываемое на Ох,, заключается в том, что при 
= х(ё) замыкание окрестности О, не содержит также точки х(й) 
«Достаточная малость» окрестности характеризуется тем, что 


ее „М >с>0 при х6О., НАС 


Через а; (х), =1,...,5$, обозначим дифференцируемую скалярную функ- 

цию, удовлетворяющую условиям: с:(х) =1 в некоторой окрестности 

точки (, содержащейся в О+,, а: (х) >06 при хЕО.,, а! (х) =0 вне О... 
Введем скалярную функцию 


$ 
В (к, в) = 8 (+в Ха) №), (2.19) 
=1 
где № — скалярный параметр. 
Функция Й(х, и) зависит от элементов а: (х), №, участвующих в ее 
построении, поэтому мы будем говорить о функциях вида (2.19). 
Очевидно, если №>0 достаточно мало и точка х, лежащая вблизи 
границы области С, удовлетворяет уравнению 


й (х, и) =0, 


то хЕС. Если, кроме того, х не принадлежит объединению окрестно- 
стей Ох, или и =0, то х лежит на границе 5 (х) = 0. 


Пусть Й, (х, и), й» (х, и) —функции вида (2.19), а; (х), №, =1,...,г,— 
элементы, участвующие в построении функции Й, (х, |4), а; (х), М; у =г-Е 
-1,...,г- $, — элементы, участвующие в построении функции й, (х, м). 
Через 


№: (х, и) ФА (х, в) 
обозначим функцию вида (2.19), определенную равенством 


т $ 
в, (х, и) ФУ (х, в) = в (+в > аз (х) м). (2.20) 


1—1 
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Функцию РА (х, и, и) определим равенством 


= ОР (х, 
ВС, и, в) = ви (к, и) = ^^ № 1х, и). (2.24) 
а=0 
При и =0 из (2.6) следует: 
В (х, и, 0) = 8% „1 (х,и) = р(х,и). (2.22) 


В соответствии с (2.20) определяем 
В, (х, п, в) Ф В, (к, и, в) = 5 (х, и, р) ФА (к, и, НК, и). (2.23) 


В дальнейшем параметр и будет принимать близкие к нулю значения. 
Поэтому вместо будем писать би, где е — всюду в дальнейшем поло- 
жительная бесконечно малая величина. Случаи, когда е может равняться 
нулю, будут оговариваться 0собо. Через о (&) будем обозначать величину 
более высокого порядка, чем в: 


ВА: —0 при =—>0. 
Пусть функции о (1), у (1), & ЗЕ <Ь, где 5 (1) — допустимое управление, 
у 2) — непрерывная функция, удовлетворяют системе 


=, >) (2.24) 
Е (у, ъ, еб) = 0. 
Если ед > 0, у (1) лежит достаточно близко от х ({) ий(у (Е), ед) = 0 
то у(КЕС при любом &, так как 


ны = В (у (2), (4), =д) = 0. 


Управление и (1) и траектория х (1) удовлетворяют системе (2.24) при 
2% —=0. 

При доказательстве теоремы 1 следует варьировать траекторию х (1) 
таким образом, чтобы проварьированная траектория не выходила из 
области С. Для этой цели мы введем сейчас понятие уравнения в вариациях 
для системы (2.24). 

Заметим, что формулой (2.24) определяется не одна система, а целое 
семейство систем, зависящих от выбора функции В вида (2.21), 

В) Уравнение в вариациях для системы (2.24). 

ЛЕММА 1. Существует такая кусочно-непрерывная, кусочно-гладкая 
контравариантная векторная функция 

А (0 = (° (6),...,№()), в < Ь, 
зависящая только от функций и (1, х(1) (и, следовательно, не зависящая 
от вида функции К), что для любого вектора дх. 6 Х"1 и любого значения 
параметра би можно построить решение % (1, у(1, ИЗЕ<3, системы 
(2.24), удовлетворяющее начальному значению 


У (#1) = х(&,) - ебх, о (е) (2.25) 

и представимое на отрезке & << в виде } 
5 (1) = и (1) + 6 (1) о (®), (2.26) 
У (1) =х (4) + е5х (1) + о(®). (2.27) 


Ба 
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где_ кусочно-непрерывная, кусочно-гладкая функция ди (!) и непрерывная 
функция 8х (#) не зависят от ® и, кроме того, функция ди (1) удовлетворяет 
на отрезке & << уравнению 


01 (х (1), и (0) др (х (1), и (0) я 
[тои НА (0) и ви (1) = 0. (2.28) 


Доказательство. Отрезок & <<) подразделим точками 
=... < он = 


на частичные отрезки «<<. $=0,1,.... К, достаточно малой 
длины. Выберем точки т; так, чтобы ’среди них содержались все точки 
разрыва управления и (#) и ее производной на отрезке #1 <<. «Доста- 
точная малость» длин частичных отрезков характеризуется требованием 
выполнимости всех описанных ниже построений. Из регулярности траекто- 
рии х({) непосредственно следует, что при заданных 6х!, бр и достаточно 
малом = такой выбор точек деления (естественно, неоднозначный) всегда 
возможен. 

Допустим, что решение о (1), у (#) системы (2.24), представимое в виде 
(2.26) — (2.27) и удовлетворяющее начальному условию (2.25), уже по- 
строено на отрезке { <#<т,{>0. Продолжим это решение на отрезок 
<<, сохранив непрерывность траектории у (1) и свойства, выра- 
женные в равенствах (2.26), (2.27). 

Точка х (т;) регулярна относительно точки и (т; -- 0). Соответствующие 
функции (2.7), участвующие в определении регулярности, обозначим через 


4: (и), 1=1..., $350). 
В силу (2.22) и малости отрезка << ча, векторы 


98 ‚м (#), 55 д ) 94, (и (1) 


независимы (при достаточно малом =). Пусть, например, 


98. 941 94. 

О ыа 
К и О, (2.29) 
Л: дал 94, 
И т 


Тогда в окрестности точки (ть, и (<), х (1:), еб = 0) система 


В (узо: евро) роб, (в, В 0; (2.30) 
где р 
ба (9, #)—=9,\() 9 (а (оон, иле. 
однозначно разрешима относительно $ |- 1 переменных 91,..., 0; 
оеоа О (У, дк ОГ, В (2.31) 


причем о“ — непрерывно дифференцируемые функции. 
Подетавив в функции (2.31) вместо 5°+№,..., 5” соотпетственно 
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из? (1),..., и” (1), получим $--1 функций '0% (у, ед, 8), «=1,..., 5+1. 
Определим векторную функцию 5 (у, еб, #) равенством 


2 (у, ед, #) = (21 (у, вби, #),..., 041 (у, ед, #), из? (1),...,и”(ё)) (2.32) 


и подставим в уравнение 

О 
вместо г функцию (2.32). Взяв решение полученного дифференциального 
уравнения на отрезке т; {< 4: с уже имеющимся начальным значением 
У (=), мы получим требуемое продолжение решения у (4). 

Продолжением функции ©(1) на полуинтервал <<. служит 

функция 

® (Е) = (у (2), вби, {), ч<Ечь, (2.33) 
которая получается подстановкой в (2.32) вместо у продолжения 
УБЕ ты. 

Свойства, выраженные в равенствах (2.26) — (2.27), проверяются для 
функций ® (1), у (1, «<< 41, непосредственно. Допустимость управления 
Ф (1) следует из равенств (2.30); в самом деле, для любого и =1,...,5 
имеем: 


ба (в (1), 1) =а, (5 (1)) —9, (и (1)) = 


4 (6 (1)) = 4. (и (1)) <0 при ч<Е< и. 


Из нашего построения вытекает дополнительно следующий факт. 
Независимо от начального значения (2.25) и величины би, продолжение (2.33) 
на полуинтервале т; << 4. имеет вид 


2 (0 = и (0) + ев (0 +0), 
где 
ди (#) = (801 (#),.. „и (0), 0,..., 0). (2.34) 


Остается определить функцию Л(!) и доказать равенство (2.28). Мы 
предположим функцию Л (1) определенной на отрезке & << ч и опре- 
делим ее на полуинтервале т; < # < 41. 

Для каждого ], /=0,..., п, определим на полуинтервале т == 
<-: $-+1 непрерывных гладких функций *? (1), (0, В=1,...,$, как 
решение линейной системы 


ее (и —— 


917 (х(1), и (1)) Е 2 (Е) а ке. р д О — 0 


ди® ма 


(< ЕЕ); 
которая разрешима, так как ее определитель совпадает с определителем 
(2.29) при =би = 0. Свертывая эти равенства по % с координатами ди“ (1) 
вектора (2.34), получим: 


х (2+ Е. м0 = 


ИЕ 


(2.35) 


@& =1 


- (+902 У 8 (0) = 0, ее 


330 Р. В. ГАМКРЕЛИДЗЕ 


Если определить контравариантные векторные Функции А (1), Ев (2) 
на полуинтервале т; < {< 4: равенствами 


А (8 = (00° (0,....^(@), 
Г (8 = (8 (0), ..., 8 (1), 


то соотношение (2.36) можно переписать в виде (см. формулы (2.18)): 
(ло > Е эк ) 80 @=0. (2.37) 


В силу (2.30) функция 2(1) =и(И - вби (1) | о(®) удовлетворяет 
равенствам 


ба (© (0), 1) = 0. (и (0 + ви (0) + о (©), д = 
дс» (и (1), & 


= ба(и (1), - а ово 
Но 
а (и (), #) = 9 (и (1)) — Ча (и (1)) = 0, 
дс, (и (1), #) _ 94. (м (1)) 
д 3 быт’ 
следовательно, 


94 ыы (:)) 


589 =0, @=4, 5, 
и, значит, равенство (2.37) эквивалентно равенству 


(ы-+^ (5 2) зи (0 о, 


которое совпадает с (2.28). 
Таким образом, лемма 1 полностью доказана. 
Подставив выражения (2.26), (2.27) в систему (2.24) и приравняв чле- 
ны при е, получим: 
- _ 0 (% (1), и (1)) -ОЁ (х <), и (#)) 


др (х (1), и (1); т др(х(8), и(1)) 
дх 8х + ди 


би — 1} 


ЭВ (х (1), и (1), 0) 
ШЕЕ ре. 

Умножая второе уравнение на А(!), складывая с первым и учиты- 
вая равенство (2.28), найдем: 


. Ге К, и( д #), + 98 #), #), 0 
вх — ( © 5) АО о ) 5. (2.38) 


Полученное линейное неоднородное уравнение относительно 6х назо- 
вем уравнением в вариациях для системы (2.24). Оно не зависит от ди (#) 
(что очень важно для дальнейшего!), и ему удовлетворяет главная часть 
приращения варьированной траектории, построенной указанным выше 
стандартным способом (по заданному вектору 8х, и заданному значе- 
нию ды). 

Функция 5х(0, 1 <ЗЕ<Ь, однозначно определяется уравнением в 
вариациях (2.38) и начальным значением 5х, = 8х (#,). Поэтому будем 
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говорить, что бх (!) является перенесением вектора 6х, = 8х (11), заданного 


в точке х(1;), вдоль траектории х(!), и введем для операции перенесе- 


ния, зависящей от параметра др, обозначение 
5х (1) = Ри, (5) 6х, = Ри, (5) 8х (®), т<Ь 
Следующие формулы очевидны: 
Ри, (18) 8х = 1Ри, (5) 5х, Ри, (6) 8х = Ре. (64) Ра, (8) 8х, 
Ри, (бра Е ди») (8х, -- 8х) = Ри, (бр) 5х, -- Ри, (би) хе. 


Обозначим через 7 (х (1)) касательную плоскость к границе (х) =0 
в точке х(1). Если х(!) не принадлежит объединению окрестностей 
О.;, участвующих в определении функций В [см. п. 3, А)], то, очевидно, 


5х (#) = Ри, (8) 8х, ЕТ (х (0). 


(2.39) 


В частности, всегда 
5х (5) ЕТ (х (6)). 


При бы = 0 уравнение (2.38) превращается в однородное уравнение 
8х — (с +А 5) 5х. (2.40) 


Наряду с однородным уравнением (2.40) рассмотрим сопряженное 
с ним уравнение 


ф р — (с (х ( — и (1) ЕЛ (Е) др (х = и © $. (2.41) 
Если 6х(1), $(1, В ЗЕЗЬ, — произвольные непрерывные решения 
соответственно уравнений (2.40), (2.41), то 


$ (6) 5х (0 = с005, (2.42) 
так как 


205) =-[(-+л:2) $] +. (ы+лик=о 


[см. формулы (2.18])]. 
Обозначим фундаментальную систему решений уравнения (2.40) через 


$, (#, ...-› $. (8), 


а сопряженную с ней систему решений уравнения (2.41) — через 
4° (0), ..-. $" 0. 
#(-в®=8: 


Решение дх(!) неоднородного уравнения (2.38), удовлетворяющее 
начальному условию 


Мы имеем: 


8х (4) = У $ (4) (0), 


&=0 


запиптется в виде 


8х (6) = Ри, (дк (в) = У + (во + ФА 3» 8). (2.43) 


в—=0 йа 
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„ ЭВ (х (9, и, 9. 


м: 
С) Вычисление производной др Мы имее 


№ (х, и) = (Е У ам) = 


$=1 


=2 (= Е ьУ, а (ху М, -.. 27 + > а; (х) №), 


1=1 1=1 


где № = (№,..., №). Введем обозначение 


чер У (® М, = (1%... 


= 
Тогда 
В(х, и, и) = у м 78 (х, и) = ое —. ох (х, и) -- 
а,В=0 
Ч у и —ы № (х, и) = (а, и) + 
а, В=01=1 
98 9 м.) (89+ 
ны У (5-м) (Зы 1 =} 
В 1—1 
Следовательно. 
ЭВ (х, и, 0) _ | < 95%) м В 
Эро | ( > ду" дв же. > "А м), р 
да, (х) 
+5 (м) (ле 9) 
4—1 
з т да; (х} 
Я Я чб Яны, 9+ 5 (89-м) (35-1 в) = 
1=1 а,В=о =1 
(и №]. 
1=1 
Итак, 
дв а: О У а Я [их (0) (< (9). ц №]. (2.44 


1 
Из формул (2.23), (2.20) вытекает, что 
д ЭВ; (х, и, 0) ‚ ВВ; (х, и, 0) 
ды (В, (х, и, и) Ф В (х, и, и)) „= = = Е о = ’ (2.45) 
где +в правой части обозначает обычное сложение. 

4. Определение варьированных управлений и траек- 
торий. Построение конусов К, К. Конец х(ё) траектории х (1), 
1 <Е<Ь, по условию, регулярен ‚относительно точки и () =и( — 0). 
Поэтому управление и (#) можно непрерывно и гладко продолжить не- 
сколько дальше за точку 15 таким образом, чтобы соответствующее 
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непрерывное и регулярное продолжение траектории х(!) не сходило с 
‘границы 8(х)=0 (см. замечание к определению регулярности, п. 1) 
Будем считать, что управление и\(!) и траектория х (1) определены на 
отрезке #<1< 1 -ер, где р— любое действительное число, что они 
удовлетворяют системе [2 24) при 6 =0 и что управление и (1) непре- 
рывно в точке 4.5. 

Мы построим семейство Ф допустимых управлений 9(!), определен- 
ных на отрезке 1 <1<--=р, которые будем называть вариациями 
управления и(1), Ц<ЗЕ<Ь-е=р, и определим две операции: операцию 
умножения неотрицательного числа 120 на элемент о (ИЕФ, н<:1< 
< --=р, переводящую э в элемент 


1 @зЕФ, н ЗЕ Ь -ефр, 
и операцию суммы двух элементов 9;(1), ЦЗ Е<Ь -ер, 1=1, 2. 
т, Фа =э()ЕФ, из е(р, + р). 


Обозначения ©, @ подчеркивают, что определяемые операпии не 
совпадают с сперациями умножения на число и сложения в векторном 
пространстве &”. 

Семейство Ф обладает следуюлцими свойствами. Пусть заданы управ- 
ление 9 (1), Ц <1< р, неотрицательный параметр бл >20, функция 
вида (2.21) 


де(у + =8 р У, в, (У) м,) 


В(у, в, в) 57 уно) = — цу, 2) 
и начальное значение 
у (#1) =х(В) -{ =бха, (2.46) 
где 
ёж, = — 8 >) (у (В) №. (2.47) 
=1 
Тогда 


№ (у (6) = #(х (в) ёж. её У) ал (у (в)) №) = в (х(6)) =0. (2.48) 


1=1 


Равенство {2.47) эквивалентно (для малых =) равенству 


8х, = — ди У ан (х (1) № (2.49) 


= 
так как, по условию [см. п. 3, А)], 
ан (у (6) = (к) =0 


при (: "= ‚< (#1) и 
ал (у (#1)) = и (х (&)) =1 


при #=х(й). 
По перечисленным параметрам 


т, В, жа, р, ди (2.50) 
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и по числу => 0 однозначно определяется варьированная траектория 
у =уУ(е; в, В, вк, р, д, 9), Ве, (2.51) 


удовлетворяющая начальному условию (2.46); пара 2 (1), у(й) есть реше- 
ние системы (2.24) и потому траектория у (1), 11 ЗЕ < - р, целиком 
лежит в замкнутой области С [ем. п. 3, А)]. 

Для конечной точки у (4, -- =р) имеет место представление 


у (25 | вр) =х (6) - з8 (в, В, бж,р, ды)  о(®), (2.52) 


где вектор 8, конструкция которого описана ниже, не зависит от в и 
лежит в Г (х (1,)) — касательной плоскости к границе #(х) = 0 в точке 


х (25): 
5 (©, В, дхь, р, би) ЕТ (х(6,)). (2.53) 


Далее оказывается, что вектор $ линеен относительно своих аргумен- 
тов в следующем смысле. Если 


у; (#) = у: (#; %, Вь бхь р, бы, г), ЗЕ -ер, 1=1, 2, 


— две варьированные траектории, а 11, \|› — неотрицательные числа, то 
управлению 


2 (#) = (11 92) Ф (№2 ©), из е (р, | 122) = & - гр, 
и выписанному значению параметров 
В =В,ФВЕ,, 8х = 1абх, Е 1обл», = Мар: -Е 126», ды = абы Е Тб 
соответствует варьированная траектория 
У (2) = У(#; ъ, В, дх, р, д, =), и <а<ь 9, 


с конечным значением (2.52), где 
2 
8 (о, В, 8х, р, 81) = > 1а8 (ви, Ва, бжа» раз бра). (2.54) 
@& —=1 


Из формул (2.53}, (2.54) следует, что множество всевозможных век- 
торов вида 
х (25) - 5(5, К, 5х, рф, 6) 
есть выпуклый конус К пространства Х”*" с вершиной в точке х (15), 
лежащий в 7 (х(15)): 


К = {х(ь,) + 8(ъ, В, 5х, р, 6ы)} с Т (х (6,)). (2.55) 
На свойствах этого конуса основаны доказательства теорем 1 и 2 
настоящей работы. 


В настоящем параграфе нам понадобится только подконус КС К, 
который определяется тем условием, что начальное смещение варьиро- 
ванной траектории равно нулю: у (&) =х(&), т. е. 8х (8) = 0: 

К = {х (6) Е 8(5, В, 0, р, 6%)}. (2.56) 

Из формулы (2.52) следует, что соответствующие концы У (15 - =6) 
варьированных траекторий образуют те же конусы с точностью до о (=). 


Так как КС КС Т(х(Ь,)), то конусы Е, К не более чем п-мерны. 
Поэтому внутренностью этих конусов будем называть их открытые ядра 
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по отношению к плоскости Т (х()), их внутренними лучами — лучи, 
содержащие внутренние точки. 

Так как некоторые конструкции, приводимые ниже, аналогичны кон- 
струкциям работы (б), то детально мы их описывать не будем. 

Пусть т — внутренняя точка отрезка & <ЗЕ<Ь, и пусть задано мно- 


жество из $ отрезков длиной 551, ..., &0:, где о; — неотрицательные числа, 
которые можно занумеровать таким образом, чтобы правый конец 1-го 
отрезка совпадал с левым концом (1 -- 1)-го, &=1,....5—1, а правый 


конец 5-го отрезка совпадал с т. В таком случае будем говорить, что 
заданное множество из $ отрезков пристроено к точке т. 

Произвольное варьированное управление ф (#1), #, ЗЕ<Ь + гр, строится 
одновременно с соответствующей ему варьированной траекторией 


У {1 = У(1; в, ДА, 5х, р, 6), цз ое, 


системы (2.24), коль скоро заданы параметры (2.50) траектории и пара- 
метры строящегося управления %(!); эти последние мы назовем опреде- 
ляющими точками, определяющими отрезками и определяющими значе- 
ниями управления % (1). Перейдем к их определению. 

Пусть т, <...< к — произвольные точки интервала & < Ё< Ъ, отлич- 
ные от точек разрыва управления и (1). 

Назовем их определяющими точками строящегося управления. Пусть 
к точке <, {=1,...,Ё, пристроена система из 5; отрезков Гл, длины 
которых равны вс;»., а =1,.. ‚5; назовем эти отрезки определяющими 
отрезками строящегося управления, пристроенными к точке *;. Наконец, 
пусть 7; — такие точки области ©, что точка х(т) неварьированной 
траектории регулярна относительно №:„,; будем называть 9; определяю- 
щим значением! строящегося управления, соответствующим определяю- 
щему отрезку [Г.. 

Через ти‚, и =1,..., 5, обозначим левый конец отрезка Ти. и до- 
пустим для определенности, что 


т: 31 <... Зы За < 1 <...3 <... 5 
для симметрии формул введем еще обозначения 
ана =, =... К. 
Приступим к построению функций 2(1, у(, Ц ЗЕ<Ь |е:р, по 
заданным параметрам управления ъ (#) и параметрам (2.50) траектории у (1). 
При помощи конструкции, использованной при доказательстве леммы 
1 (п. 3), по заданному начальному значению (2.46) строим на отрезке 
1 <Ё< а: решение системы (2.24): 
$ (#) = и (В -Е =ёи (1) + о(®), (2.57) 
у (1) =х(В - э5х (1) + о(:). 
Таким образом, 5х(, << ча, является решением уравнения 
в вариациях (2.38): 
5х (1) = Ри, (6) 8х (1). 
Точка у(т1) регулярна относительно точки 9, ибо при в->0 
у (<,1) ->х (11). Следовательно, на отрезке т: << та» (длиной ес11) 
можно построить решение 511 (#), ул: (#) системы (2.24), удовлетворяющее 
условиям: 
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а) о.: (1) — непрерывная дифференцируемая функция, равномерно 
стремящаяся к точке 9: при =—>0; 

Ь) ул (11) = У (11), где функция у(, В << ча, задана формулой 
(2.57) (см. замечание к определению регулярности, п. т 

Продолжим решение (2.57) на полуинтервал т: < [< а. при помощи 
равенств 

2 (#) = 91: (1, У(=ун 0. 

Повторяя аналогичное построение на отрезках 11›,..., лв», мы опре- 
делим функции 5 (1), у(1) на отрезке 1 <<. На отрезок т: << та» 
функции 2 (1), у(1) вновь продолжаются при помощи конструкции леммы 
1 с уже имеющимся вачальным значением у (т!) для у(1) и т. д. вплоть 
до точки $5 -| вр. 

Вблизи точки & варьированная траектория у ({) представляется в виде 


у (#) = х (1) - еёх (И  о(е) 


и лежит на границе области С, так как, по условию, объединение за- 
мыканий окрестностей О; не содержит точки х() и потому вблизи 


точки #5 
№ (у (1), =5) = в (у(1)) = 0. (2.58) 


Совершенно так же, как это сделано в работе Е доказызается фор- 
мула 
М (2, Е р; 5, 45; 6х1, р, бы, =) =“ (#,) и =5 (г, В, ха, 0, бр) а о (=), (2.59) 


где вектор 5 не зависит от ви 


9 = 8 (5, В; дх,, р, бл) = Ри, (бл) дж, - р (х (Ь), и (1) 


К ев 
+» Рьзв (8) У, ва [1 (х (тв), ова) — Р(х (тв), и (тв))]. (2.60) 
и! @&=1 


Кроме того, из (2.58) следует, что 
5 (ъ, В, дхи, р, бл) ЕТ (х (Ь)), (2.61) 
где Т (х(1,)) — касательная плоскость к границе р (х) = 0 в точке х (&,) 


Если 1>0, то произведение у бо числа 1 на управление 5 (1), & < 
<1<Ь р, строится одновременно с варьированной траекторией 
У (Е; 103 ъ, В, 1бхь, Тр, тб, =) 
на отрезке 1 <1<3Ь -- е1р указанным выше способом, где определяющие 
точки управления 1 695 совпадают с определяющими точками *; управле- 


ния 9, количество определяюших отрезков Лео управления ув, пристроен- 
ных к т, сохраняется прежним, но длина каждого из них умножается на \: 


длина Л = 816, би =1,..., 3 
соответствующие определяющие значения не изменяются — отрезку Ла 


соответствует значение г. Равенство (2.47) для новых параметров 
остается справедливым: 


ЕЁ 


1х: = — 19 > а, (х (#1) - =16х,) № = — 48 ы а (х (#)) М.. 
=1 
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Из формулы (2.60) непосредственно следует: 
8 (163, В, 15хь, 1р, би) = 18 (6, В, 6х, р, дм). (2.62) 
Сумма 9 = 5, Фо. двух варьированных управлений 
а (ВЕ ры 1.2. 
которым соответствуют варьированные траектории 
У: (2, Пь ох, рыбы) веры, 


строится на отрезке 1 <ЗЕ<Ь -- (р: - р) одновременно с соответствую- 
щей варьированной траекторией 


у (Е; 51 Фъ», В, ФА,, дх, - 5х, 6, -- рэ, ба -Е бы», в) 


указанным выше стандартным способом, где определяющие точки управ- 
ления ©, Ф о. получаются объединением всех определяющих точек сла- 
гаемых управлений; к каждой полученной таким образом определяющей 
точке т управления 2, Фо, пристраиваются без изменения длин 
все определяющие отрезки, пристроенные к т в слагаемых управлениях, 
и, наконец, каждому определяющему отрезку суммарного управления, 
взятому из слагаемого управления 7, приписывается то же определяющее 
значение, что и в слагаемом +. 

Равенство (2.47) для новых параметров выполняется (см. определение 
функций й, Фр, В, ФВ, и формулы (2.20), (2.23)). 

Принимая во внимание (2.60) и (2.39), легко получим формулу 


8 (2, Фъ», А, ФВ,, бх, -- 5х», бу - рэ, был + д) = 


2 
= 8(, Ки, бха, ры, ра), 


@&=1 


которая, вместе с формулой (2.62), дает (2.54). Таким образом, конусы 
К, К построены. 
Включение 
Кс Т(х(1,)) 
следует из (2.61). 

Отметим, что определенные перечисленными условиями управления 
{Оь, в Фо» заданы с точностью до порядка, в котором определяющие 
отрезки пристроены к определяющей точке. Однако этот порядок, как 
легко видеть, не ‘влияет на величину вектора (2.60), и, следовательно, 
конусы А, К определены однозначно. 

5. Доказательство теоремы 1. Предположим, что управление 
и (Е) и регулярная траектория х (1), {1 <1<31, оптимальны. 

Обозначим через 5 луч, выходящий из точки х (15) и направленный 
вдоль отрицательной оси 20; очевидно, 9 СТ (х (45). 

ЛЕММА 2. Луч 5 не является внутренним лучом конуса К. 

Доказательство. Допустим, что 5 — внутренний луч для К. Тогда, 
очевидно, можно выбрать п варьированных траекторий 


у(0, БЕЗ, 1=1,...,п, 
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имеющих нулевые начальные отклонения у; (#1) =х(&), таким образом, 
чтобы соответствующие векторы 8:, =1,...,п, определенные формулой 
(2.52), порождали п-мерный конус с вершиной в точке х (15), содержащий 
луч 5 внутри себя — конус 


{х (15) -- 118: +... + 128}, (2.63) 

где 1: > 0. | 

Из построений п. 4 следует существование такого (п 1)-параметри- 
ческого семейства варьированных траекторий 


УЕ ть... 18), «< -ер(\,..., ^»), 


непрерывно зависящих от параметров в, 11,...,“» и определенных при 
о. 
что траектории семейства удовлетворяют начальным условиям 
У (1; 11,..-., 1» 2) = х(В) для любых ев, 1 

и конечным условиям 

п 
У (15 - р; Ль,..., Ти, 8) = х (№) { е р а 8а + 0(=). (2.64) 

а=1 


По построению, параллелепипед 
ъ 
п =кы +» «8, бе раатане 
а=1 


содержит внутри себя часть луча 5. 

Пусть 0 — некоторая проекция окрестности точки х({5) (относитель- 
но Х”!) на плоскость Т (х (1,)). Мы можем предполагать, что эта окре- 
стность содержит все точки (2.64), так как числа ,, |’ можно выбрать 
сколь угодно малыми. 

Очевидно, 


ВУ (5; отв) = 6 (к (6) =} лавы + о(е)) = 


А 
= (х (6) +=» 18.) + о(е) = х(ь) += У лава о(9), 
а=1 а—=1 


так как для любой точки УуЕТ (х (1,)) 


9у = у. 
Непрерывное отображение Г (4, ®) = Г(%1,...,1»,е) определим равен 
ствами: 
Г (%\ь, +.) п, =) == х (№5) -- % .-- |: ег в = 


=х() +» "Та о при => 0, 


@&=1 


К. +.» п, 0) =х() + У < 8... 


а&а=1 
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Пусть (— м, 0,...,0), ч> 0, — произвольная внутренняя точка луча 5, 
содержащаяся внутри П; она покрывается образом куба О<л:<т, 
1=1,...,п, при отображении Г (1, 0) с индексом 1. Следовательно, 
уравнение относительно 11, О < 1: < 1“, &=1,...,п, 


Г (11... в) — х (6) = (—%*,0,...,0) 


при достаточно малых в имеет хотя бы одно решение. При в >> 0 послед- 


„нее равенство эквивалентно равенству 


9у (15 =; 1, =) =х(Ь) + =(—%,0,...,0). 


Точка, стоящая в правой части равенства, принадлежит одновре- 
менно и границе $(х) =0, и. касательной плоскости Т (х (&,)), следова- 
тельно, имеет место равенство 


9у (1, -- гр; 1, =) = У (1 - вр; 1, =) =х(6,) + =(— 1, 0,...,0), 


которое противоречит допущению 0б оптимальности траектории х (1). 
ЛЕММА 3. Существует непрерывное решение 


$(0) = (%(0),...,4$=(0), и<ЕЗЬ, 


‚ уравнения 


Е 9: у 1 д +), и (1 


такое, что в каждой точке непрерывности управления и (1) выполняется 
условие максимума 


Н ($ (1), х(1), и (1)) = т ($ (1), х(1)), (2.66) 


т ($ (15), х (&)) = 0, (2.67) 


и, кроме того, удовлетворяются следующие условия: 

а) Фь (Е) = с0п36 < 0, 

Ъ) вектор Ф(Ы) не коллинеарен вектору ста в (х (&\)), 

с) в точках дифференцируемости кусочно-гладкой скалярной функции, 
х(й=—$(0.Л (0, и ЗЕЗЬ, вектор 


А 
1 дтад в (х (1) 


причем 


направлен внутрь области С или обращается в нуль. 

Доказательство. На основании леммы 2, через вершину х (1,) 
конуса КС Т (х(,)) можно провести опорную (п — 1)-мерную плоскость к К 
лежащую в Т (х (1,)) и отделяющую конус К от луча 5. Вектор, ортого- 
нальный к этой плоскости, лежащий в Т(х()) и направленный в ето- 
рону луча 5, обозначим через Х = (х%»...›Х»). Мы имеем: 


х(—1,0,...,0) = №20, 
т.е. „<0. Так как Хх лежит в Т (х(Ъ,)), то векторы 


х, птаав(х(ь,)) - (2.68) 

независимы. 
Вектор 8, соответствующий по формуле (2.52) произвольной варьиро- 
ванной траектории у({) с начальным условием у(&) =х(й), удовлетво» 
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ряет неравенству 


х.8<0. (2.69) 


Искомая функция $ (1), & ЗЕ<, определяется как решение уравне- 
ния (2.65), удовлетворяющее краевому условию 


$ (15) =Х. (2.70). 
В самом деле, пусть в некоторой точке непрерывности т управле- 
ния и (+) 
Н ($ (<), х (<), и (<)) < т ($ (<), х(*)), 
другими словами, существует такая точка 7, ©, относительно которой 
точка х(т) регулярна и 


Н ($ (<), х (<), 51) > Н ($ (*), х (<), и (<)). (2.71} 


Построим решение (1), у (1), & <ЗЕ<Ь, системы (2.24), задав в качестве 
параметров управления Ф единственный определяющий отрезок длиной 5, 
пристроенный к единственной определяющей точке т, и определяющее 
значение +,; параметры траектории у({) задаются строкой 


В = р(х, и), 6х=0, р=ды=0. 
Из (2.60) следует, что вектор 5 для этой траектории имеет вид: 
8 = Ри, (0) [Е(х (=), 91) — Е(х (<), и (т))]. 


Следовательно, из (2.42) получаем: 


Хх: 8=$(1,) - Ри, (0) И(х (<), 21) — Е(х (*), и (<))] = 
=$ (<) - (< (9, 21) —Е(х (<), и (5))] < 0, 
что противоречит неравенству (2.71). 
Для доказательства формулы (2.67) построим варьированную траек- 
торию { 
УИ, из, 


с параметрами А = р(х, и), 5х = 0,6 = 0, р, соответствующую варьиро- 
ванному управлению 

9( =и(0, ВЗЕЗЬ тр. 
Вектор 9 для этой траектории имеет вид 


8 = р! (х (№), и (1,)). 
Из неравенства 


Х- в (х (,), и (2,)) < 0 


и равенств (2.66), (2.70) следует (2.67). 

Условие а) леммы 3 следует из неравенства у, <0 и из независи- 
мости правой части уравнения (2.65) от 20. 

Условие Ъ) следует из независимости векторов (2.68). 

Докажем условие с). Пусть 9 (1, у (1), Н < Е<Ь, — решение системы 
(2.24), полученное конструкцией п. 3 (лемма 1) и удовлетворяющее на- 
чальному значению 


У (#1) =х (8). 


ОПТИМАЛЬНЫЕ ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ 341 


Тогда ©({) есть варьированное управление (всмысле п.4) без опре- 
деляющих точек, а у(1) = у(Ё; о, В, 0, 0, д, =) — соответствующая варьи- 


`рованная траектория, отвечающая параметрам А, дх = 0, р = 0, 5. Из фор- 


мул (2.60), (2.43) следует, что 


ъ ь 
8 (>, ,0,0, 8) — 8 = Ри, (84) 0 — би У! Фа (6) \ 4 (0-0. 


&=0 ы 


Формулы (2.70), (2.69) дают: 


п ь 
ха У $) в) лота = 


а—с 


ь 1 

з В д 
= \9@.^0 д: @ = — ид, 4 <. 
н 


ы 


Подставив сюда выражение для о из (2.44), получим (5 > 0): 
ы з 
а д 1 ) 
О-о [чх ое. №) >06. 
=1 


ы = 


Интегрируя по частям и принимая во внимание равенства 
ав (х (1) = а (х ()) =0 


(ибо в случае 6х, =0 ни одна из окрестностей Ох, участвующих в опре- 
делении функции А, не содержит точек х (1), х (+5), получим: 


5 ах (С. ма <0. 


н 4=1 


Так как точки (; можно выбирать на траектории х(#) произвольно, лишь 
бы они не совпадали с ее концами, и так как окрестности Ох, сколь 
угодно малы и функции а; х(1) неотрицательны, то из последнего неравенства 
следует неравенство 


которое в рассматриваемом случае равносильно условию с), ибо вектор 
ртад а (х (1)) служит внешней нормалью для области (С. 

Для завершения доказательства теоремы 1 надо, во-первых, устано- 
вить, что функция » (1) = —$Ф(® . Л (1 удовлетворяет соотношению (2.13): 


дН ($ (1), х (1), и (1)) др (х (1), и(1)) |< да (и (1) 
: О (22) 


&=—1 


во-вторых, доказать равенство 


Н ($ (1), х(), и (Е —0)) = т(ф (6), х(0)) 


в точках разрыва управления и, наконец, установить постоянство функ- 
нии} Я (1) = И ($ (1), х(), и (()) на отрезке & ЗЕ Ь: 


Н (0 =Н ($(@), х(@), и (1)) = т($ (1), х(1)) = со, В ЗЕЗЬ, 
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д 


где в`точках разрыва управления, согласно принятому условию, 
Н(=Н(@— 0). 
Для доказательства равенства (2.72) заметим, что координаты вектора 
А (8) = (°(1,...,^№ (4)) удовлетворяют уравнениям (2.35): 


— (и т 


_ р оон и (1)) 5. Ув о 


В=1 


= О аа 


Свертывая эти уравнения с $; (1), / =0,...,п, по индексу ], получим 


$ 1 равенств 


дН ($ (8), х(1), и ()) _ др (х (1), и (1) < дав (и (1)) 
о 


В=1 
из которых функция ^ (1) определяется однозначно (одновременно с функ- 
циями ув (1), В =1,...,5). 

С другой стороны, 

Н ($ (@), х (0), и ()) = т ($ (4), х(1)), 
и, по правилу множителей Лагранжа, 
дН ($ (1), х (2), и (1)) орк (0) и (1) ы а. (и (2)) 
п а ск ре Бы мА: 
&=1 
следовательно, 
0 =х(, (0 =У(, “=\+....,5. 
Докажем теперь равенство 
Н ($ (4), х(, и —0)) =т($ (1), х(1)) 
в точках разрыва управления и (#. 

Функция Н ($ (1), х (1), и) непрерывна по & при фиксированном и. 
Пусть т — точка разрыва управления и (#). По условию, и (<) =и (*— 0) 
и точка х (т) регулярна относительно точек и (т 0). Значит, если 

Н ($ (<), х (5), и (<)) < т(ф (<), х (<), 
то найдется такая точка и, 6 о (х (")), что 
Н ($ (<), х (*), и (=)) < Н ($ (%), х(т), и). 
Функция и({!) непрерывна в точке х слева, следовательно, для любой 
достаточно близкой к т точки # < т мы имеем: 


Н ($ (6), х (1), и (1)) < Н($(1), х(4), и). 
Так как точка { близка к ти и, бо(х(т)), то и, бо(х(1)), и потому 
последнее неравенство пает: 


Н ($(1), х (1), и (1) < Н($(), х(4), и) <т(ф(0, х(1)), 
что противоречит лемме 3. 
Для доказательства постоянства функции Н (й =т ($ (2), х (Е)) уста- 
новим сначала ее непрерывность. Для этого достаточно показать, что 
в каждой точке разрыва управления т 


Н ($ (<), х(°), и (< —0)) =Н(Ф(®), х (%), и (= 0)). 
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Пусть {> *— близкая к т точка; тогда 


Н (4 (2), х (1), и(«—0)) <Н ($ (6), х(1), и (1)) = т ($ (0), х(0)), 


так как точка х (1) регулярна относительно точки и (т — 0). Следовательно, | 


Н ($ (%), х (<), и (=—0)) < Н ($ (5), х(%), и («+ 0). 
Аналогично доказывается противоположное неравенство. 
Покажем, что функция Н (1) постоянна на каждом интервале одно- 
временной дифференцируемости функций ф (1), х (1), и (1). В самом деле, 


ВН щ ты: а и=(-мФ+^ 92). 1+ 


[2] . . 
&=1 


94а - (:)) 


Е д 
Уж в р(х(, +» =0. 

а=—1 
что и требовалось доказать. 

6. Обобщения. В этом пункте мы приведем несколько очевидных 
обобщений теоремы 1. Мы ограничимся формулировкой результатов, так 
как их доказательства лишь незначительно отличаются от доказатель- 
ства теоремы 1. 

При доказательстве теоремы 1 решающую роль играла зависимость 
между х, и, заданная уравнением 


ри) =0. 
Вид функции 


р(х, в) = и Р(х, и) 
был использован лишь при доказательстве условий Ъ)-—с) теоремы 1 
Беглый анализ доказательства убеждает нас в справедливости нижесле- 
дующей теоремы 1, а. 

Пусть заданы т непрерывно дифференцируемых функций р, (х, и), 
1 =1,...,т, не зависящих от координаты 41°. Регулярная относительно 
точки и, СО точка х, удовлетворяющая системе 


Ра (х, Ио) =... = = Рт (х, шо) = 0, 


определяется так же, как и прежде, только в данном случае вместо 
независимости векторов (2.9) надо потребовать независимость векторов 


др (х, из) Эри (х, и) дд (ш) 94, (шо) 
О ее ди ь ЗЕ 


ТЕОРЕМА 1,а. Пусть и (1), п ЗЕ ЗЬ, — оптимальное управление, 
ах (1) — соответствующая регулярная оптимальная траектория уравнения 
(1.5), удовлетворяющая на отрезке & << системе уравнений: 


ри (х (0), и (0) =... = Ри (х (0, и (0) =0. . (2.73) 
Тогда существует такая ненулевая непрерывная ковариантная вектор- 
функция $(1) = ($ (1),...,2% (1), В ЗЕ, что на отрезке ЦЗ 


3* 


344 Р. В. ГАМКРЕЛИДЗЕ 


удовлетворяется система уравнений 


х = Ё(х, и) = и и) к 
т 
я Н Эра — и) 
= А. № ны 
@—=1 
и выполняется условие максимума 
Н ($ (1), х(@), и (1)) = т ($ (0, х(()), 
причем 
т ($ (1), х(1)) =0; 
кусочно-гладкие функции ^: (1, &=1,...,т, и ЗЕ, определяются из 


условия максимума как множители Лагранжа в формуле 


-;* +3 


ЭН р х, и) дра (х, и) — и) _. м 


а координата 
Фо (Е) = своп < 0. 


К сформулированной теореме легко сводится решение оптимальной 
задачи, в которой вместо равенств (2.73) фигурируют неравенства 


ри) 0, ры 0. (2.74) 
В самом деле, введя т дополнительных скалярных управляющих 
параметров ®, # =1,..., т, удовлетворяющих неравенствам э; >> 0, и рас- 
сматривая вместо неравенств (2.74) равенства 
Ри (х, и) в: = Ри. и) -- т = 0, 


мы придем к условиям теоремы 1, а. 

Наконец, отметим, что теорема 1 непосредственно обобщает ся на тот 
случай, когда область С задана вблизи границы несколькими, например 
двумя, неравенствами 

в: (®)<0, (< <0 


а регулярная оптимальная траектория лежит на (п — 2)-мерном ребре», 
заданном уравнениями 


81 (х) = а» (х) = 0; 
при этом, естественно, предполагается, что гиперповерхности 
81 (х) =0, в»(х)=0 
находятся в общем положении вдоль траектории, т. е. что векторы 


д. 9 
ны | — независимы. 


$ 3. Условие скачка 


Оптимальная траектория, лежащая в замкнутой области С, частично 
может лежать в открытом ядре области (С, частично — на границе области. 
Для того чтобы однозначно проследить такую траекторию, недостаточно 
принципа максимума и теоремы 1. В самом деле, принцип максимума 
дает полную систему необходимых условий, которым удовлетворяет всякий 
участок оптимальной траектории, целиком лежащий в открытом ядре 
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области С, а теорема 1 дает необходимые условия, которым удовле 
‚творяют участки, целиком лежащие на границе области С. Недостает еще 
условия сопряжения, которому удовлетворяет всякая пара примыкающих 
друг к другу участков оптимальной траектории, один из которых лежит 
в открытом ядре области С, а рругой — на ее границе. Это условие мы 
называем условием скачка для ковариантной векторной функции ф\(4), 
которая в момевт перехода с одного участка на другой может терпеть 
разрыв (см. формулировку теоремы 2). 

В п.1 для удобства ссылок сформулирован принцип максимума и 
доказана одна вспомогательная лемма. В п. 2 приведены основные опреде. 
ления, в п. 3 сформулирована и доказана теорема 2 — условие скачка 

1. Принцип максимума. Пусть х (1) В <<, — оптимальная 
траектория уравнения (1.5), целиком лежащая в, открытом ядре области 
С, а и (1, ЗЕ Ь, — соответствующее оптимальное управление. Тогда 
найдется такая непрерывная ненулевая функция Ф (1) = (%(1),...,$ (1), 
1 ЗЕ-Ь, что на отрезке Ц ЗЕ) будут выполняться неравенство 


фо (#) = с0п& < 0 
и система уравнений 


х = (хи) = 9% , (3.1) 
пр с ф— Ш 0Н (у, х и) (8.2) 
Н ($ (1), х(8), и (1)) = М ($ (4), х(1)) = 0, (3.3) 


где величина М ($, х) определена формулой (2.2). 

Принцип максимума справедлив и в том случае, когда один из концов 
х (11), х (5) траектории или вба конца лежат на границе $ (х) =0. Пусть, 
например, граниге принадлежит только начало траектории х (1). Тогда 
участок траектории х(!) при | 0 <Е<ЪЬ, 0>0, лежит в открытом 
ядре области С и, следовательно, существует функция фо (1), & + <<, 
удовлетворяющая на отрезке # + 9 << Ь требованиям принципа мак- 
симума. Для семейства функций Фо (1) при 9->0 существует предельная 
функция $ (1), Ц << Ь, которая и бурет искомой. 

Подробное доказательство принципа максимума изложено в работе ($). 
Основную роль в этом доказательстве играет конструкция переноса вдоль 
оптимальной траектории х({), 1 <<, при помощи уравнения в вариа- 
циях 

8х = 


81 (х (1), и (1) 
м Зх (3.4) 


для уравнения (3.1) и построение варьированных управлений 2' (1) и варьи- 
рованных траекторий у’({), мало отличающихся от оптимального управ- 
ления и (1) и оптимальвой траектории х (1). 

Если фундаментальную систему решений уравнения (3.4) обозначить 
через 


$, (1), .. {Фи (1), пЗЕЗЬ, 
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то вектор 


ис 
9х (1) =! $. (В) 5 (в), 
@&=0 
заданный в точке х(&), после перенесения вдоль траектории в точку х (1) 
при помощи уравнения (3.4) перейдет в вектор 


и 
Ри, 5х (в) = У Фа (0 5'2* (В). 
&—=0 
Конструкции $ 2 являются усложнением аналогичных конструкций 
для рассматриваемого случая, так как в $ 2, кроме выполнения уравнения 
(1.5), нам еще требовалось выполнение уравнения 


В (у, 2, еб) = 0. 


Если отбросить это последнее уравнение, то система (2.24) превра- 
щается в одно уравнение (3.1); а уравнение в вариациях (2.38) для 
системы (2.24) заменяется уравнением в вариациях (3.4). 

В соответствии с этим вместо конусов (2.55), (2.56) мы получим 
конусы (3.5), (3.6) с вершиной в точке х (6): 


К* = {х (5) + 9* {5", 6' х, р”)}, (3.5) 
К = {х (#,) = 5" (о*, 0, 5")}, (3.6) 


где вектор 8" определяется формулой (3.7), аналогичной формуле (2.60): 
к 8 
5" = У Рин | Хим (1 (х (м), в) — 1 (к (в), и (9) + 


1=1 &;1 


ис 
+ > 9 (&) = (в) Е РЕх(®), и (ь)). (3.7) 
а=0 
В доказательстве принципа максимума участвует лишь конус К*, со- 
ответствующий нулевым начальным отклонениям. Конус К” понадобится 
в п. 3. 


В заключение этого пункта докажем одну простую лемму, которая 
нам понадобится в п. 3. 

ЛЕММА. Пусть х(1, в ЗЕ<Ь,— траектория уравнения (1.5), ле- 
жащая в замкнутой области С и соответствующая некоторому допусти- 
мому управлению, и пусть х (Н) — единственная точка траектории, лежа- 
щая на границе Е(х) = 0 области С. Если вектор 6х() не касается 
границы 8(х) =0 в точке х(1;) и направлен внутрь области С, то варь- 
ированная траектория у (1), и ЗЕ<3Ь, с начальным значением у(н) = 
=х(1) + едх (11) целиком лежит в открытом ядре области С. 

Доказательство. Мы имеем: 


(0 =х (1) + 8х (0 + о(&), Я. (к) =а<0. 
Следовательно, при достаточно малых = >> 0 величина 


5 (у (0) =& (< (0) +). (0) --о(е), нь, 
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отрицательна. В самом деле, для значений &, близких к В, это следует 


`из неравенств 


8 (х(1)) < 0, а<0. 


Для значений 2, удаленных от [, величина |г (х(1))| много больше ве- 
личины 


к) +06) |, 


в то время как 


8 (х(1)) < 0 


2. Основные определения. Пусть и (1), В <ЗЕ<Ь,— допусти- 
мое управление, а х({) — соответствующая траектория (не обязательно 
оптимальная) уравиения (1.5), целиком лежащая в замкнутой области С. 
Некоторые участки траектории могут лежать на границе области С, 
некоторые — внутри области, т. е. в открытом ядре области С. 

Точку 2(<) траектории, лежащую на границе области С, назовем 
точкой стыка, ели Ц<т<Ьи существует такое с > 0, что хотя бы 
один из участков траектории х (1) при —с<Ё< т или прих<Е<т-в 
лежит в открытом ядре области С. В дальнейшем, для определенности, 
будем всегда считать, что внутри области С лежит участок траектории 
при <—с<Ё< т. Время т назовем моментом стыка. 

Мы будем рассматривать траектории с конечным числом точек стыка, 
не оговаривая этого особо. 

Траекторию х({), В <Е<3, целиком лежащую в замкнутой области 
С, назовем регулярной, если регулярен всякий ее участок, лежащий на 
границе 2 (х) =0 области С (см. $2, п. 1). 

Предположим, что и ({), & << Ь,— оптимальное управление, а х(й), 
11 ЗЕ Ь, — соответствующая оптимальная регулярная траектория 
уравнения (1.5), лежащая целиком в области С. 

Пусть х(т) — точка стыка траектории х(1, & <Е<Ь. Обозначим 
через т, < ‘< т», максимальный интервал отрезка 1 <1<3%, содержа- 
щий единственный момент стыка т. 

Таким образом, участок траектории х(!) при т, <{1<т лежит в 
открытом ядре области С; что же касается участка при << 1», то 
он либо целиком лежит на границе 8 (х) = 0, либо также принадлежит 
открытому ядру области С, и тогда х(т) —единственная точка участка 
х (1), <, «<, лежащая на границе области С. 

Следовательно, участок х(1), .<1<т, удовлетворяет принципу 
максимума. Соответствующая этому участку ненулевая функция 


У (= Ф (0, ..., $ (0)), «< $5 (3.8) 


непрерывна и удовлетворяет системе (3.1) — (3.3). Участок х (1), Е <ъ, 
удовлетворяет либо требованиям теоремы 1. (если он лежит на границе 
2 (х) = 0), либо принципу максимума (если он лежит внутри области С). 
Соответствующая непрерывная ненулевая функция 


4" (0 = (%(),..., $ (0); «Е, (3.9) 
удовлетворяет либо системе (2.14) — (2.16) и условиям а) —с) теоремы 
1, либо системе (3.1) — (3.3). 
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Мы будем говорить, что в точке стыка х (=) оптимальной регулярной 
траектории х ({), & <{<1, целиком лежащей в замкнутой области С, 
выполняется условие скачка, если существует такой участок х (0), 
<, <{<.т, траектории, что <, <“Ё< т» является максимальным интер- 
валом отрезка & <Е<3Ь, содержащим единственный момент стыка т, и 
если для участков х(#), <, ЗЁ<т, х(1), <<, определенные выше 
функции (3.8), (3.9) можно подобрать таким образом, чтобы выполнялось 
одно из следующих двух (не совместных между собой) условий: 


ф* (<) =$` (<) Е ивтад ё (х (*)), (3.10) 
$ (=)  иртаа в (х (т)) =0, и-==0, (3.11) 


где и — действительное число. Если участок х({), <<<», лежит на 
границе $ (х) = 0, то условие (3.10) эквивалентно условию 

У“ (@® =$ (°), 
так как начальное значение ф* (`) функции $* (1), <<, можно из- 
менять на произвольный вектор вида стад & (х (т)) (см. замечание 4 
к теореме 1). 

3. ТЕОРЕМА 2 (условие скачка). Пусть регулярная оптимальная 
траектория уравнения (1.5), лежащая в замкнутой области С, содержит 
конечное число точек стыка. Тогда в каждой точке стыка выполняется 
условие скачка. 

Доказательство. Пусть и (1), Ц <Е<Ь,— оптимальное управле- 
ние, х({) — соответствующая оптимальная траектория, х(*т) — точка 
стыка, т, «< т — максимальный интервал, содержащий единственный 
момент стыка т. Для определенности считаем, что участок х (#), <. <{<т, 
принадлежит открытому ядру области С, а участок х(, << ъ», 
лежит на границе 8 (х) = 0. Точка х(т,) может лежать как внутри об- 
ласти С, так и на ее границе. Мы предположим сначала, что х(т,) лежит 
внутри С; в этом случае, очевидно, т; =В. 

Введем уравнение 

х* = —Ё(х°, и") (3.12) 
и будем рассматривать его решения на отрезке 0<Е<т— + в0’, где 
0’ — любое действительное число, в — положительная бесконечно малая 
величина. Очевидно, решением уравнения (3.12) являются функции 


и" (=и(т—й, х(=х(-—й, ОЕ — ве’. (8.13) 


Обозначим через К” конус (3.5) с вершиной в точке х (т) = х* (= — т), 
построенный при помощи траектории (3.13) уравнения (3.12). Через 
К обозначим конус (2.55) с вершиной в точке х(т»), построенный 
при помощи регулярного участка оптимальной траектории х (#), < <Е% т. 
Конус К лежит в касательной плоскости Т (х (т,)) к границе 2@®)=0 
в точке х (то). 


Конус К” образован векторами 
х (11) -- 85° (2°, 6"х (0), р"), (3.14) 
где 85° определяется формулой (3.7). Конус К образован векторами 
х (2) 8 (о, К, 8х (т), р, 8р), (3.15) 
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где 5 определяется формулой (2.60). Векторы 6“х (0), 8х (<) удовлетво- 
ряют условиям: 
либо 6“х (0) =0, либо ста в (х (<)) .6"х (0) < 0, 
(3.16) 
либо 6х (т) =0, либо отаа & (х (т) -5х (т) < 0. 
Другими словами, начальные смещения е6“х (0), ебх (<) либо равны 


нулю, либо не касаются границы &(х)=0 и направлены внутрь 
области С. 


В нижеследующей конструкции векторы 6“х (0), 6х (<), входящие в вы- 
ражения (3.14), (3.15), равкы между собой: 


5"х (0) —= 8х (<). (3.17) 
Каждому набору параметров 
рвы лох), Оо (3.18) 


соответствует пара точек — концов соответствующих варьированных тра- 
екторий 


у° (< — т, Е гр") =х (ти) - 8" Но (®), 
у (с - =р) =х (<) -- 8 + 0(®). 


Легко видеть (см. аналогичное рассуждение в $ 2), что при всех допу- 
стимых изменениях параметров (3.18) и соблюдении условия (3.17) пары 


(х (1) + 8", х (ть) 5) 


образуют выпуклый конус Г, лежащий в прямом произведении 
п--1 п-т 
Е: Ут. 


(3.19) 


с вершиной в. точке (х (*;), х (<о)): 

= {< (<), х (<) + (8", 8), (5х0) =&()). (3.20) 
Пары соответствующих концов (3.19) образуют тот же конус Г с точ- 
ностью до о (®). 


Далее, ясно, что Г, есть подконус конуса К“.К — прямого произве- 
дения конусов А”, К. Так как К Сс Т (х (т)), то 


век). (3.21) 
Наконец, очевидны и следующие включения: 
д 25) К*.х (т), ЛЕ х (*,)-К, (3.22) 


где подконусы Кс К*, Кс К определены в п. 1 ив $2, п. 4. 

Обозначим через 5 луч, выходящий из х(т›) и направленный вдоль 
отрицательной оси 12°. Покажем, что луч х(т,).5, лежащий в прямом 
произведении К*.Т (х (<›)), не является внутренним лучом конуса Г. 

Допустим обратное. Тогда совершенно так же, как в $2, для любого 
достаточно малого = >0 можно доказать существование такого допустимого 
набора параметров [(3.18), удовлетворяющих условию (3.17), для которого 
пара концов (3.19) соответствующих варьированных траекторий 


у (#), О<1<1— ивр” У(, «Е, (3.23) 
лежит на луче х (т,)-5 и не совпадает с его началом (х (ти), х (<ь)): 


у* (с — т, - ер’) =х (<,), у(ч» - =р) = х (в) - 9 (—1, 0,..., 0), 9>0. 
(3.24) 
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Из условий (3.16), леммы п. 1 и сделанного предположения о том, 
что точка х (т,) — внутренняя для С, следует, что при достаточно малом 
=> 0 траектория у*(#), 0<1<т— р”, целиком лежит в С; траек- 
тория же у(#), "<< ер, лежит в С по построению (см. $ 2). 

Определим допустимое управление и (Е), ч— вр" Ев ер, и со- 
ответствующую траекторию х (1), ч— вр" << -ер, уравнения (1.5) 
формулами: 


88 (8) = 5 (1—1, хи =у(—И при м — вр’ << т, 


(И =о (1, х (1 =У (1) при <<< гр, 


где у’ (1), у (1) — варьированные траектории (3.23), 2’ (1), 5(1) — соответ- 
ствующие им управления. Очевидно, функции и (1), х(#), чех 
< -ер, удовлетворяют уравнению (1.5), и, в силу условия (3.17), 
` траектория х (1), <, — гр" <Ё<т, +ер, непрерывна в точке т и, следова- 


тельно, на всем отрезке т, — гр" <2<.т, | р. Ироме того, согласно 
(3.24), имеем: 


х (1 — вр") =х (1), х (то Ер) = (27 (12) —\, 2" (15), ..., 47 (12)),  м> 0. 


Но эти неравенства противоречат тому факту, что участок х (1), ч<Ё5<т», 
оптимальной траектории х(!), & <1<31, также оптимален. 

Итак, луч х (т,)-5 не является внутренним лучом для конуса Г. 
Из включения (3.24) следует, что 


аа < 24-4. 


Следовательно, существует опорная 2и-мерная плоскость к С в вершине 
(х (<,), х ()), лежащая в Х”\"" . Г (х (т,)) и отделяющая конус [ от луча 
х (<,)-°5. Обозначим вектор, ортогональный к этой плоскости, лежащий в 


ТТ (<›)) и направленный в сторону луча х(т!)-5, через (х“, Х). 
Мы имеем: 


х (52) Е Хх =х (т) - (Ж№..., м) ЕТ (х (2), (3.25) 

(Х, Х. (8', 8) =Х'. 8" Х:8<0, 50, (3.26) 

где 8", 8 определяются из формул (3.14), (3.15) при условии (3.17). 
Вектор 

(Х, д =0, (3.27) 


и потому векторы У’, Х одновременно в нуль не обращаются. 
Обозначим через 


$" (2), << т— т, (3.28) 


решение уравнения 


Ве 98 (х° (8), и Е 
$ = (х (9. (#)) 4", 


удовлетворяющее краевому условию 


$" (< ме 71) 55 х,, 
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где функции и” (2), х’(!) определены формулой (3.13) Через 
$ (1), << т», (3.29) 


обозначим решение уравнения 


. О В), 
$ И. © | 
с краевым условием 
$ (<) =Х 


Используя включения (3.22), так же как в п. Тив$2 получаем: 


—9 (0-10, и" (0) =Н(-9 0, х 0, и (0) = 
=М(—$ (0), х()=0, 011, 
Н ($* (2), х(2), в (1) =т($(0,х()=0;: с<ЕЗь. (3.30) 
Кроме последнего равенства, функция 4* (1), «<{<т,, удовлетворяет 
всем условиям теоремы 1, за исключением, быть может, условия ,), 


так как равенство Х=О и, следовательно, равенство 4“ (1) =0, не 
исключены. 


Пусть 
ОЕ, че (3.34) 
Очевидно, 
я = 9 р — — * 
Е ОЧ 


Н ($ (1, х(0), и(1)) =М ($ (0, х(0)) 


Из неравенства (3.27) следует, что хотя бы одна из функций % (1), 
4` (Е) отлична от нуля. Ниже доказано, что всегда 4 (№ ==0 и, следо- 
вательно, Ф (1) удовлетворяет всем условиям принципа максимума. 

Докажем теперь, что либо 


$* (<) =Ф (<) + иртаа & (г(т)), $ (1) =50, 
$ (<) иртад & (х (5)) =0, в=0. 


Тем самым условия скачка будут доказаны, так как функцию ФФ (1), 
<< т, можно принять за функцию (3.8), а функцию %* (1), =<Е<т,,— 
за Ме (3.9), если ф* (1) = 0. 
Варьированные траектории, концы которых заданы формулой (3.19), 
выберем следующим образом. 
Положим 


либо 


и ==.1, Я (6) =” ((), 
5"х (0) = 5х (<) = —М, 


где №— произвольный вектор, не касательный к границе &(х) =0 в 
точке х (т) и направленный наружу относительно области С; произволь- 
ность в выборе М достигается за счет соответствующего выбора функции 
В (см. 52, п. 4). Наконец, управление ® выберем без определяющих 
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точек, так что траектория у() будет строиться по выбранным парамет- 
рам р=0, бл =1, 5х (=) = —№, В при помощи конструкции, применен- 
ной при доказательстве леммы 152. Для векторов 8", 8, определенных 
по формулам (3.19), получим выражения [см. (3.7), (2.43)]: 


ое я * миг: И. 
2% “у. (3.32) 


т 


=> в. вом -А ^(0,@), 


а=0 


где 


$° (0) № = >) ф, (®) № =М. 


0 @а—=0 


№Мз 


[3 


Здесь через $” (1),..., $" (#), 0< {< т — чи, обозначена фундаментальная 
система решений уравнения в вариациях для уравнения (3.12). 


Через 4° (1), ..., $" (#) обозначим систему функций, сопряженную 
с $. (1, ..., $/ (1). Мы имеем: 


хи => хе. (=) м: = 


а=0 


т 


= Х мия) с-чм У х № = $" (0)-М, 


а,В=0 а&=0 


где $" (0)— начальное значение функции (3.28). Из равенства (3.34) сле- 
дует: 
Хх." = (@-М. (3.33) 
Аналогично, второе из равенств (3.32) дает: 
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Х.8 = — $* (*).М + \ Уо-^ 4 = — 4 (т). № — Аа 


где ^ (1) = —$' (1). Л(1). Используя выражение (2.44) для 5, и интегри- 


руя по частям, получим: 
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8 = — 4+ (<). — о 6% № [+ 


(Уч) ца 
|2 1=1 
= томе. м] Уч) О ма, 


1—1 


Складывая это равенство с (3.33) и учитывая неравенство (3.26), 
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находим: 


а мы О-о) м + 


+ > к) © < 0. (3.34) 


© И 


Зеличина 


72 

\ м у аз (х(1)) ©) м 

т 1—1 
может быть сделана сколь угодно малой при заданном М за счет выбора 
малых окрестностей ().,, входящих в определение функции ВА, в то вре- 


мя как первое слагаемое равенства (3.34) от этих окрестностей не за- 
висит. Следовательно, для произвольного вектора №, не касательного 
к границе 5 (х) =0 в точке х(т) и направленного наружу относительно 
области С, справедливо неравенство 


[$7 (<) — $* (<) Е Х (<) стад в (х (*))]. № < 0 
которое, В силу произвольности вектора М, эквивалентно равенству 
ф* (<) =$ (<) + цотаа ё (х (<). (3.35) 


Вектор $ (<) =Е=0, так как из равенства $’ (т) =0 и неравенства 
(3.27) следует неравенство фт (т) = 0; с другой стороны, из (3.35) полу- 
чаем соотношение | 

ф* (<) = иртад 8 (х (т) =Е0, 
которое противоречит включению (3.25). 
При Ф* (т) =0 получаем: 


$ (<) = истаа 8 (х (т)) =0, в==0. 

Таким образом, теобема 2 доказана в том случае, когда х (*,) — вну- 
тренняя точка области С. 

Пусть теперь х (*,) лежит на границе &(х) = 0. Этот случай легко 
сводится к рассмотренному: достаточно определить функцию Фь (#) на от- 
резке 0 <Е< т, где *, < 6, и затем устремить точку 9 к т; мы получим 
семейство функций Фу (1), 0<Ё<т, для которых существует искомая 
предельная функция $” (1), «<< +. 

Замечание 1. Если участок (х (1), <Е<*, также принадлежит 
открытому ядру области С, то неравенство (3.34) заменится неравен- 
ством 

($ (9—9 (°))-№<0 
из которого следует равенство 
ф* (9 =$Ф (59) Е иртаа д (х (т), в>.0. 


Замечание 2. Если участок х(1), м <», лежит на границе 
с (х) =0, то векторы отаа & (х (=)) и Г(х (<), и(т-- 0)) ортогональны и ус- 
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ловие скачка дает; 
$ (©) -1(х (®), и (*—0)) = Ф (4) { вотаа в (х (®))) 1 (х (*), и 2 0)) = 
=$` (9-1 (х (<), и («+ 0)) =М ($ (©), х(9)) =0. 
Отсюда вытекает, что если система уравнений относительно и: 
$ (®).-1 (< ©, и =М($ С) х()) =0 
имеет единственное решение 


и (= — 0) =и (0), 
_ 1 (а (<), и(=— 0)) = [(х (<), в +0) 


касается границы 2 (х) =0 в точке х (<); другими словами, оптимальная 
траектория в точке стыка х (т) остается гладкой. 

Замечание 3. Если оптимальная траектория лежит на кусочно- 
гладкой границе области С (до сих пор мы рассматривали область .С с 
гладкой границей), то уравнения движения всякого участка траектории, 
целиком лежашего’ на гладком куске границы, уже найдены в $ 2. При 
переходе траектории с одного гладкого куска границы на другой выпол- 
няются условия скачка, вполне аналогичные условиям (3.10), (3.11). 

Замечание 4. Условия скачка справедливы и для следующей оп- 
тимальной задачи. 

Пусть фазовое пространство ей разбито на две части Х,, Х» ги- 
перповерхностью в (х) = 0. Пусть в части Х; уравнение движения фазо- 
вой точки имеет вид 


то вектор 


: х == (х, и), 
а в части Х, — вид 
хи. 


Требуется выбрать такое допустимое управление, чтобы фазовая точ- 
ка из начального положения 6 Х, попала на прямую пс _Х.,, парал- 
лельную оси 25°, и координата 2° конца траектории обратилась в мини- 
мум. 

Траектория движения в каждой из частей Х,, Х., будет удовлетво- 
рять принципу максимума, а в момент перехода через границу раздела 
2 (х) =0 будет выполняться условие скачка. 

При выводе условия скачка в рассматриваемом случае начальное сме- 
щение варьированной траектории должно лежать строго на границе раз- 
дела 2(х) =0. Поэтому лемму п. 1 невозможно использовать и доказа- 
тельство $ 3 проходит лишь в том случае, если ни один из векторов 
Р(х (<), и (т—0)), Е(х (<), и (< 0)) в точке стыка х (=) не касается гипер- 
поверхности в (х) = 0. Мне неизвестно, справедливо ли условие скачка 
и в том случае, когда хотя бы один из этих векторов касается грани- 
цы раздела 8 (х) = 0. 

Если изучается обычная вариационная задача, то из условия скачка 
непосредственно следуют известные условия преломления экстремалей. 
В качестве примера мы выведем здесь эти условия для простейшей ва- 
риационной задачи. 

Пусть плоскость х, у делится линией 5(х, у) =0 на две части Х,, 
Х», и пусть заданы две точки (х,, у) Е Х., (2%, У) ©Х,. Требуется сое- 
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динить эти точки непрерывной кусочно-гладкой линией у = (7х) таким 
образом, чтобы интеграл 


\ Р(т, у, У’) ах, 


где Г 
Е(х, у, у) = (т, у, У) при (2, У)ЕХ,, 
Е(х, у, У) = (2, у, У’) при (т, У)6Х, 
и /, > — гладкие функции своих аргументов, обращался в минимум. 
Введем обозначения: 


х 
| 


п = Е (тл У, У бара, 2 у =. 

х! 
Область © допустимых значений управления — открытое множество чис- 
ловой прямой. Принцип максимума записывается следующим образом 


(легко доказать, что ф, +0 и, следовательно, можно положить ф=— 1): 
= (АУУ фо = 0, 
: ОЕ 
ме ВЕ 
. р г де 
РЕНИ, ф = 55? 


Н =— Е (т, у, У) + ф, {+ Фу’ = шах = 0. 


Условия Н = тах и Н = 0 соответственно дают: 
Е ОЕ 
| тЫ / 
Ф>2 ду’ .) ф = Е — ду’ = У. 


Из условия скачка ф’=ф - шотад 8 (х, У) следует: 
д д м ; 
ИЕ ЛУ + м, 
+ — 9% _— ,. 2 
ф> вые: ду’ та ;--ы а, 
где (№1, №) — вектор нормали к линии 2(х, у) =0 в точке перелома 


траектории. Обозначим через {7’ тангенс угла наклона касательной к 
кривой в = 0 в точке перелома. Имеем: 


9/8 _ дл 
ду’ ду ри Е 


ИЕ г. (лу == Бу 


откуда получаем известную формулу [см. (1)]: 


НИ — =." — (и). 


$ 4. Общий принцип для определения оптимальных траекторий 


Объединяя теоремы 1, 2 и принцип максимума, мы приходим к сле- 
дующей теореме, дающей полную систему необходимых условий, кото- 
рым удовлетворяет всякая регулярная оптимальная траектория, являю- 
щаяся решением оптимальной задачи $ 1. 
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ТЕОРЕМА 3. Пусть оптимальная траектория уравнения (1.5) цели- 
ком лежит в замкнутой области С, содержит конечное число точек сты- 
ка, и пусть всякий ее участок, лежащий на границе области С, регу- 
лярен. Тогда всякий участок траектории, лежащий в открытом ядре, 
области С (за исключением, быть может, концов траектории). удовле- 
творяет принципу максимума; всякий ее участок, лежащий на границе 
области С, удовлетворяет теореме 1; в каждой точке стыка выполняет- 
ся Условие скачка (теорема 2). 
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Серия математическая 
24 (1960), 357—368 


Н. И. ФЕЛЬДМАН 


О МЕРЕ ТРАНСЦЕНДЕНТНОСТИ ЧИСЛА х 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В настоящей работе выводятся оценки снизу для величин |п—Ё| и 
[алт”---.-- алл + 40|, где Е — алгебраическое число степени п и вы- 
соты Н, а целые рациональные числа а, удовлетворяют неравенству 
[а |< Н. Оценки получены в виде функций от пи Н для случая, когда 


п 11? (п + 2) < УШН. 


Высотой многочлена называется максимум абсолютных величин его 
коэффициентов. Высотой алгебраического числа называется высота не- 
приводимого многочлена, корнем которого является это число. 

Мерой трансцендентности числа 6 называется функция 


Ф(Н, п, = шо |4 + аб-+.--- а" |, (1) 
е<н 
ге ата +... Ра +0, ак — целые числа. 


Эта функция для трансцендентного С всегда больше нуля, однако 
с ростом Н и п она убывает. Пользуясь принципом Дирихле (см. ниже 
лемму 1), легко показать, что 


с®Н ", если С — вещественное число, 


Ф(Н, пд < в (2) 
СН 2? ,‚ если С — комплексное число, 


где с зависит лишь от 6. 

Мера трансцендентности числа тесно связана с минимумем абсолют- 
ной величины разности между этим числом и алгебраическими числами, 
высоты и степени которых не превосходят соответственно величин Н ип. 


Это видно из приводимой ниже леммы 3. 

Оценки снизу для меры трансцендентности числа п и модуля разно- 
сти между п и алгебраическими числами выводились различными авто- 
рами. В 1929 г. Попкен (!) доказал, что для алгебраического числа 0 
степени п и высоты Н справедливо неравенство 

А 
[бо 
где у=у(п) не зависит от Н."Из леммы 3 вытекает, что такая же оцен- 
ка снизу получается и для функции Ф_(Н, п, пт). 
В 1929 г. Зигель (2) доказал, что 
—=Н 
Ф(Н, п, т) > с(п, =) Н ь 
ав 1932 г. Малер (3) установил неравенство 
св 
(Я, п, оно, (3) 
где с, (п) не зависит от Н; ас>1 не зависит от п и Н. 
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Все эти неравенства относились к случаю, когда Н растет, а п ос- 
тается ограниченным. В 1948 г. автором (были получены оценки меры 
трансцендентности] для случая, когда пи Н изменяются независимо 
[см. (4), (5)], и установлено неравенство: 


Ф (Н, п, п) к е—®(п т пен шН) ш (п ш 2+ Ш Н), (4) 


где 1 — абсолютная постоянная. 
В 1952 г. Малер (°) уточнил свое неравенство (3). Он получил 
оценку Ф (А, п, "), соответствующую неравенству 


Ф(Н, ин", (5) 


гдес>1 не зависит отпи Н (Малер формулирует свой результат в 
несколько иной форме). Неравенство (5) точнее неравенства (4), пока 
п<Шш А. Если же п рабтет быстрее, чем ш ш Н, то более точным бу- 
дет неравенство (4). В настоящей работе выводится неравенство 


Ф(Н, п, т) > Нм, п] (п+2) < УшА. (6) 


Неравенство (6) точнее неравенства (4) при п << ш в А, т. е. для тех 
п, при которых неравенство (5) лучше неравенства (4). Но неравенство 
(6) дает также оценку, значительно более близкую к естественной 
‘границе (2), чем неравенство Малера (5). Очевидно, существует такое по, 
что для п>по совокупность неравенств (4) и (6) дает более точную 
оценку, чем неравенство (5). 

Настоящая работа базируется на дальнейших усовершенствованиях 
метода работы (5), опирающегося в основном на идеи, с помощью кото- 
рых А. О. Гельфонд решил 7-ю проблему Гильберта [см. (?)]. 


8 1 
ЛЕММА 1. Пусть 


Гл (т) = аи. + +. ах, р То, По < г, 


— то линейных форм с вещественными коэффициентами от г перемен- 
ных. Если Эля всех целых х; из интервала 0 < т; <)? справедливы неравен- 
ства 

< Арон ао, 
то можно выбрать такие целые числа т ,..., Т.о, Удовлетворяющие ус- 
ловиям: 

: 2 2 

| 5;.0|<32, р. + р > 0, 

чтобы выполнялись неравенства: 


<, Ао а о (7) 
о 
Доказательство этой леммы зриведено в работе (5) (лемма 1). 
ЛЕММА 2. Пусть Ё— алгебраическое число степени п и высоты Н 
Если | 
м 


В= Зан-+0 


=0 
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и целые рациональные а, удовлетворяют неравенству !а!| < А, то 


рые ета Н)+п т А} 7 (8) 


Доказательство. Пусть &,..., и — числа, сопряженные с =, 
а 6, — коэффициент при 2” неприводимого уравнения, корнем которого 
является Е. Число 5, &,--.&,, где [,....& — различные числа из мно- 
жества 1,2,..., п, является целым алгебраическим [см. (8), стр. 95}. 
Поэтому или В =0, или 


[65° [[ (ао ав + - ---- амёМ) [>1. 
Отсюда следует, что у: 
1 


ВА" ПЕ м | 
1=2 


Но 
Пар) < + “нН в" | (9) 
1=2 


(см. лемму 3 работы (5)], так что 

1 Й 
ГМА + ОтьЗНУЕ | 7 денмвтм` 
ЛЕММА 3. Пусть 

Р(2) = в.а» |щ|«Н, щ>0, 


[8 


— многочлен с целыми рациональными коэффициентами без кратных кор- 
ней, Ё,..., и — ег0 корни, © — произвольное число. Тогда 


1Р (9 | 2 а." @" Нан) ши |6 — & 40. 
1<1<пъ 
Доказательство этой леммы содержится в работе (5) (лемма 5). 
ЛЕММА 4. Пусть Сь у не зависят от 2. Если 


Ч —19—1 


1 (2) = У; У Сь ше", 
К—0 1=0 
то 
4—1 4,—1 Ч,——1 А А | 
: т 8+1)! 91, их, Ат АЯ 
Сыа= У У 19 (2) У (—1 Сре Ве жит (2) 
8=0 х=0 т=0 
(10) 
где А — определитель Вандермонда, построенный из элементов Р, 
1 $ =0,1,..., 9—1, 41, в: — @лгеб раическое дополнение элемента [\ 


(дляз т > 9—1 считаем Ва, в: = 0), А, — определитель Вандермонда, повт- 
роенный из элементов 1, К, х = 0,1,..., 40 — 1, А, х, ку — алгеб раическое 
дополнение элемента 2*+т (для Е + т`> 9, —1 считаем А! х, ку = 0) 


Доказательство этой леммы также находится в работе (5) (лемма 6). 
ЛЕММА 5. Пусть "< У;-+9—1. В каждом из 4 произведений 
1.2...8:. 2-.3-..8(8 +1); 3.4... (8-1) 2);...; (1) 
(9-1)... (8-+9—2) 6 +9—1) 
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различными способами вычеркнем по < множителей. Для сбщего наиболь- 
шего делителя 4; получившихся чисел будет справедливо неравенство 


а 5-е Е: (12) 
Доказательство. Общий наибольший делитель 4 чисел (11) ра- 


вен $5!. Пусть 
Фо ЬР в оба ВИО 
р<8-9—1 р<3-+9—1 
Подсчитаем, насколько может уменьшиться степень простого числа р, 
входящего в произведение #(Е- 1)... ($ + Е—1), &<94, после вычерки- 
вания т множителей. Разберем два случая. Пусть сперва 


5+9 814 
РЕ 0 ба. 


Тогда в произведении (Е 1)... (#- $ — 1) число р содержится в сте- 
пени, не большей с, следовательно, для таких р р — Вр < о. 


Пусть теперь о Если даже считать, что из произведения 
Е(Е-Л)---Е-5—1), Е<а4, 
вычеркиваются чистые степени р, то для таких р 


ш ($ а—1) 
ЕО. 


Таким образом, мы приходим к неравенству 


аи ера П >= |] м=а4, 
ы м 


Т-<р«м 


Воспользуемся функциями простых чисел: 


;) = Хр = 


р<х р<х 
где р — простое число. Тогда 


ви [9 (5. Я] ар (=) = 
= (“в 19 (+ < № (№). 


Учитывая известные оценки [см. (°)] 


оао ечитя), в +0 (5), 


где а_> 0 — постоянное число, получим: 


ма ное ое И 


Ш 


ВЫ о но ( .п)|< пе м У ры а 
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Используя известное неравенство 


Ули 


К=1 

и тот факт, что ВА тВИе условия << Уз 9—1 =ИМ выполняется 
М 

неравенство Ш. ит М, находим: 


ш 9 < М (ш*-- 1) - О (М шеи" мм) + МО (ых) в 


= Мот шо- о(ит), О. 


Таким образом, 
а И 
откуда и следует неравенство (12). 


лЕММА. 6. Пусть. (2) = (2), 7ь (2) = [611 (2)],К==2, 3... Тогда, 
если 07 (2) = 71° (2), справедливо неравенство 


Ут (2) = "2 Р(р+ 1)... (+ т— 2) (Р+ т. 1) 7 (2). (43) 


Доказательство. Пусть эта формула верна для т = $. Покажем 
что она верна и для т =$- 1. Имеем: 


Дела (2) == [е2Хь (=) == ее (0-1)... О — ЮГ = 
== [е*2Р' (5) = зе (3-5 ет == (0 -- $). (2) = 
= е** 0(Р-1)...(Р-;—1)(Ю-+ $1 (2). 
Так как для т= 1 формула (13) верна, то она верна для всех нату- 
ральных т. 
ЛЕММА 7. Если }, (2) имеет тот же смысл, что и в лемме 6, то 


8 
= \ (5) 
(= ее У 4..7 (2), 
в=1 
где Ав. з — Натуральные числа, удовлетворяющие неравенству: 


Аз, < 2%! (в!)-1. (14) 


Доказательство. По лемме 6, 


$ 
Зы [62 
1» (в) = 06—52 А. ,0°/ (2), 
1. 
где А.,: является суммой различных произведений, каждое из которых 
состоит из $—0 различных множителей, взятых из чисел 1,2,...,$— 1. 
Отсюда следует, что 
85—56 (Е 5—8 1)! 
=! (© — 6—1! 


$2 
ТЕОРЕМА 1. Существует такал абсолютная постоянная Аз, что для 
любого алгебраического числа ЕЁ степени п и высоты Н, для которого 
п 11? (п -- 2) <ИША, справедливо неравенство 


Я (16) 


Дт 6 < 2“! (в!) (15) 
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№ 


Доказательство. Покажем сначала, что неравенство 


ты Е = Не п ш (1-2) (17) 


невозможно для достаточно больших Н, если пп? (п + 2) < Ут. До- 
пустим обратное —что это неравенство имеет решения для бесконечно 
возрастающей последовательности Н и покажем, что такое предполо- 
жение приведет к противоречию. Положим 


— [1508 п ш (п +2), а= [450 шН], С= 5180” 12 0}, 


(18) 
тж =150 па (п ++ 2) 50 = [450 в 1. 
Рассмотрим функцию 
Ч Га-+ п—1 
7 (2) = № р Ск. кет, Окт = ы Сб". (19) 
й=0 1=0 т=0 
Для ее производных имеем т 
. 4—1 9—1 | И 
= У Сы М ыы Те. (20) 
№=0 1=0 т 
Пусть /. (2), 5 =1,2,...,— функция, введенная в лемме 6 равенством (13), 
а /› (2) = / (2). Для таких функций справедливо равенство 
@—19—1 
1з (2) = 2 р Съ, 5, а, з (2), 
К=0 1=0 


где функции Ех :(2) получаются из 2%" по тому же правилу, как 
{3 (2) получаются из ] (2). Очевидно, 
к 
Ек, в, (2) = е 1—1 > А жы 


6=0 
причем коэффициенты Пг... имеют вид Ору: в = т Я Е 
=} 
где (1, 45,..., [5 — набор $—в различных чисел взятых из множества 
ЬЕ--1,..., [+ $-1, а суммирование происходит по всем таким набо- 
рам. Из леммы 5 * вытекает, что общий наибольший делитель 4, всех 
чисел [115...[:, а значит, и целых чисел О К =О,1,..., 9—1, 


1=0,1,..., 4—1, с =0, 1,...,К, будет не меньше, чем 
$1 е-— (2-Е =-Н1 49°) (8-4), Е ий. 
Рассмотрим выражение 


бет) = да фт (1-9 4, (ка) = 


6в=] 
49—19—1 п1 КЁ 8 


=Я ххх (6: пива Роя, 


Е=0 1=0 т=0 {==0 о=1 


* 2 
Неравенство п 1? (п +2) < УшН и равенства (18) показывают, что условия 
леммы 5 выполняются: 


т = 4%--1< 150 п № (п +2) < Уз 
для достаточно больших И. : 
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Пя о = О, =, 601, 4..5 -—4. воледожвие (12) и 
(14), справедлива оценка: 


| (|< дтвь 2" (до — Пе вече а 649 


- шах {4° (5!) 12° 51 (в1)-1} шах | С©), |. 
1<в< 
Так как отношение 4°/с! не больше, чем ей, то вследствие (18) и 
условия п< УШН для Н>Н, получаем: 


| фз, х (п) | < 95! 975,2" п--4.—2 а ФЕ 9) мах Ст Я < 
2 


еб (13 Н)-4-1508 1п Н-| {2 + = 4-11 (150%%)} (1503--2-1503) 11 Н-Е150* п Н тпах Сб < 
= [215 10 (150 п) пах | С°) |. (21) 


Эта же оценка будет справедлива для Паф,, „(п) и Веф., „(п), которые 
предетавляют собой линейные однородные формы от СС». Всего таких 
форм то = 2$, (22 —1) от г= Чт параметров с В силу леммы 1, 
можно выбрать такие целые С“, не равные нулю одновременно и не 
превосходящие по абсолютной величине числа С из (18), чтобы выпол- 


нялись неравенства: 
2Н2-150° 11 (1503 ®) С 
| Ве $», х (п) |, | Ша фь, х (п) | < 
(С++ 12% (22—1) 2 


р 


Учитывая (18), получим неравенство: 


Чо 


(С ие 1) 280 (2х.--1) ев о > 


: ть {150% 1 1 (п-Е2)—1$ {150? 11 Н—1} 1504т п (150) 
> д” 1 (150% ®) 2.150 [п Н.2*150-® ш (п--2) = 2 ы Н 4,5 , Н > Но, 
так что 


| Вефь, х (п) |, | Мп фь, х (п) | < 


уз. 
150%т 11 (15097) а, 


<2Н 45 Н.В | (22) 


Каждое из выражений Веф, „(п) и Паф., „(п) представляет собой 
многочлен от п с целыми коэффициентами. Рассмотрим эти многочлены 
в точке &: 


3.1508 п (15030) — 


Ца, ©) = Мафь = (®) + |, О, (23) 


откуда следует: 
ЦИ фь, = (8) | < | Мф», = (^) ||" — | ах [1 $», (9), 0<8< 1. (24) 
Оценим величину ф, „ (©). Имеем: 


шах |, „© < 
с=т-+0 (=—п) 


р; ССВ ре и ар Аиа (Е-т-О (т 


з 
> 
| 
= 
Е-) 
| 


Л 
м 
1 м 1 
1 М= 


> 
| 
> 
— 
й 
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Публь 3—0, 1,..., 5—1 Л аш=0, +1, 32,..., +(4%-— 1). Восполь- 
зовавшись (12), (14), (18), условием п < У: Н и тем, что 4° /о! не боль- 
ше, чем 61, получим неравенство: 
шах  |Шаф, „(©|< 
б=я-0 (&—п) 
2 : 
< ап 3 зп (150°п) 11 Н--а-150° 1 Н + {2-=-- 1 (150%%)} (150°-2-150?) 1 Н--150ш Н < 


а 10 (150 г. Н т Н: 


(24) 
(2=0, 1,..., 4 (4% —%), ‘$ =0) 4:50 —), 
из которого, с учетом (17), (22) и (24), выводим оценку: 
1 а Зи, \ 7 з з. 
т ф., „(В ЗН 15050 4 Нот шин тп (40") 
т м | 
> РЕ п 11 (150%п) | Н -& ря (25) 


Выражение [иф, х(Е) представляет собой многочлен от & с целыми 
коэффициентами степени 4 {+ п— 2, высота которого не превосходит 
величины Н?"15°' 1 450”) (легко видеть, что оценка (24) распростравяется 
й на высоту многочлена ф., х(2)): Применим к этому многочлену лемму 2. 
В нашем случае 


о (26) 
следовательно, если Пиф», „ (&) =0, то должно выполняться неравенство 
Ноа фь, «(&) |-> е- {950-42 п 1 (8-49) (и па вт Н)4яа-180° 1 (109%) 0 Н) 

т. (27) 
Так как неравенства (25) и (27) противоречат друг другу, то 
Ци фь, = (5) = 0”. (= 0; 4% ..., О-о. 


Точно так же доказывается аналогичное равенство для Веф. „(Ё) при 
тех же хи $. Значит, и 


фв, = (= 0” (об Гол. Еще ©). 


Пусть Ф,, „(2) — многочлен, получающийся из ]. (22) заменой п на И 
а Р.,„(2) — многочлен, получающийся из /® (122) заменой т на 2 (замене 
подлежит и т, входящее в коэффициенты С» 1). ° 

Очевидно, 


Ф,, = (=) = 1. (120) = 4 фь, = (п), К, (к) — /® (в). и. 
Далее, по лемме 7, 


Ф;, (п) = 1 (пай = (—1)°Т У 4, /° (ка (1) у Аз, х (п), 
Ф,, х (&) = (— в 2 рн х (Е). (29) 


Но — 
Ф,, х (Е) == 4: Фь, х (8) 0 
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для я = 0, 1,..., + (2—1), $=0,1,..., 3—1, а определитель системы 
Ал, 1Ё 1, х (5) =0 
Ак (2) = 4 5 (5) =0 
Аз, 55 (Е) т А,, >, 5 (Е) —^ Аз, зЁз, х (5) == 


ое то Ка а о ее ея О 9 а те 


А, 1125) == А., аий. а (=) Е Аз, 8— г. х (=) ыБз 
Е ый, ах (8) = ЕЕ о 


(30) 


—— мкм 


равен А; :А,,›... А. =1 (легко заметить, что А» = 1), следова- 
тельно, справедливы равенства: 


не Пе о 
Но.тогда для тех же х и $ многочлены Р., „(т), а значит, и многочлены 
1®) (пхё), делятся на —Ё Кроме того, для тех же хи $ 


К (^ тат) = Еь, « (п) = Р., х (п) — Вь, х(8) = 
Ч —14—11—1 КЁ 


а = У > > № С С > с ах (к РЕ 


и—0 1=0 1=0 1=0 


Чт 9-1 п Я 


Рори. СС ее «9х 


ЕЕ а. О) 


следовательно, из (17) и (18) вытекает неравенство: 


[5 


[7 ) (та) | | аа | ан” т (150°п) ру150* ша е0 (шв ЗН) = 


— > 1507% 1п (п--2) 


<Ч“Н 7 й —Но 


(31) 
Е и) О, 


Покажем, что доказанные выше свойства выражений 7®) (пл) спра- 
ведливы для еще большей последовательности чисел х. 

(ООО Е ЛИМА, У ОИ о Инь бу й 9—0 в. 
2,..., (2—1), 1< и < 1502.2, в р— целое, справедливо неравен- 
ство (31), то это неравенство справедливо для $ =0,1,..., 5—1 их = 0, 
+4, =2,..., + 2иь—1), и для тех же х и $ многочлены }® (к) 
делятся на п—&. 

Доказательство. Воспользуемся! интерполяционной формулой 
Эрмита: 


в: 2 (2 п?) (22 + 4т?)... (2 [еуи — 9) | 1 (©) 45 
а ы е а ри 2 | 
=5т-Хо 


а Е. 
Е 


К=0, № и, 2 (Мол —1) 8=0 


* Цля 5 =0 это вытекает из того, что Ф, „(5) =Р, „(Е 
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2 (23+ п?) (22 | 4п?)... (22 + [тор — 199) е (С — = 6 
© | С =?) (+ 4)... (8 [20 — т) 2—6 
&—пхй= = 
Оценивая интегралы правой части и пользуясь неравенством (31), 


получим оценку: 


| { 1) 
брт Зракот др??? + реал? у (рхе— К 
я |7 (2) 55 тт — 2 \Брхот Оби? — 22а ь 
орз 20 о о ты о 
я п \—1 Е р 

, 21780 тах--Н ме" +8 (5-) (была) > 2 рол 
Сб к ео 
хора ) | © — [ов — 1] 79) ($ — [в — 2] п)...5... ($ + [х20в — 1] п) ® 


Оценим снизу знаменатель второго члена правой части. Три наимевьших 
множителя стоящего в знаменателе произведения не меньше, чем >- ‚ сле- 
дующие два множителя не меньше, чем у ‚ следующие два — не меньше, 
чем т, ит. д. Поэтому 

| (© — [хор — 4] пд) (© — [тов — 2] т) ...6... (С - [ош — 1] пй)| > 


ео иен) 


п 2х1 
= (=) 13.5... (28 1).4.3.5... бы — 2-7) = 
® и (2-4)! (дряь — 2—7)! 
а а 1 4)1 — 


са ть 1С (26 -- 1)! (ря, —2 —7)! 
= (3-е оба 


зрх-1Р (4рз, — 6)! С, я п \20%—1 Е: 
=8 (- =) (255 — 4)! ть = и # (2х = 3) ‘ 


откуда следует: 
° о (ва 1) нь 
ет < — г Семенова 8) | 
2 = 
+ (=) сео анну [19 ди [ Зоо и р 
г ЕЕ 
у 2 


бет и (4) р (150* а Н— {ета ( 2—2) 1509 п (15091) 1 НИ-ьяр-1боза 1 (п) 1а Н--О( 3 Н: у 


ыч 


1 
$ я . з п ми о ` 
Я ** 16о’т, 11 (и+2)--150* 18 (--)+аве-но (п ЗН) Белво“л ла (п-2) 1 480 


—р.150% 1 (п--2) 


<Н ЕН (32) 
так как 
150 — аш ЗОН 5, 


п ш (п - 2) 
> в. 1,4 (150— а - 


= 150% + в (150.0,4 — 2,8 — 5=) —1—3 1150 > 150 +- 425.0,4 —2,8 — 
—5*"—1—3.4,83 > 1504 + 50 —2,8 —15 и. 
— 51507150 150? + 150“ ш 430 < — 10. 
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а 1 


1 
Н- 15° ворот 11 (п-2)--О (ши ЗН) ы а. 1507 п (и--2) +0 3 


Н} 


— 1.150“ 1п (п-2) 


<Н ОВЕН. 
Пусть <<5, —1. Тогда из (32) получаем: 
(в) 1 (2) а2 с!| ›‚— 150‘ Та (п-2) 
шах 121) | = А —Н 33 
«ар. —1 = он к ов ле" — по мы 


Перейдем снова к т фз, х (2). По лемме 7, 


Фв, = (п) = 1 (п28) 45 * = (—1)°_ 9 у Ао, в (пай), 
6=1 
где 4; — общий наибольший делитель коэффициентов многочлена }» (п2й). 
Из (33), (12), (14) и (18) получаем Е 
|фь, = (п) |< +=-На ая @+0 (51-1 у 2'51 (1) =. о 
6=1 
НО _ е Е 3 80 м НН 
(34) 
ПО о О 
0 


Эта оценка справедлива и для Веф., „ (п) и для Ппф., „(т). Теперь из (47) 
(24), (24’) и (34) получаем неравенство: 


1 
— — №150*® 11 (п-2) 150 р 
| ла я (=) = Н 2 | Н 150% п (п--2)- 3.1503 1п (150%) = 


= [.150%п. 1 (п--2) 


<. Н` , Н —- Но 
(ЕО, АЕ @-м), $ =0,1: 2:20). 
Выражение Пиф, „(2) представляет собой многочлен, степень и высота 
которого удовлетворяют неравенствам (26). Применим к этому многочлену 


в точке Ё лемму 2. Мы получим, что или [иф. х(& =0, или справед- 


ливо неравенство (27): 
| Ти о [6] | = Н` 5°150°® 11 (150%) 


О ЕВ -0, 0..5 — 0 
Это неравенство несовместимо с неравенством (35), поэтому 
ПП к, КО = ОЕ. ео Ши обе О,1,5.., 85-5): 


Тот же результат получается и для Веф., „ (&), а значит, и для Фе, х(). 
“Теперь из (28) и (30) выводим, что /“® (пб) для 2 = 0, + 1,..., + (2%, —1), 
5 =0,1,..., 5—1 делится на п —&, и для тех же х и $ справедливо 
неравенство (31). Лемма доказана. 

Для в =1 условия основной леммы, как это видно из неравенства (31), 
выполнены; таким образом, применяя последовательно основную лемму, 
мы получим, что для х = 0, +1, 2, .‹., - (3.1508 2 — 1), $з=0,1,... 

., $5 —1, а следовательно, и для < = 0, 2,4,..., 2(4% —1) и $ =0,1,.. 

., 5—4, многочлены /® (122) делятся нат --Ё. Теперь из формулы (10) 
вытекает, что все коэффициенты С»: делятся на разность п — &. Но Ск, | 
являются многочленами от п степени п —1, а  — алгебраическое число 
степени п; значит, все многочлены Сх1 должны быть равны нулю, т. е, 


(35) 
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все числа С) равны нулю, а это противоречит их выбору. Таким обра- 
зом, неравенство (17) для достаточно больших Н невозможно. Выбрав 
достаточно большую постоянную Л.,, мы получим неравенство (15), спра- 
ведливое для всех Н. Постоянная 1507, стоящая в показателе степени 
правой части неравенства (17), может быть значительно уменьшена. В на- 
стоящей работе автор не старался получить наилучшую постоянную. 

ТЕОРЕМА 2. Существует такая постоянная А, что для всех Н при 
условии п п? (п | 2) < УшЯ справедливо неравенство 


в: | (36} 
Доказательство. Пусть 


БР (=) [чеков а бб В 


Тогда хотя бы для одного из неприводимых множителей Р. (2) много- 
члена Р(2) справедливо неравенство 


а о (37) 


где п, — степень многочлена Р, (2). Из неравенства (9) и условия п <И ШИ 
вытекает, что для высоты Н, многочлена Р, (2) справедливо неравенство 


Ни Ни Н 
откуда 


- Ам  (пь-2) 


Рен, (38) 
Пусть Е — корень Р’, (2), наиболее близкий к т. Тогда из леммы Зи 
неравенства (38) получаем неравенство 


- Мати 1 (п?) 
х 


|“—Е < [Р, (п) | ‘Фа Но < сти ит В 


которое для достаточно больших Л., вследствие теоремы 1, не может 
иметь места. 


Формулировки полученных в настоящей работе результатов содер- 
жатся в работе (1). 
Поступило 
40. ТУ. 1959 
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О КОРРЕКТНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе исследуются корректные краевые задачи для любого ли- 
нейного уравнения с постоянными коэффициентами вида 


тТ—1 . 
(нь 2-3 У р 2) т] уе Евы 1) Й 
бе при. «(5 » >, дх д (1) 


в полупространстве #>0. 


Для многих конкретных уравнений вида (1) корректные краевые за- 
дачи в полупространстве #>0 хорошо известны. Например, известно, 
что для волнового уравнения ик = -- Ди следует задавать и(х, 0) и 
и: (1, 0) (задача Коши), а для уравнения Лапласа и„ = — Ди следует 
задавать только и(х, 0) (задача Дирихле); для уравнения теплопровод- 
ности и, = Ди следует задавать и(х, 0) (задача Коши), в то время, как 
для обратного уравнения теплопроводности и, = — Ди задача Коши некор- 
ректна, а сколько-нибудь естественные корректные задачи (не в классах 
селых функций) не известны (мы не уточняем сейчас дополнительных 
1 ребований к задаваемым функциям). 

Оказывается, что для каждого уравнения вида (1) может быть ука- 
зана корректная краевая задача в терминах преобразований Фурье. 
Именно, она состоит в задании преобразований Фурье функций 


ет ди (х, 0) 97 1и (т, 0) 
и (х, 0), и о - 
на определенных множествах п-мерного пространства. 

В тех случаях, когда эти множества совпадают со всем (п-мерным) 
пространством, или когда они пусты (с точностью до множеств меры 
нуль), и только в этих случаях, задача приводится к заданию самих 
функций 
дт—1и (т, 0) 

й (2 Фамек ое 
(может быть, не всех). 

Естественно, что определение корректности должно содержать ука- 

зание на тот класс функций, в котором рассматриваются решения. Для 
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наших целей наиболее подходит пространство &, состоящее из всех квад- 
ратично ‘интегрируемых функций /(2)=](21,..., 2»), определенных в 
п-мерном вещественном эвклидовом пространстве А„=А»‚ (5), иих производ- 
ных любого порядка. Производные определяются по правилам теории обоб- 
щенных функций в предположении, что исходные функции задают обыч- 
ным образом линейные непрерывные функционалы в каком-либо из ос- 
новных пространств, состоящих из бесконечно дифференцируемых функ- 
ций [например, К или 6, см. (1)]. Можно понимать такие производные 
и формально. Такого типа простейшие обобщенные функции по существу 
рассматривались еще С. Бохнером (?) в начале тридцатых годов. Впро- 
чем, как мы увидим ниже, окончательный результат можно сформули- 
ровать и в классических терминах, без обобщенных функций; решение 
соответствующей краевой задачи будет обычной функцией, если потре- 
бовать от начальных функций некоторой дополнительной гладкости. 

Двойственным к пространству Ж в смысле преобразования Фурье 
является пространство Н, состоящее из всех квадратично интегрируемых 
функций р (с) =8(с1,..., с»), определенных в п-мерном вещественном эв- 
клидовом пространстве А„=В»„ (с), и их произведений на любые многочлены. 
В частности, пространство Н содержит все функции 2(с) не более чем 
степенного роста при |<|-> со, поскольку всякая такая функция, буду- 
чи разделена на положительный многочлен достаточно большой степени, 
например вида 

Иа... в) 


становится квадратично интегрируемой. Очевидно также, что в прост- 
ранстве Н допустимо умножение на всякую функцию не более чем сте- 
пенного роста при |с |-> оо. 

С топологической точки зрения пространства # и Н представляют 
собой счетные объединения нормированных (даже гильбертовых) про- 
странств. Так, например, 


= И Н® 


4=0 


где Н® есть гильбертово пространство с метрикой 


Е1 (6) 82 (6) 45 
СХ 


Последовательность 8, (в) ЕН сходится в Н к нулю, если при некото- 
ром (следовательно, и при всех достаточно больших) 9 для элементов ©, 
определена норма 


(в, Вуда = |8, [в 


и ||8.|->0 при у-> со. В соответствии с этим последовательность 
1, (1) Е сходится в Ж в нулю, если существует дифференциальный опе- 
ратор Р такой, что |, =ДОЕ,, Е, Е[» и Е, сходятся к нулю в Г... 

`Последовательность &,(с) ЕН ограничена в Н, если вее Е, принадле- 
жат к одному и тому же Н®. и ограничены по его норме. 
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Последовательность $, возрастает в Н не быстрее некоторой (числовой) 


4 
функции п(у), если последовательность —— &, ограничена в Н. 


п (у) 

Аналогичные определения естественно формулируются для случая се- 
мейства 5, с непрерывно меняющимся параметром #. С помощью преобра- 
зования Фурье эти определения переносятся и в пространство 2. 

Будем говорить, что вектор-функция (о) = (5, (5),..., ит (9)) при- 
надлежит пространству Н, если ему принадлежит каждая из составля- 
ющих этого вектора; такое же условие примем для пространства 2. 

Рассмотрим в пространстве 2 систему дифференциальных уравнений 
вида 

т 


ди. (х, 
С = > рн) 
К=1 


(2) 
и, 


где Р» — многочлены максимальной степени р, а дифференцирование но 
: понимается как дифференцирование по параметру и в смысле тополо» 
гии. 2. 


Двойственная система в пространстве Н имеет вид 


1 


до; (с, &) г 
—;— => Рио (, 1) 

к= 

(2) 
Я и 
Пусть »; (5),..., ^ж (5) — характеристические корни матрицы Р (в) = 
= || Ру (с) ||, т. е корни уравнения 
4её [Р (с) — ^Е] = 0. 


Нумерацию корней установим в порядке возрастания вещественных 
частей: 


Ве», (с) < Ве*. (с) <... < Ве» (0). 


Обозначим через (С; множество в пространстве ВА» (с), выделяемое 
неравенством Ве»; (с) < 0; очевидно, что 


В би 


Каждой точке с сопоставим т-мервое эвклидово пространство О. из 
векторов Ё = (&,..., вм) и обозначим 


ВИ =}. 


2=1 


Матрица Р (с) определяет в О, линейное преобразование по формуле 


(Р (9); =У Ри®ь (=1,2,..., т). 


&—1 
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Пусть точка с принадлежит С, и не принадлежит (,-:1; иными сло- 
вами, в этой точке корни >, (с),..., ^, (5) имеют неположительную ве- 
шественную часть, а вещественная часть остальных т —г корней по- 
ложительна. Пространство О, можно разложить в прямую сумму инва- 
риантных относительно оператора Р (<) подпространств (0 и Зе пер- 
вое из которых г-мерно и порождается собственными и присоединен- 
ными векторами первой группы, а второе (т — г)-мерно и порождается 
собственными и присоединенными векторами второй группы. 

ТЕОРЕМА 1. Если преобразование Фурье 5, (5) вектор-функции 
и, (2) Е Ж почти при каждом с принадлежит соответствующему под- 
пространству 05, то система (2) имеет единственное решение и(х, 1), 
принадлежащее пространству Ж при каждом + >0 и обращающееся в 
и, (2) при #=0. Это решение возрастает в Ж при 1— со не быстрее 
некоторой степени #. Если же %,(с) не удовлетворяет поставленному ус- 
ловию (т. е. на множестве положительной меры имеет ненулевую состав- 


ляющую в ОР), то решение системы (2) при начальной вектор-функции 
и, (7), если и существует в Ж, то во всяком случае возрастает в Ж при 
1 —> со быстрее любой степени, 4. 

Доказательство. Начнем с построения искомого решения и (х, #). 
Решение системы (2’) с начальным вектором #, (5) имеет вид 


2(5,- = в’) 
Фиксируем с. По условию, вектор %,($) почти всюду принадлежит 


инвариантному подпространству 0, С О., в котором характеристические 
корни оператора Р() имеют неположительную вещественную часть. Но 


в подпространстве Ох оператор еР‘@°) допускает оценку [см. (3), стр. 81] 


| еРС) || < [6 (1 Е | б | рт оре! шах Ве ^; (в) = 
«Са ера 


Отсюда при данном с получаем: 
ег оь (в) |, <; С (Е [< 11)" ||, (<) ||; 


рассматривая это неравенство при всех с, мы видим, что вектор-функ- 
ция 0 (с, #) вместе с вектор-функцией %, (с) (при любом фиксированном #>0) 
принадлежит пространству Н. Очевидно также, что частное 2 (с, #): {ТР 
ограничено в Н при больших #. Поэтому соответствующее решение 
и (2, 1) системы (1), являющееся (обратным) преобразованием Фурье ре- 
шения 5(с, #) системы (2), возрастает в Ж при #-> со не быстрее {т—у?. 
Из построения ясно, что это решение непрерывно (в топологии {#) за- 
висит от начального вектора и, (1). Единственность построенного реше- 
ния следует из общих теорем [см. (3), стр. 63—68, где доказана един- 
ственность решения в значительно более широких пространствах обоб- 
щенных функций]. 

Предположим, что вектор-функция %,(5) на множестве С положи- 
тельной меры имеет ненулевую составляющую 59$ (5) вподпространстве 


- <“ 
05. Можно считать, что на этом множестве С положительной меры мы 
имеем при некотором #: 


Ве а (с) с 0% 
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Положим 
0 (в) = 245) + вх (); 
тогда при фиксированном с 
Я (в, Те, (в) = &Р®» (г) + ео (о). 


Приведем в пространстве От оператор Р(с) к жордановой форме; ес- 
ли при этом клетка матрицы Р (с) имеет вид 


О 


то соответствующая (т. е. в том же базисе) клетка матрицы Р(с) бу- 
дет иметь вид 


2 УР р 
^ 
И а 
ей. - м 
е® 
оли Бе. © соответствующие жордановы составляющие вектора 


24 (с), то для вектора еР®о+ (с) эти составляющие будут иметь вид: 
Е ей х | Г 
Ее! , Бе == Бей, ат ( г ...- & г”. 


Мы видим, что каждая из жордановых составляющих вектора 
еР®) + () имеет вид произведения экспоненциально растущей функции на 


многочлен от &. Поэтому и норма самого вектора еР®)ь+ (с) экспоненци- 
ально возрастает при {> со. Так как, по Доказанному, еР®)о- (‹) рас- 
тет не быстрее степени {, то окончательно при данном с имеем: 


ше “|2 (5, во. (3) 


{со 
В силу теоремы Егорова, предельное соотношение (3) имеет место 
равномерно на множестве С, с С положительной меры. Но тогда и в лю- 


бом пространстве Н® с в и достаточно большом # 
ростр 4 5 Пр 


2 ме [[2(, ВЕ с о Ей аб 
| Г (с, 1) Ин \ (1 Е 0?)1 -- ) ( ы. сз) 


[62 


те 621 Са, 


так что соответствующее решение и(х, #61, если и существует, то 
при #-> со возрастает в # быстрее некоторой экспоненты. Теорема до- 


казана. 


б Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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з 


Замечание. Если функция 5,(°) возрастает при [<|->< ве 
быстрее, чем |с|”, то функция еР®ь, (в) (при условии, что 9, (с) принад- 
лежит почти ко всем 05), по доказанному, возрастает не быстрее 
|< |"+(т-ЮР. Отсюда следует, что если начальная функция и,(х) есть 
обычная функция, имеющая квадратично интегрируемые производные 
по х до порядка г_> (т —1)р, то решение и(х, #), построенное в теоре- 
ме 1, есть также обычная функция, обладающая квадратично интегри- 


руемыми производными по 2 до порядка г — (т — 1) р. 
Рассмотрим одно уравнение т-го порядка по й: 


д”и "Ур (2) Э*и 
до а А ав ПОД 


Оно может быть записано в виде системы специального вида 


диз а ЕР 91 не 9 р . д 
РН ЗЕ 2 в (5 


с матрицей 


0 1 03. 0 

0 =: 0 

РР) = Ч вх ее > 2-18 
Г А к Е Те См Ча, | 1 


Ро (с) Р, (‹) Р. (с)... Ри () 


(4) 


(5) 


Найдем собственные векторы оператора Р(с) в пространстве О. и 
соответствующие собственные значения. Раскрывая векторное уравнение 


р (с) Е = ЛЕ, 
мы пслучаем систему скалярных уравнений: 
3 ==: ХЕ, 
& а А, 
мы = ЛЕ —1› 


Ро (с) {+ Р: ($) +... Ри! (в) 1 = №. 


Полагая здесь & = 1, находим: 


а =1, в =^, а кв бы 
т—1 
^" — ь Рь (с) Ак. 
К=0 


Таким образом, характеристические корни матрицы Р (в) суть корни 


уравнения 
т-—1 


А > Рь (с) \*, 


К=0 


(6) 


ом я о оо ы чарки нити итннрьни 
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а собственный вектор с собственным значением ^ коллинеарен вектору 
. т—1 
СОВА" чит) 


и тем самым определен однозначно с точностью до коллинеарности; по- 
этому в случае, когда ^Х — кратный корень, появляются только присо- 
единенные векторы. 

Пусть, как и выше, Ве», (°) <... < Ве» (с) и С; есть множество 
точек с, определяемых неравенством Ве >, (с) < 0. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть на каждом из множеств С; задана функция 5; (в), 
продолжаемая на все пространство В„(з) до функиии из пространства 
Н (иначе говоря, 5; (с) есть произведение функции из Г» (С;) на много- 
член; будем писать 5; (<) Е Н (С;)). Утверждается, что уравнение (4) име- 


ет решение и (т, 1) которого преоб ра. Ф : д" № (х, 0) 
Р 1), у р реоб разование Фурье функиии и 
совпадает на множестве Ск с функцией 5 (в) (К =1, 2,..., т). Это ре- 


шение и(т, 1) при каждом Е >0 принадлежит пространству Ж и при 
1 — со возрастает в Ж не быстрее некоторой степени 1 вместе со всеми 
производными по 1 до порядка т— 1. Оно единственно в классе всех ре- 
шений уравнения (4), принадлежащих Ж, возрастающих в Ж при #-—> со 
вместе с производными по до порядка т— 1 не быстрее степени Е и 
обладающих теми же свойствами начальных функций; кроме того, оно 
непрерывно зависит в топологии ЖФ от заданных функций ок (с), если эти 
функции меняютсянепрерывно в топологии соответствующих пространств 
Н (@). 

Доказательство. В соответствии с теоремой 1 построим в каж- 
дой точке с подпространства 05 и ОФ т-мерного пространства Оз; на- 
помним, что (0, порождается собственными и присоединенными векто- 
рами оператора Р (<) с собственными значениями, имеющими неположи- 
тельную вещественную часть, а ОТ порождается остальными собствен- 


ными и присоединенными векторами. Пусть размерность пространства 
05 при данном с равна г. Мы утверждаем, что в подпространстве 9х 


существует и единственен вектор Ё = (#,..., &,...› бт) с произвольны- 
ми наперед заданными составляющими Ё&,..., &; иначе говоря, имея 
произвольные числа &,..., &, можно так определить, и притом одно- 
аначно, числа 41...) т что вектор Е = (&,.:., &.... бт) будет ле- 
жать в подпространстве (0%. 

Для доказательства предположим, что собственные значения *1,..., № 
различны; соответствующие собственные векторы, как мы знаем, имеют 
вид: 

е = (1, №, БЫК. В 
во АА нак "пана 


Утверждение «вектор принадлежит пространству ©» равносильно 
утверждению о совместности системы уравнений с неизвестными Ви 
ор бе 

5* 
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5: = С - С. -...- С, 
& = С.М: ме о а 


БУВ © 44 в 2: №9 . 


ам Со первое ых 


ое те ТЫ 12 Зе ОТР АНа ПОеИ УИ, 1 № 


| ва 
ЕО ‚и, } 

Так как определитель системы первых г уравнений в (7) есть опре- 
делитель Вандермонда 


ИО. = ПО 


<) 


и, по условию, числа \; различны, то из первых г уравнений (7) мож- 
но однозначно найти постоянные С.,..., С,. Далее, подставив получен- 
ные значения С; в последующие уравнения (7), мы однозначно опреде- 
ляем величины &,41,..., и. Таким образом, наше утверждение дока- 
зано. 

Выражение &,+1,..., м через &,..., & и ^.,..., №, можно получить 
в явном виде. Именно, по теореме Кронекера — Капелли должно иметь 
место равенство: 


1 1 м4 1 91 
№ А $5 
а ВчеА- 
Зои, м ИНО: 
Геи” ум ^» т, 


1 1 и Зе АИ 
еее. | А М ОЕ 26, 4 (р ВА 
НЫ Е сене ее С. 
Все определители этой строки обращаются в нуль при »; =); и, сле- 
довательно, нацело делятся на определитель Вандермонда И” о, ЧИ. 
Поэтому 
т 
и: = 
В —= > О 6 (8) 


1 


где А; — некоторые фиксированные многочлены от своих аргументов. 
Легко видеть, что многочлены А; имеют степени не выше т— 1. 

Случай кратных корней принципиально не отличается от рассмот- 
ренного. В число базисных векторов нужно включить и присоединен- 
ные векторы, координаты которых также однозначно определяются че- 
рез соответствующие собственные значения, и затем использовать свойст- 
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ва обобщенных определителей Вандермонда. Подробно эти вычисления 
проведены в статье В. П. Паламодова (“). 
Возвратимся к доказательству теоремы. По условию теоремы, в каж- 


дой точке с нам заданы числа 5, (с),..., %,(0), где г есть ‘размерность 
соответствующего подпространства 05 с О.. По доказанному, мы можем 
найти, и притом единственным образом, числа #1 (),..., Эт (с) так, 


что вектор 
{ 25 (9) == (а (@),---: бъ(5)) 


будет принадлежать подпространству 05. При этом, по формуле (8), 


5, (с) = УХ»; А еб г, 


ПЕ: 


Так как все корни 1;(°) при |с|-><о растут не быстрее |в|? [см. (3), 
стр. 84], то функции 5.(5) вместе с функциями 5,(°) на каждом мно- 
жестве С; входят в пространство Н (С;). Дополняя вектор-функцию 


Фо (в) = (1 (<),..., 9 (9)) 


вне множества С, условием 9,(5)= 0, получаем, что %5(°) принадле- 
жит пространству Н. По теореме 1, уравнение (4) или, что то же, си- 
стема (5) имеет решение и(х, #), принадлежащее при каждом #20 
пространству Ж, возрастающее в Ж при {-> оо (вместе с производ- 
ными по & до порядка тр— 1) не быстрее некоторой степени # 
и непрерывно зависящее в указанном выше смысле от функций 
2; (°) (7< г). Это решение выделяется единственным образом из. всех 
решений ‘уравнения (4) с начальными условиями 


Е [их (1)] = 5% (с) 


тем условием, что оно растет в Ж при Ё-> со (вместе с производными 
по { до порядка т — 1) не быстрее степени 1. Таким образом, теорема 
полностью доказана. 

Приведем ряд примеров: 


2 
1. Волновое уравнение = Ди. Здесь №, .(°) =-Е 15|, по- 


этому С, = (С. и совпадает со всем п-мерным пространством А, (). Кор- 


ректная задача есть задача Коши: нужно задать 5: (0) и 9›(°) при 
ди (х, 0) 


всех с или, что то же, задать и! (т) = и: (1, 0) и и. (2) = —5,__ как 
элементы пространства 2. 
д?и 
2. Уравнение Лапласа 5; = — Аи. Здесь ^1,›(5) = ||, по- 


этому С, =А, (с), С, = (0). Корректная задача есть задача Дирихле: 
нужно задать при всех с функцию 2, (с) или, что то же, задать и! (2) = 
=и(х, 0) 6. 

Подобным же образом ведет себя любое уравнение вида (4) т-го по- 
рядка по #, у которого фиксированное число К характеристических кор- 
ней имеет всюду неположительную вещественную часть, а вещественные 
части остальных т — А корней почти всюду положительны. Корректная 
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задача для такого уравнения состоит в задании функций 


ди (т, 0) ^^ би, 0) 
и: (2)=и (1, 0), и» (2) = - 3. орк > 
ди 2 а 
3. Обратное уравнение теплопроводности -„_ = 


Здесь ^, =0? и С, = (0). В классе всех решений и(т, ГЕ имеется 
единственное, возрастающее в # не быстрее степени #, именно и (х, 1) =0. 
4. Ультрагиперболическое уравнение 


ди _ ди ее 9и _ 2 ди 
8. д7 


д? д%. 


Здесь 
= И во. ; 


при этом Ве *, (5) неположительна всюду, а Ёе *,(5) неположительна 


в области С = {91 - в > в}. Корректная задача состоит в задании 
$; (3) всюду, т.`е. в задании и, (2) = и(х, 0) 6ЕХ, и 5, (5) ЕН (С) на 
области С. 

Подчеркнем еще раз, что в перечисленных примерах классом су- 
ществования и единственности решения является совокупность функций 
и(х, 1), принадлежащих пространству 2 при каждом #>0 и возраста- 
ющих в # при {-> оо не быстрее некоторой степени # (вместе с произ- 
водными по # до порядка т — 1). 

Как следует из замечания к теореме 1, можно сделать определенные 
выводы о существовавии решения и в классических терминах. Именно, 


9—1 (х, 0) 
дк 


можно утверждать, что если начальные функции удовлетво- 


ряют условиям теоремы 2 и при этом являются обычными функциями, 
имеющими квадратично интегрируемые производные до некоторого фик- 
сированного порядка г, то решение и(х, #) будет обычной функцией. 
Число г определяется степенью по с многочленов в правой части ра- 
‘'венства (8), т. е. величиной (т — 1) р с добавкой еще (т — 1) р, как было 
указано в замечании к теореме 1; таким образом, г = 2 (т— 1) р. Конечно, 
эта оценка необходимого числа производных еще слишком завышена. 

Следующая теорема показывает, что приведенные в теореме 2 усло- 
вия являются необходимыми и достаточными для корректной постанов- 
ки задачи с заданными значениями преобразований Фурье начальных 
функций о 

и (2, 0),..., щей 


на каких-либо множествах и-мерного пространства А, (3). 


ТЕОРЕМА 3. Если преобразования Фурье »;(5) функций м 0) 
Е 


(/=1,..., т) заданы на множествах @,@,506.>...5Ст, не совпадающих. 
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с соответствующими множествами С; (с точностью 00 множеств меры 0), 
то задача становится некорректной. Точнее, если хотя бы для одного 
71=/о мера разности С; — С.4; положительна, то решение, вообще говоря, 
не существует; если все С; содержатся в соответствующих С; и хотя бы 
для одного } =], разность а—26; имеет положительную меру, то ре- 
щение не единственно. 

Доказательство. Рассмотрим первый случай: мера разности 


й 


С, —С,С; положительна. Пусть со6С,—С,,(С,,. Поскольку з не вхо- 
дит в С; подпространство 0. имеет при данном с размерность < уро, 


поэтому можно задать числа 2) (с),...,`5;, (3) так, чтобы ни при каких 
значениях 9), 1 (5),..., 9. (с) вектор (51(),..., 2 (°)) не попадал в 
О-. Это построение можно провести для всех св еб; =—<;С, 


и притом так, чтобы функции 5,;(0) (1<]<у) были, например, 
финитными непрерывными функциями. В силу теоремы 1, решение 


‘задачи с соответствующими начальными данными, если и существует, 


то возрастает в 5 быстрее любой степени # (может быть, и не сама 
функция и(х, 1), а некоторая из ее производных по # до порядка т—1), 
так что задача некорректна. 

Во вгором случае, когда все С; содержатся в соответствующих С; и 


для некоторого 7 = о разность С, —С,, имеет положительную меру, мы 
можем на этой разности задавать произвольно 5; (9) и за счет этого по- 
лучать различные решения задачи. Тем самым теорема полностью до- 
казана. 

Заключительное замечание. Условие «и(х, #) принадлежит 
при каждом #>0 к пространству Ж и возрастает в ЖФ при Ё-—> со не 
быстрее ] (#)» будем записывать в форме 

и (т, 1) =0(7(1)). 
Приведенные нами результаты относились к случаю. и = О(Г) при неко- 
тором г. Но можно сформулировать совершенно аналогичные результаты 
и в предположении, что и = О (Ре?) с фиксированной постоянной с. Вместо 


множеств 
С; — {Ве ^; (<) < 0} 


нужно будет рассматривать множества 
С; = {Ве*; (в) < ‹}. 


Так, для уравнения Лапласа в предположении и(х, #) = 0 (Ге*) зада- 
ние только и(х, 0) уже будет недостаточным для обеспечения единствен- 
ности; кроме и(х, 0), нужно будет задать преобразование Фурье от 
ди (х, 0) 

91 
точно большом с у всякого уравнения (1) множества @5 не будут пу- 


стыми, для каждого уравнения можно будет указать нетривиальную 
корректную задачу. Например, для обратного уравнения тенлопровод- 
ности и, = —Ди корректная задача в классе и = О (Ге!) состоит в за- 
дании преобразования Фурье функции и(х, 0) на множестве {57 < с}. 
Можно указать корректные задачи и для полосы 0<1<Т. В этом 


на множестве |с|<ев. С другой стороны, поскольку при доста- 
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дт-—1и (х, 0) 
случае можно задавать все функции и (т, 0),..., НХ ‚ требуя от 
их преобразований Фурье 2; (5),..., 9" (в) только того, чтобы произве- 
дения 


5; (с) е!^<) (Л (в) = шах; Ве *, (с)) 


при О<{<.Т принадлежали пространству Н. В этих условиях для 
любого уравнения (1) будет корректной, в указанном смысле, даже 
задача Коши. 


Поступило 
14.У. 1959 
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В. П. ПАЛАМОДОВ 


О КОРРЕКТНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ 


(Представлено академиком И. Г. Петровским) 


Настоящая работа является развитием некоторых идей, изложенных 
в работе Г.В. Дикополова и Г.Е. Шилова (*), и содержит описание 
широкого класса корректных краевых задач для системы уравнений 


Зеро т ыы д д 
о ое. (95*: > о 2, 1) 
ее 
(Е ов) 
в полупространстве # > 0. 

Всюду в настоящей работе мы будем пользоваться обозначениями, 
введенными в работе (1). 

Скажем, что функция 0 (5), заданная на множестве РЕВ, (с), принад- 
лежит пространству Н (Ё), если ее можно продолжить до функции, при- 
надлежащей пространству Н. 

Рассмотрим в пространстве 2 систему дифференциальных уравнений 


див, тх 9 | 
—:— = УРи(#-.) (а, (= №... т, 2=(ь... 4), 
й=1 
где дифференцирование по { понимается как дифференцирование по па- 
раметру в смысле топологии 4. 
Пусть Х, (),..., № (©) — характеристические корни матрицы 


Р (в) =| Ри (8) |. 


Нумерацию корней установим в порядке возрастания вещественных час- 
тей:! 
Ве*, (с) < Ве», (с) <...< Ве*и (6). 
Обозначим через С; множество в пространстве А„(с), определяемое 
неравенством Ве*, (с) < 0; очевидно, что (1 2... 2 би. 
Множество, где Ве», (с) > 0, обозначим через Со; Ста = Л. Очевидно, 
что любая точка с при некотором определенном р =р(5) принадлежит 


множеству Е» = С, `` Ср, О<3р<т. 
Пусть при данном с ©, е»,..., 6 есть собственные и присоединенные 


векторы матрицы Р (с), отвечающие собственным значениям ^; () с не- 
положительными вещественными частями. Легко видеть, что р=р(о), 
так как размерность 'инвариантного пространства, отвечающего некото- 
рому собственному значению, равна его кратности. 
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—_ 
` Мы будем считать, что е; = (#р...› ет) — ограниченные вектор-функ- 
ции в Н; этого всегда можно добиться надлежащей нормировкой векто- 
ра е;. 
Обозначим 


е1 (5) ел» (0). . „ель (в) 


8 (в) = Ра (<) са (с).. — (с) 
ть (с) етз(9). Зет (©) 


Поставим краевые условия: в каждой области Ё, потребуем выпол- 


нения следующих соотношений: 
т 


У ск; (с) 5; (с) = фк (°), Е=\1,..., р(), если 6 (<) > 1, 
ы (2) 


2; (с) =...=9 (6) =0, если р(о) =0, 
где 5, (с) =и; (х, 0), а фк (°) и с; (с) — некоторые заданные измеримые 
функции, которые можно брать различными для различных множеств 


Е›. Необходимые ограничения на эти функции будут указаны позднее. 
Введем обозначения: 


слл (6) сл (5)... Ст (9) 01 (с) фа (5) ` 
С (<) =| с (<) 622 (с)... Сэт() ‚1 0(6)=| 2 (<) |, Ф()= фз (с) 
с», (в) ср» (в). . . бот (9) тм в)/ Фр (9) , 
Тогда условия (2) запишутся так: 
Сэ=ф. (2’) 


Будем считать, что ранг матрицы С равен р. Перейдем к исследова- 
нию корректности поставленной краевой задачи. 


ТЕОРЕМА. Для того чтобы система (1) с краевыми условиями. (2) 
имела единственное решение и (т, #), принадлежащее при # >0 простран- 
ству К и растущее при 1-> со не быстрее некоторой степени &, необ- 


ходимо и достаточно, чтобы на каждом множестве Е, почти при каж- 
дом в существовала матрица (С8) * и чтобы 8 (С8) ‘ФЕН(Е.). 
Доказательство. Как следует из {теоремы 1 работы (!), для кор- 
ректности задачи в указанном выше смысле необходимо и достаточно, 
чтобы существовали почти веюду единственная вектор-функция 2 (с) ЕН, 
удовлетворяющая условиям (2), и вектор-функция « (с) = (а (с),..., &»(о)) 


такие, что 
Р 


® (с) = № &; (в) е; (<), 


]=1 
или, в матричной записи, 
Ф = ба. (3) 
Это выражение для %() подставим в равенство (2): 
Су = Сб% =. (3') 


1 
Если почти везде существует матрица (С&)`, то это уравнение относи- 
тельно х имеет почти везде единственное решение: 


а = (С8) 1. 


О оны дна о лань д— в оон и тЫ 


КОРРЕКТНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ 383 


Тогда 
г = ба = 8 (С8) ‘Ф 


и из выполнения соотношения & (С8) ‘ФЕН (Е.) на каждом множестве 
Е, следует выполнение соотношения ЕН. 

Далее, из построения следует, что вектор-функция 2 удовлетворяет 
краевым условиям. Достаточность доказана. 

Докажем необходимость. Пусть матрица С вырождена на множестве 
положительной меры, и пусть уравнение (3’) не имеет решения на мно- 
жестве положительной меры. Это значит, что любая вектор-функция 5 (0), 
удовлетворяющая краевым условиям, на этом множестве не представля- 
ется в форме (3), поэтому, как следует из теоремы 1 работы (!), задача 
некорректна. 

Пусть теперь матрица С& вырождена на множестве М положитель- 
ной меры, но уравнение (3’) на этом множестве, имеет решение & (с) = 
= (“, (°),..., о, (°)) такое, что функция 

е 
(8) = Ха; (9) е; (9) 
9—1 
принадлежит пространству Н. В таком случае функция 2(с) удовлетво- 
ряет краевым условиям, так как Со = Сба =ф по построению функ- 
ции ©, следовательно, существует решение и\(х, {) нашей задачи, 
растущее при #-> оо не быстрее некоторой степени #, и 0() = и(я, 0). 

Так как, по предположению, матрица Сб вырождена на множестве М 
положительной меры, то существует такая ограниченная вектор-функция 
й (с) = (й, (в),..., й» (в)), ненулевая на этом множестве, что С@й = 0. 

Вектор-функция ш = 6А принадлежит пространству Н, поэтому век- 
тор-функция 2-- ш тоже принадлежит пространству Н, удовлетворяет 
краевым условиям. так как 


Се ш) = Со {+ Си=ф-- Св =ф, 


и, в силу того, что 


е 
ори= (и Ее, 


=! 
существует решение нашей задачи и (х, #), растущее при #—> со не бы- 


стрее некоторой степени &, и(х, 0) =5() -- ш(з) и отличное от и(х, 1) 
на множестве положительной меры; следовательно, наша задача некор- 
ректна. 

Итак, для корректности нашей задачи необходимо существование 
почти везде матрицы (С6)'. Но если она почти везде существует, то 
для корректности решения необходимо, чтобы 


г = ва =6(С8) 1$. 
Отсюда следует необходимость включения 8 (Св) ФЕН (Ё,) на кая- 
дом множестве Ё›. Теорема доказана. й 
Если при выполнении условий теоремы еще и ФЕН, то легко 
видеть, что корректное решение непрерывно зависит от ф по метрике М. 
Приведем некоторые примеры. 
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< а 


-4. Теорема Дикополова— Шилова [теорема 2 работы (“)]. 
В теореме Дикополова — Шилова рассматривается уравнение 


т 


д”и Е" 
т - е) 
которое сводится к системе вида (1) © матрицей 
0 1 ка. 
0 0 1 з. 0 
Р()=|: : } 
0 0 0 1 


Р(з) Рис) Ра. Рио 
и задаются краевые условия, которые могут быть записаны в виде (2) 
с матрицей 
Оооо 


ыы (5) 


] 


ост НИЕ, 99 | 
а м 

| 

имеющей размер рх т. 
В этом случае легко проверить, что характеристическое уравнение 
имеет вид | 


"= Рь (в) *—, 


1 
а вектор е; = (1, ^;...., №") будет собственным для матрицы с соб- 
ственным значением ^;. Если собственное значение кратно, то вектор 
к 
4’е; Е ЕЛ)! о ем Ра 
И - | 210! ША! (т— 1! ста 
АЕ (0. ‚0 Аа А 98 Е р ) 
7 
будет А-м присоединенным, соответствующим собственному значению *.. 
Поэтому если в некоторой точке с собственные значения ^, (5),..., №а(°) | 
с неположительными вещественными частями имеют кратности, соответ- 
ственно равные р1,...,ба (1 ---.- 04 =), то матрица @ в этой точке 
имеет вид 
1 О 
№1 а, 
ое В в: 
. и им". И 
т—1 =. Е (О иер 
Я (т — 1), аи С: 
5 1 ах 0 
о а 0 
ОИ, ВАС И 
с. у 
- : : (6) 
т—1 ; т—2 (т — 1 т — Ра 
. Ла (т ===> 1) ^а т р и. 


Матрица И’ = Сб нигде не вырождена, так как 


а |=щм ПП м9*, 


1<1<1<а 
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где #, — некоторая функция величин р1,..., ра, не обращающаяся в нуль 
[см. (2), гл. ХИ, $ 68, задача № 18, стр. 298]. 

Перейдем ко второму условию: 8(С8) ‘5 = @И/’'ъ6Н. Рассмотрим 
матрицу © [см. (6)]: первые р ее строчек образуют матрицу И,, а из 
легко проверяемых равенств 

ак)$ е в И, 
о 


где се (№1,..., а) —Е-я симметрическая сумма величин ^.,..., а, взя- 
тых каждое столько раз, какова его кратность, следует, что если ; — 
5-я строчка матрицы @, то справедливо равенство 


е 
и = > (ЕЕ... м) мь& (>09). 
== 
Величина ое (\, (с),..., ^ч(°)), как функция с, растет не быстрее не- 
которой степени с, так как этим свойством обладают функции *: (5),... 


‚ Ла (°). Отсюда следует, что матрица 8 тоже растет не быстрее неко- 
торой степени с и что первые о ее строчек образуют матрицу Е. Поэто- 
му для того чтобы выполнялось включение &(С8) ‘ФЕН(Е.), необходи- 
мо и достаточно, чтобы выполнялось включение ФЕН (ЁР,). 

Из этих рассуждений вытекает следующее уточнение теоремы Дико- 
полова — Шилова: для того чтобы уравнение (4) с краевыми условиями 
(2) с матрицей (5) было корректно разрешимо в указанном выше смысле, 
нэобходимо и достаточно, чтобы выполнялось включение ФЕН (Ё.) на 
каждом множестве Ё, независимо от совпадения или несовпадения ха- 
рактеристических корней матрицы Р (5). 


2 
2. Уравнение Лапласа. Для уравнения Лапласа а Ди 
имеем: 
мат, =ИУ-.--+9, @&=6=4А, Ра = 6, = В» (0), 
2 1 
ИА, &=(_,). 


ь, - @ > 
Рассмотрим краевую задачу Неймана: 5: =$: =ф, С = (0, 1). Найдем 


условия корректности: 


у к я 
а всвтя- [-т). 
Ф 
Таким образом, для корректности необходимо и достаточно, чтобы 


функция > принадлежала Н. Классический критерий [см. (3), т. ТУ, гл. 
У, $2, п. 202, стр. 608] заключается в выполнении условия 

\ ди о. 0) О 

Ви, (в) 
Докажем эквивалентность обоих критериев, предполагая, что сущест- 
вуют все производные 1-го порядка функции ф, принадлежащие Гл. 
В этом случае мы можем написать: (1, $) = (5, $) =$(0). Если 
РЕ == 
Е ЕН, то $(0) : 0, ре" 


ди (х, 0 
= ро 
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о 


Обратно, если 0 = (1, $) = (5, $) =$(0), то в силу гладкости функции ф, 
частное 9. принадлежит Н. Аналогичные рассуждения можно про- 


вести и для третьей краевой задачи. 
Рассмотрим теперь другую краевую задачу для того же уравнения: 


02 и (х, 0 
и: ФЕД», 


% 
— — В 
= АИ производная по некоторому направлению. ыполнив 
ге от = № 1 9 — производ рому 


1—=1 


преобразование Фурье, получим: 


в [бе] = — р, (в) =  Ф()] = 90) 


и 
ще й— 10:. Очевидно, что 
= 


ее 
И, ов” 9 вов = т 


Следовательно, необходимые и достаточные условия корректности этой 
задачи заключаются ввыполнении включения ——- ЕН. 


3. Ультрагиперболическое уравнение. Для ультрагипер- 
болического уравнения 


д?и д?и, -- 0?и ди 
ринит 2 2 
91 де 9% 92 
имеем: 
№ = а, = ИУ &—м—9, В, = {2 > 0}, В, = 4230}. 
д 
На множестве РЁ, зададим эг = Ф; тогда 


ЕЕ 
С = (0, 1}; @ = © ы , (Св) к: 8 — 8 (С8) 1$ == | .) й 
Ф 
На множестве Р. зададим 9 = ф, > =; в этом случае 
и, т Се. —1 (9) ($ 
ее (. :) ео . НО ег е | 
Итак, необходимые и достаточные условия корректности «задачи Нейма- 
на» заключаются в выполнении включений 


т еН(Р!), +6Н(ЁЬ), ФЕН(Е,). 


Автор выражает благодарность Г. Е. Шилову за ценные советы и 
постоянное внимание к настоящей работе. 
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ С ЯДРАМИ ВОЛЬТЕРРА * 


(Представлено академиком И. Н. Векуа) 


В работе даются различные интегральные представления и изучаются 
асимптотические свойства функции Вольтерра 


© 
(аз) = Гав д 
0 


на римановой поверхности — со < аго 2 < + со. Строится теория прямых 
и обратных интегральных преобразований в классе Г», ядрами которых 


1 
служит функция у (зву; — 5) ; 


Введение 
Функция 
, НЫ 
ув =) гаь а 


0 


Е, 


где и — произвольный параметр, впервые была рассмотрена в работах 
Вольтерра (°), (?), посвященных специальным интегральным уравнениям 


типа свертки. 
В дальнейшем при помощи функции у(2, и) были [установлены (фор- 


мулы обращения для преобразования Лапласа в вещественной области 
[ем. (“), (5), (°)]. 
Заметим, что функцию у(2, и) можно рассматривать как предел 


функций типа Миттаг-Леффлера 


со 
2^ 


(в) = Утв 


К=0 


Как нетрудно видеть, справедлива формула: 
Й о 
у (2; №) == 2 Ша -› бе (2°, 1+ ы). 
р—со 


В работе автора (7) на основании асимптотических свойств функции 
Е› (2; и) была построена теория прямых и обратных интегральных |[пре- 
образований с ядрами Миттаг-Леффлера, при помощи которых были по- 
лучены параметрические представления 'для различных классов целых 


* Основные результаты этой статьи были опубликованы в работе (1). 
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функций конечного порядка и нормального типа, интегрируемых в квад- 
рате модуля по системам лучей в комплексной области [см. (”), (*)]. 

Настоящая работа посвящена исследованию свойств функции Воль- 
терра у (2; и) на римановой поверхности — со < ага 2 < + <, 0<|2|< 
< + о, и построению теории прямых и обратных преобразований с 


п 
В $1 приводятся различные интегральные представления для функ- 


ции у(2; и), на основании которых исследуется ее асимптотическое пове“ 
дение. 

В $2 с помощью асимптотики устанавливаются формулы для преоб- 
разований Меллина и Лапласа функции у (2; |1). 

В $3 доказываются (прямые и обратные теоремы об интегральном 


: : Л 
ядрами е=9 и у (+ ху; — 5) в классе №. 


т ет Л 
преобразовании с ядрами Фурье е= и Вольтерра у (25 у; —5) в 
классе [. и об обобщенном равенстве Парсеваля для рассматриваемых 
преобразований. 


Приложению этих результатов и получению интегральных представ- 
лений для некоторых классов функций, аналитических на римановой 
поверхности, будет посвящено наше следующее сообщение. 


$1. Интегральные представления и асимптотические формулы 
для функции у (7; (и) 


1.1. Важнейшие свойства функции Вольтерра 


| 28-4 


Гат о 


у (2; №) = (1.1) 
следуют из ее различных интегральных представлений, приводимых в 
этом пункте. 

Отметим, что функция у(2; и) при фиксированном значении парамет- 
ра № голоморфна на бесконечнолистной римановой поверхности Со: 
— © <а2< {+ о, 0<|2|< -- ©; при этом для подынтегральной 
функции 2 выбирается та ее ветвь, которая принимает значения 
ехр {(№ -- #) 105 |2|} на полуоси аго 2 = 0.. 

Обозначим через О” (п =0, 1, =2,...) лист римановой поверхности 
С, на котором (2п —1) п < агоз< (2. + 1)п; очевидно, что 


и. 
Далее, для любого а (5 < «< *) и = > 0 обозначим через Д. (*) область 


[аго2| <о, |2| >в, лежащую, очевидно, на листе 1)® поверхности Сь», 
а через 1 (9; =) — контур этой области, пробегаемый в положительном 
направлении. 


ЛЕММА 1. Даля любого в (— со “в< + <) и =>0 справедливы ин- 
тегральные представления: 


] 


ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ С ЯДРАМИ ВОЛЬТЕРРА 389 


а) при 26 Со— Л. (а) 


сб 


р Ве 2—1 Ио ое 
о Г -ь- О И 21а . 10ри—1092 Ч, Ги 
6) при ЕЛ. (а) 
н Д-Р С 2—1 ЕЕ т 
7 ЕТ а м (1.3) 


Доказательство. а} Пусть 26 Съь, оставаясь внутри круга |2| <. 
Тогда, ввиду формулы Ханкеля 


Л 
== ) еми— аи, (1.4) 
(а; =) 


справедливой для всей комплексной плоскости $, при любомс (—с0<в<- с) 
будем иметь: 


2 ы: [ д-Н Я 
у (2; к 04 = == 
гаи РЕНО 

со 4 Е ыы со 
та т т Е \ к | ти 
= \ ая т \ ее ив ди | @ — =: вии . , (=) а} аи = 

—в < (а, =) 7 (<, =) 5-5 

( =). 1 
Г ТО ис и о и—1 

к а, и о 

=) У (а; =) 


причем перемена порядка интегрирования допустима. 

Из (1.5) вытекает справедливость формулы (1.2), но пока при 
26 С» (|2|<°®). Между тем легко видеть, что при 26С.—_. (а) выра- 
жение 102 и — 1052 нигде не обращается в нуль, когда и пробегает кон- 
тур 1 (о; °). Поэтому интеграл, стсящий в правой части тождества (1.5), 
из области С» (|2| <) аналитически продолжается во всю область 
Со— Ш. (%). Таким образом, утверждение а) доказано. 

6) Предположим теперь, что 2ЕД. (а), т. е. |агс2| <, |2| >=. Если 
число в выбрано так, что |2|<е:, то, по формуле (1.2), имеет место 


` представление 


: . д А ет! 
Е а. Чи. — (1.6) 


ь а 106 и — 1052 


Обозначим через 1(%; в; ®) замкнутый контур, образованный 
из дуг —я“<аго2 < окружностей 12| =е и |2| =в и из отрезков 
= <|2|<в лучей аго2 = +, пробегаемый в положительном направле- 
нии. Тогда, как легко видеть, 


1 вы 1 И 
21 ) Тори 0820 2 ) М а 
(азе:) (а; =) 
м —и—1 — г) ечиб-вЬ—1 
= т т = Ви - т } Е 
адене) ОВ т > - е 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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Утверждение 6) леммы непосредственно следует из формул (1.6) и 
(1.7% 

1.2. Интегральные представления леммы 1 позволяют установить 
следующую лемму. 

ЛЕММА 2. Если <> и-— любое число, то справедливы интегральные 
представления: 

а) при 260® 


. й 2—1 
у (2; №) =е а 


аа, (1.8) 


ор ф | 
„ив РИ 4 д — 1503 т (9— р) 
о 1ов? 2 
6) при 262®, Веё > 0 


ы 2 
у (2; 4) = е2— о 


со 
1 _ _ зшт (< — и) 105 т — псозт (е— в) Ши. 
т =) $ и > Во ит; (1.8’) 


в) при 260” (п=0) 
. ° В 
пет 
108 


— — псозт (в— В) 


„ие г  зтп(в-—р) 
фе 9—и— к; (1.9) 
0 1052 : Ел? 


г) при 260” (п-=0), Ве > 0 


у (2; и) = Е а 
И те 


со 
и о е—= эшт (в — в) пом Вы) ББ 


1052 т - п? (1.3') 


0 
Доказательство. Если в интегральном представлении (4.3) лем- 
мы 1 положить © =г и записать его в развернутом виде, то после про- 
стых упрощений можно получить, что при ЕД. (п), т. е. при |2| >в, 


| агр 2| < п, справедливо представление . 


: РИ к и 
и ТЕ 


ь 1 
1—0 дров ов ОЕ О СЫ 
Е = фе ны 
Е 108? =? 
и—а м, в—и—1 
Е: 
271 |}, ов — ов и (1.10) 
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Но при в->0 последнее слагаемое в правой части (1.10) имеет порядок 
о 
0{ (18) ве, т. е. стремится к 'нулю в силу условия с > и. Таким 


образом, переходя к пределу в (1.10) при =->0, мы получим утвержде- 
ние а). 

Далее, если в (1.8) положить 2=х>0, те после замены перемен- 
ной { = т мы получим формулу (1.8'). 

Остается заметить, что из справедливости этой формулы для значе- 
ний 2 =х_>0 следует ее справедливость во всей полуплоскости Ве2>0. 

Наконец, формулы (1.9) и (1.9”) совершенно аналогичным способом 
следуют из интегрального представления (1.2) леммы 1. 

В заключение отметим, что вышеприведенные интегральные представ- 
ления упростятся, если положить в них с =; таким образом, чапри- 


мер, получаем: 
и 


р = ил С ра ат 
у (23 и) =е тар | т Поет па) › Ве > 0. (1.11) 


Отсюда, в частности, для функции у(2)==у(2; 0) получаем формулу Ра- 
мануджана [см. ($), стр. 219]: 


= —2 < 
\ е 


г ил Ве2>0. 11) 


1.3. Выясним асимптотическое поведение функции (2; и) на римано- 
вой поверхности С», когда |2|-> со, полагая, что и — любая веществен- 
ная постоянная. 

/п 
ЛЕММА 3. Пусть а (5 << г) — любое, но фиксированное число. 


Тогда 
а) если |агб 2 |<, то при |2| > со 


[7 
(2; вечно (т); (1.12) 

6) если «< |аге2| < со, то при |2|-> со 
. 2 [2 № ) 
(2 = ). (1.43} 


При этом порядок остатка в формулах (1.12) и (1.13) ‘равномерев 
на всей римановой поверхности Съ*. 


п 
Доказательство. а) Выберем ©, из условия 5 <“ << т. Если 


в формула (1.3) леммы 1 заменить & на 'а; и 'положить в = 1, то для 


* Следует отметить, что в книге (6) (стр. 221) для функции у(2; р) приводятся 

д т 
аналогичные асимптотические формулы для областей | ага 2 | < ои> < | атё 2 | <л, 
однако с явно неправильным остаточным членом О (|2 М (№ > 1 —любог). В непра- 


п 
вильности ! такого остаточного. члена, например для случая | а 2|<э5, 


легко убедиться, если воспользоваться формулой (1.11). 
6* 
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любого с (— © «“в< + о) будем иметь: 


ди 
ети + 
я м. 6— И—1 
я РОТЕ р ЕВЕ (Гагр 2 | <, > 6 (1.14) 
(а; 


Положим с > 0. Тогда при 26 С», |2| > 1 справедлива оценка: 


ПЕ 


105 | 2 | 


з 


< С(в, в) 12-е 4 = С (в; в) 
0 


ее 
тат) 


где С (с; и) — постоянная, не зависящая от 2. Иначе говоря, при с > 0, 


12] —> со 


б ть 
тать а Е — 26 Се». (1.15) 
Обозначим 6 =а—@а_>0 и покажем, что при |2|>6, |ага2|<а 
т 105 ".. (1.16) 
мет (а; 1) 


Действительно, это вытекает из того, что 


фа 


и поэтому при |агби| = о, Е 


= 


р. 


ен 


а при [| = 1, |атби| За, |2| > 6 
[авт [511158 
Ввиду (1.16), для второго интеграла правой части (1.14) при 
эго | <, |2| > 6 имэем оденку: 


21—56 | еии°—и—1 


2щ +98 и — 105 2 


ат \ оемир-и-цми |, (1.47) 
%(&1;1) 


тде интеграл в правой части сходится, так как на бесконечных лучах, 
входящих в состав контура 1 (ал, 1), Веи = |и| соза,, а соза,< 0. По- 
этому при |аго 2 | За, |2|-> оо 

и | РО 


би — 1052 ди = 0 (|8 №-°). (1.47’) 


У(&1;1 

В силу того, что <‹>0, из оценок (1.15), (1.17’) и из формулы (1.14) 
следует утверждение а) леммы, 

6) Выберем а, из условия т <а<ч«<т. Если в формуле (1.2) 


леммы 1 заменить % на @ И ПОЛОЖИТЬ $ = д то получим представление: 


о м 
о ЕЕ ПЕ 


2—5 \ ечи—и—1 


о 211 108 и — 108 # 


аи (&<|атв2| «о, |2|>1). 


у(а1;1 
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Далее, производя выкладки, аналогичные проведенным в п. а), получим, 
` что при |2| 228 (6 =а — 91), «< |агб2| < со справедлива оценка (1.47), 
а значит, при % < |аго2| < со, |2| -> со формула (1.17') остается в силе. 
Ввиду этого и оценки (1.15),мы приходим к заключению 6) леммы. 

Наконец, утверждение леммы о равномерном характере полученных 
асимптотических формул на поверхности Съ» легко следует из оценок 
(1.15) и (1.17). 


$ 2. Преобразование Меллина функции У(2; и) 


2.1. По определению функции у(2; м), для г>0, — оф + о 


Г (геФ) и 


ь Гать И 4 (2.1} 


у (ле; в) = 
На основании асимптотических свойств функции у(2, и), изложенных 

в предыдущем параграфе, докажем следующую лемму. 
ЛЕММА 4. Существует постоянная С,> 0, не зависящая от ф, та- 


кая, что при $1 > 5 


| А. (2.2} 
0 
Доказательство. Сначала покажем, что если и > ы то 
1. 2 | 
Е (2.3) 
0 
где С, (1) — постоянная, не зависяшая от $. 
Из формулы (2.1) следует: 
ЕВ 
2 ре со РЯ 
тЫ |< тарерой + | перьро@ =.) +90), 19120. 
< гатьРи | Гат 
2 
(2.4} 
Для функции ф. (Г) имеем очевидную оценку: 
Е 
- Чт 
фи (г) < Гь пе о ЙЕ 
158 
где Г 
Г пах [АЕ 
о<Е< | 
2 
Поэтому при & > т 
31 т а ы 
бер < г = Са) <. (2.5) 
о 0 г?) (ов) 
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1 4 


Заметив, далее, что при Ио и {1 ЕВ д А- # > 0, получим: 
со 
а < 
ное += 
1 
* 
и, следовательно, 
1 
92) а < СЕ) <. (2.6) 


0 
Из оценок (2.4), (2.5) и (2.6) следует утверждение (2.3). Докажем те- 


1 
перь, что если и<5, то 
со 
1 


где С. (+) — постоянная, не зависящая от ф. 


1Ф. 2 
А "дес, (4) <, 1912, (9 


Пусть х — фиксированное число из интервала (: : =); тогда, в силу 


оценки (1.13), существует постоянная 4,>0, не зависящая от гиф 
такая, что при |ф| > 


И ЧР т ©. 
Отсюда следует, что при |ф| хи = 
о <. (2.8) 
ет Раба и = 


вне. 


Далее, в силу оценки (1.12), существует постоянная 4А.> 0, не за- 


п 
висящая от г и ф, такая, что при 5 <[$| о 


а. и) А» 
Е ИН 
Отсюда вытекает, что при 5 <! зо и < 
ыы а 211 а А 
521+ 4" | жеирнити} = 27 @ < + =. 0.9) 


Из (2.8) и (2.9) следует оценка (2.7). Наконец, из (2.3) и (2.7) вытекает 
справедливость утверждения леммы. 


Из результата этой леммы, в силу теоремы о преобразовании Мел- 


лина в классе Г», (0, -- со), следует, что для любого |ф| > > существует 
функция | 


М (3, $) = 11. 


а>- со 


у =. ВЕ 
и таг (Ве В Е= 5) у (2.10) 


э|-=-—?а 
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Кроме того, по равенству Парсеваля и из оценки (2.2), при всех 
- п 
|Ф| > 5 справедлива оценка 


> №1 
© 4$. — 
| » (= 2) 
0 


Е 
Установим пока один частный результат об обычной сходимости ин- 
теграла (2.10). 
ЛЕММА 5. Интеграл 


2 


ва ми 2 
— 9 2 ;$) &<С.. (2.11) 


нее а 2 тет (2.12) 
0 


1 
сходится в обычном смысле всюду на линии Вез = > › кроме, быть мо- 


жет, точки Па = 0. 
Доказательство. Покажем сназала, что интеграл 


Се 
м, (=) = ‘(= #3) И (2.43) 


1 
сходится, если Вез = >, Ши $ = 0. 
С п 
Действительно, если © — фиксированное число из интервала (5 С г) . 
то, положив в формуле (1.2) с = —1, в=1, будем иметь представление: 


1 З 
"2 ‚=? 5 
1 В = +— => 
= | а = (3) м = (2) +6). (2.44) 
р. г ( #7") 
о г ($ +1) (1 ]ови— 1ор\ге 
Заметив, что при иЕ\ (1; а), 05 


п 


| 105 и — 108 60 =) > 108 — > 1052, 


= 


из определения функции у (г) заключаем, что при Ве$ = > справедли- 
ва оценка 
1 
ось 0<г< 5. 


Поэтому интеграл 


уз (г) 78—14, Ве; = -—. (2.15) 


т 


52| == 


2—5 | 


абсолютно сходится. 
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> ТтГ/ в. п \1 
> (_ ее О, (г) + О. (г). (2.16) 
в >) ы г. (5 +!) 


Для функции О. (г) имеем очевидную оценку 
г З 
г? 1 
19% ("715 Сз-от 0575, 


откуда вытекает абсолютная сходимость интеграла 


№ 
2 
О м4, Везат. (2.17) 
0 


Установим сходимость интеграла 


1 
я 


и — тз— г, Вез = 


(2.18) 


.—> 


при условии, что рай 
Ввиду определения функции И, (г), достаточно показать, что инте- 
гралы 


®=—ю5|н 
= 
[52 
5 


зе 
2 
0 


ОВ, г --а 


сходятся при Ве$ = 5 (0 


ь 1 
Но первый из этих интегралов абсолютно сходится при Вез = 5. 
с 1 } 
Второй же интеграл после подстановки $ = р и (-©<<{1< + о) 
и замены переменной интегрирования г = принимает вид: 


со и 
е* х 


ах 


.п 
105 3 по 


и поэтому сходится при & = па$ = 0. 

Ввиду формул (2.14), (2.16) и сходимости интегралов (2.15), (2.17), 
(2.18) при условии Ве$ = 5, Шз=Е0, заключаем, что при том же ус- 
ловии интеграл (2.13) сходится. 
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Установим сходимость интеграла 
(2.19) 


Ия 


5, к). Тогда, восполь- 


при условии Вез$ = — ПВО. 


Пусть « — фиксированное число из интервала ( 
зовавшись формулой (1.14), предварительно положив в ней < =1, полу- 


чаем представление: 
ь (=; #2) и аЕ -|- 
ня 
зе 
т : и 
- — > ди = "$, (г) +% (), (2.20) 


к 211 * 
(и) ( * 
106 и — 105 \ге 


справедливое при 1 <г< оо. 
Из определения функции У, (7) интегрированием по частям получаем: 
+ 
г. ` 


ТЕ | 
м (г) =} — (3) = ? + 
Г (5) 105 [- 5) в (5) и >) 
ку 
се МА 
а _ \ = („ез) г. =Й, (г) + О. (›). (2.21). 
105 Е =) . Г > 2 :) 
Но, как легко видеть, 
зи 
ГО бьет, 257, 
(2.22) 


пеэтому интеграл 
со 
* Оз (г 
Па: 
.) г 
р 


=. 


2 


абсолютно сходится при Ве$ = 

Докажем сходимость интеграла 
4, В : и 
т т ез =>, (2.23) 


О 
т 


Г, (*) 


при условии Ца $ ==0. 
В силу определения функции 0, (г), для этого нужно установить схо- 
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димость интегралов 


;я аг и 4 
2 108 + > 2 108 +5 


8 
1 
| 
`——_8 
1 
| 


4 
при Ве$ = >, ш $ =0. 
Но первый из этих интегралов, как легко видеть, абсолютно сходит- 


1 В ; - 
ся при Вез=-. Второй же интеграл после подстановки $ =5 + 


{— со <Ё< оо) и замены переменной г = е* принимает вид: 


108285 |= 


и поэтому сходится при & = Па; = 0. 
Далее, в силу оценки (1.17’), имеем: 
и 
| в (г) |< Саг — 


откуда вытекает абсолютная сходимость интеграла 


© _—., 
|на, Вез=о. (2.24) 
2 


Наконец, заметив, что интеграл 
е! 1 
\ “4, Вез= о, (2.25) 


абсолютно сходится, из формул (2.20), (2.21) и из сходимости интегра- 
лов (2.22), (2.23), (2.24), (2.25) заключаем о сходимости интеграла (2.19) 
при Ве$ = >, 5$ ==0. Но интеграл 
а 

т (- : ат Вез Зы 
В 2 
1 

2 


очевидно, сходится, поэтому утверждение леммы для М (5; 5) доказано. 
х 


2 
Между тем формально 


№(,—5)=№(5: 5), Вез =>, 


и лемма полностью доказана. 
2.2. Докажем следующее утверждение. 


ЛЕММА 6. Если Вез = -® Пиз =0, то справедливо тождество 


чз 


а М (5, т 


Доказательство. Рассмотрим интеграл 


°№М(—т)= 5 : (2.26) 


У и 1 й 
Гб и (2; 5) ва, Ве; =>, 8-0, (2.27) 
Г(=;В) 
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где Г (8; К) — пробегаемая в положительном направлении граница полу- 


кольца 0<=« |8 < А<-о, —>< аге 2 <> ‚ лежащая, очевидно, на 
’ листе О® римановой поверхности Се». 
При 260, по теореме Коши, имеем: 
1(з; в; В) =0, Вез=ь, О<е< В, (2.21') 
’ если под 2? понимать функцию ехр{(5 — 2) (105 |2 | + Гаго 2)}. 
Напишем интеграл (2.27) в развернутом виде: 


- ро. , 
№ е * к 8—1 -- \ у (2; 5) 2822 -- \ у (=; >) 282 (= 
= св“ Себя 
== [1 (5;е; А) - [ь (5, ; В) + 1, ($; В) + 14 (5; =) =0, ` (2.28) 
| где Св и С. — соответственно полуокружности |2|=В и [2|=6, 


— > < аго2 < 5 ‚ входящие в состав контура Г (г, В). 
Но для |2| =г< 1 мы имеем оценку 


1 


Вт Зо > ТЕ 
—=® а 2 
а ее —1+С»*, (2.29) 
р г( 1 г( =) 08 


4 
где С: и С. не зависят от г. Отсюда получаем, что при Вез$ = 


я ’ 
Ве<1 
ПА > Пт 81 
|1 (83°) |< Сз (ов >) +8} е* ; 
где С. не зависит от е, и поэтому 
Што Л, (6:5) =0, -Вез = — (2.30) 
=—0 
Представим интеграл [з (5; А) в виде 
а \ ©228—2 (2 —- | | (= =) — *:] 28—2 (2 == 
св\ Св\ 
== 1ь (5; В) + 1° (5; В). (2.31) 


После замены переменной 2 = Де для [, ($; В) получим представление 


5 (3, В) =" ее! (5—1) фо. 


к 
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Однако, согласно лемме 4 работы (°) (стр. 142), при 0 < Ве; < 1 


п 
э 
Пи А“ ТЕ 89-449 —П 4ф = 


2 
вн . й Г (2—5) 
к2 
Поэтому и 
ата 15 ($; В) = ге, Ве =>. (2.32} 
В->со 


Далее, в силу асимптотической формулы (1.12), справедлива оценка 


ме -- 


п 
при | ато 2| <>, где С. — постоянная. 


в 


«о ых 


Л 
Следовательно, когда Вез = =. Е. 


> | паз | 
е 
|1 (5; В) |< С. 105 В , 
откуда вытекает, что | 
Иша 1, (5; В) =0, Вез=о. (2.33) 


Е-оо 


Перейдя в тождестве (2.28) к пределу сперва при =—>0, а затем при 
В -{ ©, в силу формул (2.30), (2.31), (2.32) и (2.33), приходим | 
к утверждению (2.26) леммы. | 


Вычислим значения функции М (5; $) при 1Ф| > 5 


ЛЕММА 7. При Ве; =, 0 $ == 0 справедливы формулы: 


М ($; Ф) г. (;— = в. (5; 5) Е ф> г : (2.34) 
М ($; $) = 22. (+ Е. О (5 У 2) м = =; (2.35) 
В 0 при $ > 0, 
м (5 >) = ‚Пен (2.36) 
р. тои" й при шз<0, 
Е п ЕЕ мы при шз>0 
М (5; = 5) = ПО) } (2.37) 
0 при $ < 0. 


Доказательство. Покажем сначала, что формулы (2.35), (2.36) 
и (2.37) следуют из (2.34), если опираться на результаты предыдущих 
двух лемм. 

Действительно, если справедлива формула (2.34), то (2.35) следует | 
из нее ввиду формулы 


М (5; —=М№($$, Ф> (2.38), 


п 
2 . 
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Далее, из (2.34) при любом 65 > 0, в силу оценки (2.11), следует: 
| И И 
м5: 5) 
25 А 555 и — 

— Сэ \ м (+8, $)" а 


—с©с 


7 а +; < 


5 (=) : =. 
(@#>5)- 


Отсюда, устремив сперва ф->-- со (С, не зависит от $), а затем 
$—>--0, получаем: 


[©.®) 


\|м(5 4; 5) &=0. 
0 


= 


Таким образом, при Ве$ => 


п 
№(=)=0, Поз > 0, 
но тогда, в силу (2.38), имеем также: 


№; —2)=0, Тиз < 0. 


Ввиду тождества (2.26) леммы 6, отсюда вытекают формулы: 


а 
И а Пиз < 0. 


Формулы (2.36) и (2.37) доказаны. 

Переходим к доказательству формулы (2.34). 

Для любого ф> 5- и О<=<А< -- с рассмотрим пробегаемый 
в положительном направлении замкнутый контур Г,(ф, е; К), лежащий 
на римановой поверхности С и состоящий из отрезка =<|з|< В луча 


ато ==, дуги — < агс 2 «< > окружности |2| =Д : Св ($), отрезка 


5 
<|2|< А луча атгбр=ф и дуги 5 Зав2«ф окружности |2! = 
Ее: С.(5). 

При 26 Сь и Вез$ = - ‚ понимая под функцией 2°_? главную ее ветвь, 
принимающую значения ехр {(5 — 2) 105 |2]|}, когда ато 2 = 0, по теореме 
Коши будем иметь: 

1) (5; е; В) = у (=; 5) аа =.0. 


Г, ($; =; В) 


Напишем эту формулу в развернутом виде: 


Е оной 
в ь (г 2 5) 
1®) (5; г; А) = —# * ) марващи 7—1 — 
= 
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: 1 
В у (=, 5) 4 \ 
ве. 


— е 8 -19 г—1ат-Е | У (= о. 
: Св) 
-- \ у (2; 5) 2-2 а = 1, (8; ё; а - в; В) 
С: ($) „/ 
+ 9 (5, В) +1? (8: 9) =0. (2.39) 


В силу оценки (2.29), при Вез =, Об == 1 


|1) (5; =) |< Сз {ов т Е =} еФ1 03|. 


Следовательно, для любого ф > 5. 


На 1 (5; 8) =0, Вез=-. (2.40) 


=—>0 


п 
Пусть © — фиксированное число из интервала (5, к) . Тогда, в силу 


асимптотических формул леммы 3, справедливы следующие оценки. Если 
п 
6Св($), Ве, то при 5 <<“ 


а при Фа 


а 45 ое 
у (2; 5) |< 105 В о 


1 
где 4, и 4, не зависят от А. Отсюда следует, что если Нез = 


и Ве, то при р. 


зв) < (ит) а по, 


а при фо 
й И? А 
Следовательно, если Вез = —. то 
тв 1? (5; В) =0, Ф> >. (2.44) 


Переходя в тождестве (2.39) к пределу сперва при =->0, а затем 
при В —>- <, мы, в силу (2.40) и (2.41), получим формулу (2.34). 
Лемма доказана полностью. } 

2.3. В заключение этого параграфа найдем преобразование Лапласа 
функции у(2; 4). 

Для любого с> 0 обозначим через, 0 (с) полуплоскость Веё>с, 
лежащую на листе 2® поверхности С». Пусть С» (с) = 6» — ® (© — 
дополнение области Г ®) (с) относительно всей римановой поверхности С. 
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ЛЕММА 38. Пусть 26 Сь (с) и СЕ О“ (6), где с> 0; тогда справедлива 
формула 
2 


со 

т — Е. — 

С о НН (2.42) 
° При этом интеграл слева абсолютно сходится относительно переменных 
риб, когда 6 0“® (с), а ‘2 лежит в любой ограниченной и замкнутой 
части римановой поверхности Сь» (с). 

Доказательство. Заметив, что область С»(с) содержит беско- 
нечнолистный круг К. (0<|2|<с, — © < аге2 < -+ оо), сначала уста- 
новим формулу (2.42) при 26К. и 660 (с). Пусть 26К. и число ® 
(0 <=< с) выбрано так, что 4 = реа 


По формуле Стирлинга, если и > — 1, то 


и 
Е > Тео емо 5 
поэтому 
т. р ЕТ : 
аи ИНН 
И+ь-ои ? 


Отсюда следует, что при каждом 26 К. интеграл 


е—(с—=)гу (г2; ) Ты = (т)! и 
НВ 


сходится равномерно относительно г [0, -{ оо). 
Но для всех 6 0® (с) Веб > с. Поэтому функция 


ыы ь- отт 
е Чу (72; р) = татнто бе НЕК, КЕ“), 


абсолютно интегрируема по параметру г на полуоси [0, - оо). 
Заметив, далее, что 


со 


>. ГА-Ь-О | 
е к оитие Веб > 0, #>0, 
о 


будем иметь: 
со 


© р ен 
\ ету (г2; маг = \ в С @Е = 
0 


0 


г ьН е Ре 1 
ры 2 его О \ -о г 
= гаьта | © т (=) “ 
0 0 0 
2 


Е ВИ (©. 
СЕН [109 2 — 108 &] 


Нетрудно убедиться, что замена порядка интегрирования здесь допустима. 
Таким образом, формула (2.42) установлена при 26К. и 66 2% (с) (с). 
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Отметим, что при СЕ 0® (с) 
\ е— “у (г2; в) аг | <\ <" |у(г2; м) | аг- 
0 о 


Поэтому, если мы покажем, что интеграл, стоящий справа в этом не- 
равенстве, равномерно сходится по 2 в любой ограниченной и замкнутой. 
подобласти области Се (с), то справедливость формулы (2.42) будет 
установлена и при 26 Се» (с). 

Обозначим через К.,(5, В) пересечение области Съ»(с1!) © кольцом 
5<|2|< В, — ос «ато < - со, где 0<5<с<с< В — любые числа, 
и рассмотрим следующие множества точек поверхности Се»: 


г. <!аго2|< + <, 863|2|< А), 
ры: (1 «ава < а, 5<1=1< В), 
Рз: (0 < Ве<о; [аго 2| <>, 5<121< В), 
где «Е (5 : г — фиксированное число. Очевидно, что 
Кь, (8; В) = 2, + Р, + ВБ:. 


По лемме 3, при гЕ[е, + со) справедливы оценки: 


р 
[У (72; и) |< А 5. 26, 
ут 
азы) А Аг, 260, 
|У (72; и) < Ат 10ст 6 Д:, 


тде А > 0 — постоянная, не зависящая от г и 2. 

Из этих оценок вытекает абсолютная и равномерная сходимость 
интеграла (2.42) при 26 К. (5; В) и (6 О® (с). 

Но любую ограниченную, замкнутую подобласть области Съ (с) соот- 


ветствующим подбором чисел 6, с, и В можно включить в область 
Кс, (5, В); тем самым лемма доказана. 


$ 3. Прямые и обратные преобразования с ядрами 
Вольтерра в классе ТГ» 


3.1. В настоящем параграфе строится теория прямых и обратных 
интегральных преобразований в классе Г,(0, | со) с ядрами е=и 


и (+ ху; — >). 
1 


Положим Ве; =>, ><! < -- © и обозначим 
М (5; $) =е ® (1 — 5) М (5; $), (3.1) 


где функция М (5; ф) определена по формуле (2.10). 
Тогда имеем: 


И 


со ( . 1 
М ($; $) _ г \ й о ь ал. (3.2) 
0 


п чина аночиани: 
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В силу леммы 7, если Нез, 9 -- со, то 
0 при [тз$ > 0, 
М ($; $) = 2 а 93 
к _ >) при шз< 0, | 


1 : 
>, — 0 <<, то 


| 2 8 (= —9в) 


а если Вез = 


м9 =/ та-э* пра (8.4) 

| 0 при шз < 0. 

Сформулируем в качестве леммы следующий результат. 

ЛЕММА 9. Если 5 <|$| < + со, то 
5 [М(5 и; $) |< 2У*; (3.5) 
если Вез = > ‚ то справедливы тождества: 

М (5 т)но (1—5 М (5; =) На) =2*, (3.6) 
М (5) Наб-Э+м (5-9 =96), (87) 


где 

ЕТ — 2петз при ш;>0 
(=, — а — р 
Н | (5) =Г($)е ‚ Ф(5) = Е 21е—" при т;5< 0. > 


Доказательство. Из формул (3.3) и (3.4) имеем: 


е- ПГ [91 


ож 
еее 

и так как и 
г(а-а)> Ия *" и ит <, (3.10) 


то оценка (3.5) следует из (3.9) и (3.10). 

Что касается тождеств (3.6) и (3.7), то они непосредственно вытекают 
из формул (3.3), (3.4) и (3.8). 

ТЕОРЕМА 1. Если }(х) — произвольная функция из класса [.(0, оо), 
то 


а) формулой 


я у в: ) а 
г я- ие я < 0 


почти всюду на (0, + оо) определяется функция Е (у; $) Е Г» (0, оо), 
причем 
п 


Ру, ФР 2 1 Ра, < +; = (342) 


7 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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6) функции 
р й 
Роу = \ (е ут, — 5)/ (04а (3.13) 
при <-> -- со в среднем сходятся к Е (у; $): 
Е (у; $) =11.щ.Ео (у; $). (3.14) 
вю 


Доказательство. Интеграл 


$(5) = } (9 24 


0 


в среднем сходится на линии Ве $ = з. ‚ Поэтому $ — -- й) [$ 
6 1.(— со, со). Отсюда и из оценки (3.5) вытекает, что при > < |< + 


ем (++ й; $)$ (5—#) 1, (— ов 20 


Следовательно, существует функция Р (у, ф) 6 Г. (0, -{ со), з < ф| < - о, 


такая, что 
> На 
1. в 
Рф. й (2=) М (5; 9) $ (1 — зу 4, (3.15) 
а—> со т 
; -иа 
откуда получаем: 
у ее ы я | 
изо 4 = т и #. ее уч), У 0, 810 
0 1 
1 


п 
для всех || >25, причем интеграл справа уже сходится в обычном 


смысле. 
Далее, из формулы (3.2) заменой переменной г на у’ (где у>0— 
любое) находим: 


со Фи 1 
М (5: у уве т 
НО уе — а а 4", Вез=ф. (3.17) 


0 


Применяя равенство Парсеваля к правой части формулы (3.16) и учи- 
тывая (3.17), будем иметь: 


у Но О (туз : 
РФ) аа = ух \ ВЫ 5< |< +, (3.18) 
0 0 - 
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или 


в у ( е'Фух; ы 
и - р) нь << +%®, = (3.19) 


почти всюду на (0, -{ оо). 
С другой стороны, из определения (3.15) функции Е (у; $) вытекает 
равенство 


рояль | м (1+1, 5); (а, 


или, ввиду оценки (3.5), соотношение 
ы + 
ИР ва < | |#(3—и)|1ш= 2 бота» 
о —с 


а это и есть неравенство (3.12). 
Вводя обозначение 
0 при оао. 
ры [ 1(2) пр 
Обри 0, 


в силу формулы 
Ул; 1 и) = № (05; в), 


будем иметь: 


б 4Ф и УВ о А ет: 1 
р ие е = и (3.20) 


Так как /‹ (2) 6 Г. (0, + со) при любом <> 0, то, ввиду уже доказан- 
ного утверждения а) теоремы, имеем также: 


п 


Ео (у; $) Е Го (0, + оо), в>0, 5 < |< {°. 
Далее, из (3.19) и (3.20) получаем: 


- 


г а Рети т) 
Ру =у уз х Г ЛЕ. (3.21) 


Правую часть этой формулы можно представить как преобразование 
вида (3.14) функции, равной нулю на (0, с) и равной /(7) на (с, | со). 
Следовательно, к равенству (3.21) можно применить оценку (3.12) и пб- 
лучить соотношение. 


из) — 9; Эви < 27, 9>0 (3.22) 


для всех |Ф| >-— 5 . Перейдя в (3.22) к пределу при с-— со, получим 
утверждение 6) теоремы. 
7* 
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3.2. Следующую теорему можно рассматривать как предельный слу- 
чай теоремы 1 работы (7) (стр. 160), когда о = оо, если предварительно 
заменить в этой теореме функцию 8 (у) на Уре; (и). 

ТЕОРЕМА 2. Пусть 5 (у) — произвольная функция из класса Г» (0, + со). 
Обозначим 


о и (3.23) 
Га; 9) у ау 
тогда 
а) существует функция ] (т) из класса Г» (— со, + со) такая, что 
1 (2) =1а.. 1 (2; в), — сю << 0; (3.24) 
в>-со 


6) обратно, если атс (ху) = —" при ху < 0, то функции 
ия \ > (е уз — 5) а (3.25) 
п с 


на всей оси (— со, -|- со) имеют предел в среднем 


1. 8 (уз) = 8 (и), 


где 
8 (9), УЕ (0, - оо), 
а — (3.26) 
— и со МР ) 2 ] — — |. 
8 (9) в о УЕ (— со, 0) +; 
$ 5 п? -{ 102? (- =) 


в) преобразования } (5) и &(у) связаны формулами: 


аб м1 
1 = уе 8 Чи, (3.27) 
0 
| 
1 у[е ух; 5) 
— о ее 
8 (у) — Уз ву \ и ах; (3.28) 
г) справедливо равенство: 
со Но 
Ив Рау = \ 1749) 45. (3.29) 
0 —с 


Доказательство. Что касается утверждения а) и формул (3.27) 
и (3.29), то, как известно, они составляют часть утверждений теоремы 
Планшереля [см. (°), стр. 94]. 


Таким образом, нам остается установить лишь остальные утвержде- 
ния теоремы. 


1 
* В работе (1) в формуле (25) перед интегралом вместо множителя чт отпибочно 


24 
стоит множитель — Й_ . 
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Составив интеграл 


С 1 
С ($) = \ 5 (у у’ау, Вез=-, 
0 


и заметив, что как С (5 + и) ‚ таки (5 —#) н“® (5 + и) принад- 
лежат классу [., (— со, со), введем в рассмотрение функции 


1 1 а 
21) ? : "( (=) 
12) (2) = ® о \ @(1—$)Н`”' ($) 2:4 = 
5 = 
Е ИИ (3.30) 
м 
0 
Очевидно, 
ва 1? (4) при О< < + о, 
7(2) =} ду) (3.31) 
Г’ (2) при — © <#<0. 
Далее, определяем функции 
$ (5) = \ =) (1) °—1ат, Вез = —_ 
0 
отсюда и из (3.30) получаем функциональные уравнения: 
` у 
5 (1—3) = (2) 36 Н“) (1—5), Вез=%. (3.32) 


Умножим тождества (3.6) и (3.7) на С (5); тогда, ввиду формул (3.32), 
получим: 


ЫВ 
(2*)=@ (5) = 
. =м (7) а-э+м(,-=)яа-э, Вез=*, (3.33) 


(2т) 2Ф(5)6(8) = 


п = 4 
=м ($ =) 5а-Э+м(:—5)5 (1—3), Вез=ь. (3.34) 


Разделив обе части тождеств (3.33) и (3.34) на 


(ту 21: (1—5) у (>90) 


АН | 
и проинтегрировав их по линии $ = 5. [И (— <о <{< + 5), будем иметь: 


р ро ре 

— Но 7. м 

2 М ) № 

а о аа 
—8 


Л 21 1—$ 
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Зоя ) 
й М |; 5- | 
ри гы. - ) (1—5) 4 |! (3.35) 
а 
= —10 ] 
и 
> со 
(2) @ ($) 
Е ) РА 


[ не п 
М 
= * |5 ) м т 
( 


— +Нюо п 
(* и (: а =) а—) 

+ 27 ] О М 06 
:- —4<° 


(3.36) 


В силу формулы (3.17), по обобщенной формуле Парсеваля для пре- 
образований Меллина получим: 


т г п 
— Но ий те 1 
2 м (5 =>) 3у(е 25; = 
1 = У 5 
Тю ь 


Аналогично, если заметить, что, в силу (3.8), 


нием, фечны 
и положить 
Раны 
1 1— 
— \ эс. 5 +45 — Ф (5), >0, (3.38) 
тю 
то найдем: 
о Но 5 Нео 
1 б(5) — 1 = 
Е ( Г (5) у = \ (1—3) = 
т вю а вю 
[.®] В 
т 
=} 9(у) у> 0. (3.39) 


По определению (3.8) функции ф (5), имеем: 


: ) к — 2" при ё < 0, (8.8) 


2пе_" при # > 0. 
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Подставляя значение (3.8’) в (3.38), после простых преобразований 


- получаем: 
со + 
Ф( =2\ ем ш = а: 
о = й 
о Зы 
, ее. орт 
ИЕ \е м 50а (1081) = — ра, т>0. (3.40) 
0 
Учитывая, что 
>На 
ь 1 = 
=. 5 ,\ Су 45, 
та о 
находим: 
> Ню 
я: + и = 8 (и) аи, у>0. (3.41) 
1 Е 0 


— —ю< 
2 


Подставляя значения (3.37), (3.39) и (3.41) в формулы (3.35) и (3.36), 
а затем дифференцируя полученный результат по у, получим выражения: 


И 4 ы ® 

Ра ^ В => у (е ух: 

Уи | Е Рода а № (аа, 
т | р (3.35') 


со 
ча т ъ20н а. (4) 
= #9 Ф(у)* у АЙ 
фе 1 
же: => (е тык .. | 7 
Е А 4 3.36 
ЕЕ 4, (3.36/) 
справедливые почти всюду на (0, + о). 
Но, ввиду (3.40), 
—_ т 
со со / 2 ]о а ' 
ай е 1 (ут) 5 у 
14а И О 134) 
= ик ны па 0 —— 


причем интеграл справа абсолютно сходится. 
Заменив в формуле (3.36’) у на —у и имея в виду (3.42), получим; 


т = 
т 1 2 е р ) 4+ + 
= 8 (т) ни С 4 УЕ - т 

т ВеЙС: ( ›( т 2у 2) ны (2) 4х (3.36°) 
У2т Чу — 


почти всюду на (— оо, 0). 
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Наконец, если в формулах (3.35’) и (3.36”) вспомогательные функции 
12 (1) заменить на /(2) согласно (3.31), то получим формулу (3.28), 
т. е. утверждение в) теоремы. 

Нам остается установить утверждение 6) теоремы. С этой целью рас- 
смотрим функции 

б Нес в [22 2 оти 1 

А (е ув + =. уз; — 5)” (2) аа, 

б п Ут 

у (3.43) 


рее 


(3.44) 
Из формул (3.35’) и (3.36’) по теореме 1 следует, что 
1.1.0.8. (У) =8(у) = 8 (9), 
м Е (3.45) | 
14.0.8.(—-У) =8(— У). 
в—>-со 
Ввиду (3.31), формулы (3.43) и (3.44) запишутся в виде: 
б += Й 
в у | °( 8—5) 42 = в, 5), — УЕ, о), 
т (3.46) 


&-И- у |” ип Зевс, уе, + =) 


Поэтому формулы (3.45) эквивалентны утверждению 6) теоремы. 

В заключение отметим, что утверждение 6) теоремы одновременно 
представляет собой утверждение о возможности анпроксимации функций 
8 (У) из класса Г, (0, -- со) специальными классами функций, аналити- 
ческих на римановой поверхности Се». 

3.3. Установим теперь обратный результат о преобразовании с ядром 


у (+ ху; — 5.) и о его обращении с помощью преобразования Фурье. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть ] (х) — произвольная функция из класса 1» (0,-- со). 
Положим, что при у< 0 агоу = — т, и обозначим 
8 (у; У АМО з уз; — 5) 7 (2) =. (3.47) 
Тогда , 
а) существует функция 3(у) из класса Г, (— со, - оо) такая, чти 
& (у) = ть 8 (у, с), — о <у< о; (3.48) 


6) обратно, для функций 


74) = уе а (У)4у, о>0, (3.49) 
на всей оси существует предел в среднем 


1. / (2, 0) = 71 (2), 


в 
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где 
| [(2) при т 6 (0, - оо), 
1 
7 (2) — о (—®) 21 = 
7(=) а... при хЕ(— оо, 0); * а 
о п? -{ 106? (- =) 
в) преобразования 8(у) и 7 (2) связаны формулами 
т 
"узы я 2) (3.51) 
а ев 
7) — уз е #4, (3.52) 
имеющими место почти всюду на (— со, + оо); 
г) имеют место оценки: 
оо 
еду < аут (3.53) 
ее оо 
МО | ера = \ |8 ау. (3.54) 


Доказательство. Введем в рассмотрение функции 


(у; 9) = У, у(е 3 уд; = 5/9 4х, в>0, УЕ(0, - оо). (3.47) 


Очевидно, 
8 (у; с) = 81 (у, с) Е 5 (3.55) 
& (У; в) = р 5), УЕ(— оо, 0). 


По теореме 1, существуют функции 2(+) (у) 6 Г, (0, -- со), такие, что 
#9 (у) Вала 86 (у; о), (3.56) 
в—- со 


причем почти всюду на (0, | со) они представляются в виде 
да н-> 1 

=) | "( из) а 3.57 

= (у) = У ау ато т. ( * ) 


Эбозначая 
8С9 (У), УЕ(0, + о), : 
8 (У) = (3.55') 
8—) (у), УЕ (— со, 0), 


1 
* В работе (1) в формуле (21) перед интегралом вместо множителя — -— ошибочно 


рт 
стоит множитель и . 


414 М. М. ДЖРБАШЯН 


из (3.55) и (3.56) заключаем, что 


в (у) =11щ: 80, ©), ^ << 9+, 
в—-Н со 


а из (3.57) для функции &(у) почти всюду на (— оо, -- оо) получаем 
представление вида (3.51). 
Рассмотрим преобразования Меллина 
в) = едет, 69 (в) = | 89 ду, 
0 0 
которые существуют и принадлежат классу Г, (— со, - ©о) на линии 
ЕЯ (— 9 << +). 
Из (3.57) следует, что 
у м ы а (2 2 у; 5) : б 
\4 о о ыы 


и если к правой части применить равенство Парсеваля, то, в силу 
(3.17), получим: 


и п 
” М |5; + = 
8 (и) 4 = 9. | м) ры — $)4, у>0. (3.58) 


ее. _—е 


С другой стороны, в силу определения функций С“*) (5), имеем: 


1 . 
у — Нео 


2 
ь 1 с(=) 
0 


— —ю 
2 


Сравнение формул (3.58) и (3.59) приводит к функциональным уравне- 
ниям 


6*® (5) = (2=) * М (5 +5) Ра—з), Вез = (3.60) 


Умножив обе части тождеств (3.6) и (3.7) на Р(1 — $), в силу (3.60) 
приходим к следующим функциональным уравнениям, справедливым на 


линии Вез = р 


(2туз Е (1—5 = СТО ана, а) 
(2*)_ О Е —)=бтТон’а эго ноа-5). 


Заменим в формулах (3.61) $ на 1—5, разделим их на 


(21)? 21{ (1 —5) 5—1 (2>0). 


ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ С ЯДРАМИ ВОЛЬТЕРРА 445 


и проинтегрируем на линии $ = Г + Я (— © <Е< + о). Мы получим: 


= [ ем 
= г ен 1 - НС) (5) ай) 
вн | 1 $ А ых. ет АСТ а 
тр [ г > 
> Но 
4 нв 
т \ = = т С (1—3) 45 ь №0, (3.62) 
1 цю 
2 
и 
1. 1 
(1 ВЕ 9 1 м НС (5) 26 
ы 6 = ты и я Пс <" (1—5) @&- 
5 —ю 1 вю 
3 Ню ] 
1 н(>) р. 
И О ие, 296 3.63) 
== о ] 
Обозначим 
о 
а 
о" ть 
ТО | 4, 50. (3.64) 
тыр 
о 
Тогда, очевидно, 
< > Но 
1 \ $ (1—5) ее ый Ф (5) № 
2 \ Иа Е (5) 45 = 5: \ —; 2Р (1 — $) 45 = 
о 5—5 
со 
= (76) + (4, #>0. (3.65) 
0 


Подставляя в последнюю формулу значение $(5) из (3.8), после простых 

преобразований найдем: 

-> 
105 т 


=’ = ие, 9 > 0). (3.66) 
Е (=) (5) 
Как нетрудно видеть [см. ("), стр. 161], выражение — 21° яв- 
| ху 
ляется преобразованием Меллина функции ы ре. ' поэтому по обоб- 
щенной формуле Парсеваля имеем: 
$ т АСЯ ты ги — 1 
5 } ив = Ева, (3.67) 
0 


Ве 
2 
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И НС) в Ре 1 в. 
иг Ч ое ны И 


Кроме того, из определения функции Ё(5) следует: 
> На 
1 (2) = т.т. }о ба 4%, 
Е 1 


— а 
2 


1 г. 
— Но 
р 


ый \ И = Ци Ф, #>0. (3.68) 
55 о 
2 


Если учесть формулы (3.65), (3.66), (3.67), (3.67”) и (3.68), то после 
дифференцирования по х тождества (3.62) и (3.63) запишутся в виде: 


г —у г ху . 
1 (2) = а. вен и = 1 ее (у)ау, (3.62) 
0 


У ах 
ых 
хе (о? 105 — в 
1 И @ ыы . 
ме \ 12 (уау+ 
я поет У = - 
4 абем_1 ие ’ 
т. 8) 4, (3.63) 
0 


причем равенства имеют место почти всюду на (0, -- со). Заменив в этих 
формулах функции 8(*)(у) на 8(у) согласно (3.55’) и положив затем 
в (3.63’) —х вместо х, мы получим формулу (3.52). 

Для доказательства формулы 


1.1.1.7 (2; с) =7(1), — © << фо, 
в—- со 
утверждения 6) теоремы составим разность / (<) — (т, в), 
Мы имеем: 
т а 1 ( 
паи р а — \ ео = 
о-в Петь И би ААЗК(ИАЗ: 


НЕЕ и году + ду]. 


Отсюда, в силу равенства Парсеваля, выводим: 


-Есо —св 


7 — ее, драк = | [а деау + вау. 


—с© 


Перейдя к пределу при <-> -Ё со, мы получаем требуемую формулу. 
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Наконец, оценка (3.53) следует из (3.55') и из оценки (3.12) теоремы 1, 
а оценка (3.54) — из равенства Парсеваля для преобразования Фурье 
(3.52). Таким образом, теорема доказана полностью. В качестве следствия 
из этой теоремы вычислим преобразование Фурье функции у (1; 5) бы, 

ЛЕММА 10. Пусть Е и \— любые вещественные числа; тогда, если 
ато (Ё\) = —т при < 0, имеем: 


ИЕ 1` ы 
Не» (е 2 Ех; =) (е—"® — 1 


1 —. 
= | = = 1 1) = 
ша (||, |9, > 0, 
Е 2. в я 
| Ы ре ен и хоре М и 
[== \ п? + 1052 т Е. \ п? -- 1052т — ме 
0 


Доказательство. Воспользуемся формулами обращения (3.51) и 
{3.52) теоремы 3. 
Положим сначала Ё >> 0 и возьмем 


_]1, 26(0, 8, 
О с 
тогда, по (3.51), 
р (ви) 
28 54 о В 2 | 
уе ух; >) 4 р (3.70) 


Подставив значение (3.70) в (3.52) и проинтегрировав результат в 
пределах (0, \), где у==0, получим: 


1 
а о ОО 
= \ а а = \ аа. (3.71) 
к. ; 
Пуеть > 0, тогда, по (3.50), 
— 1, 0, =, 
о 
0, мЕ(Е, - оо), 
и поэтому 
7 
\7 6) 4и = ши (& 1). (3.72) 
о 


Если же у < 0, то, в силу второй из формул (3.50), имеем: 


в мн и 
Уши = . \ = @ Гай = 
о 2+ 100? т >) 


Е г Ш 
не а ео Ех Е 
Пе а а (2 12, (3.73 
== \ юз 2 фе = \ ах — о ПВ 
э 0 
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Из (3.71), (3.72) и (3.73) следует формула (3:69) леммы при > 0. 

Пусть теперь &< 0; тогда, замечая, что 1 (&, \) = 1 (|Ё|,—\), мы при- 
дем к той же формуле. 

3.4. Пусть функции /, (2) и (5) принадлежат классу [»(0, + со); 
тогда формулы 


вЫ 9 уе | 1 (а, (3.74) 
а БЕ. Е 
=) (у; 1; у) = Е = А-Я (2) 4 (3.75) 


определяют функции, снова принадлежащие классу [5 (0, -{ оо). 
ТЕОРЕМА 4. Справедливо равенство 


со 


\ Л (2) 1› (2) аз = | 8) (9; 11; е) ЕСВ (у; 1»; у) ау 


+ ил: 08% 4, (3.76) 
0 
или эквивалентное ему равенство 


со 


\ Л (2) 7» (2) 4 = \ 8) (у; 11; е) 8 (у; №, уу 


0 


+в Р (у; 71; ©) ЕР (у; 1; У) ау. (3.76’) 
0 


Доказательство. Интегралы 


Е, ($) = | р (2) 2—1 и Р, (5) = \ 1 (2) 2—1 ах 


0 


© 


1 
на линии Вез = представляют функции из класса Г. (— оо, -- оо). 


Из (3.74) и (3.75) имеем: 


Н (+) 1 е АИ 
| ла = | А) = 
о 0 
м 
— Но 
р 
ти НЕ) (5) 
У \ м о (3.7 
1 4 
( оу Е р ху; ь 
о(=) ти Не ыы 
\ (и; 12; У) аи т ие ВР = 
о 0 
1 
ПАРЕ, п 
т. м(5+>) Е | 
— Ум И: Ч о (3.78) 
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= 


В свою очередь, из (3.77) и (3.78) соответственно следуют формулы: 


вы + 
25 (уз: 0) = 9 Пат Н(®) (5) Е, (1 0 р 
рт о \ (5) Р, (1 —$)у 45, (3.74) 
1 
2 
а + 
2 2 
вул) = ош | М( +2) -—9у. (875) 
— —@ 
2 


Применим к преобразованиям Меллина (3.74’) и (3.75’) обобщенное 


равенство Парсеваля; тогда будем иметь: 


\ #7) (у; зе) 89 (у; зу) 4у = 


`—>8 


> 


Е о 
2 
2п)-1 = п 
= 67 \ Н (1—5 М (5 =) Е, (5) Е. (1—5) &, — (3.19) 
5—5 
\ 8 (у; р; е) 8 (у; 1», у) ау = 
9 
— +1 
2в)-* п 
88) \ Н® (1—5) М (5— $) Е 8) Р,(1 —5)4. — (3.80) 


Сложив равенства (3.79) и (3.80), в силу формулы (3.6) леммы 9 найдем: 


со 


0 


\ 8<— (у; 11; е) 809 (у; /з; у) ау +\ 8 (у; зе) 857 (у; 1; у) ау = 
0 

5 +1 
(1), — 5%. 


| : 
— — © 
2 


Применяя равенство Парсеваля к правой части последней формулы, мы 


получим формулу (3.76) теоремы. 
Наконец, учитывая, что 
89 (у; 15; у) = 82 (у; 15; У), 


85 (у; зу) = 8 (у; №; У), 
и заменяя в (3.76) функцию ]» (5) на /» (2), мы получим формулу (3.76’). 
В заключение отметим, что равенства (3.76) и (3.76’) можно записать 
в. более компактном виде, если вместо функций 2+) (у; д; е) и в(+) (у; /; у) 
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Е 


воспользоваться преобразованиями 


1 а бе _ 
ви: = ут “4, 
ить ех 
4 а ме 7,15 
(9:15) = У = “Ааа 


Действительно, тогда будем иметь: 


2 (у; зе) = 8(у;/;е), — 8 (у; 5; у) =8(9;5;,), у>0, 


(3.81) 
84 (у; 1; 6) = &(—у;/;6), 859 (у; 5; у) = 8(—9;/5У), у>0. 
Из этих формул и из формул (3.74) и (3.74’) следуют равенства: 
со оо 
лол = | зд а, (3.82) 
0 —=55) 
со оо 
\ло@а= | вос. (3.82') 
0 —© 
Институт математики и механики Поступило 
Ак. наук Армянской ССР 25.У.1959 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
24 (1960), 421—430 


А. Ф. ТИМАН 


К ВОПРОСУ ОБ ОДНОВРЕМЕННОЙ АППРОКСИМАЦИИ ФУНКЦИЙ 
И ИХ ПРОИЗВОДНЫХ НА ВСЕЙ ЧИСЛОВОЙ ОСИ 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе рассматривается вопрос об одновременном приближении на 
всей вещественной оси любых дифференцируемых функций и их произ- 
водных целыми функциями экспоненциального типа. Дано обобщение 
аппроксимационной теоремы ©. Н. Бернштейна о функциях, ограничен- 
ных и равномерно непрерывных на (— со, оо), и получено неравенство 
для наилучщих приближений производных функции на всей числовой 
оси, примыкающее к известному неравенству А. Н. Колмогорова (1). 
Устанавливается, что при равномерном приближении произвольных 
функций на всей числовой оси рассматриваемые константы в некоторых 
случаях существенно больше соответстзующих констант при аппрокси- 
мации периодических периода 2т функций тригонометрическими поли- 
номами. 


$ 1. Обобщение аппроксимационной теоремы С. Н. Бернштейна 


В теории приближения ограниченных и равномерно непрерывных на 
всей вещественной оси функций наиболее естественным конструктивным 
элементом являются целые функции экспоненциального типа. Для всякой 
ограниченной на (— со, со) функции / (2) при любом с >0 существует 
целая функция 8.(/;х) степени < в, которая в классе всех таких функций 
2.(х) осуществляет наилучшее равномерное приближение ] (7), т. е. для 
которой 

А (]) = Ш зар |7(2)— 65 (2)| = зар |7(5) — 8°(1;2)|. (№ 
Во(х) —со<х< со —©<<х< с 

При этом ограниченная функция ](х) равномерно непрерывна на всей 
числовой оси тогда и только тогда, когда А. (/)->0 при <-> оо. Приве- 
денное предложение, принадлежащее С. Н. Бернштейну (1), показывает, 
что класс ограниченных и равномерно непрерывных на (— со, со) функ- 
ций состоит из тех и только тех функций, которые являются пределами 
равномерно сходящихся на (— со, со) последовательностей ограниченных 
на вещественной оси целых функций конечной степени, т. е. таких по- 
следовательностей ограниченных на числовой оси целых функций экспо- 

ненциального типа 2„(х), для которых 
зар |8®(2) — &т(2)| -—> 0. (2) 


—с0<х< о т, п—оо 


Аналогичным образом может быть описан класс всех ограниченных 
на (— со, со) функций, которые имеют там ограниченную и равномерно 
непрерывную производную некоторого порядка. 
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а 


ТЕОРЕМА 1. Ограниченная на всей вещественной оси функция ](т) 
имеет ограниченную и равномерно непрерывную на (— со, со) производную 
г-го порядка тогда и только тогда, когда А. (]) —>0 при в-—> < и 

ша вир |5 (7;2) —87 (0:2)! =0. (3) 


пи (с, т)->со —с<х<оо 


При этом 
зар |7 (2) — 50 (1;2) | = 914. (/°)]. 


—©<<х<о® 

Если А.(/)->0, когда <-> со, то функция ] (1) равномерно непрерывна 
и при выполнении условия (3) всюду на (— со, со) имеет производную 
109 (2) порядка г. Поскольку 8 (1; 2) — ]") (1) при <—> со равномерно на 
всей числовой оси и так как, в силу неравенства С. Н. Бернштейна 
[см. (?)] 

зир |857 (7;2)| <” зар |8 (;1)| <“ зар |/(2)|-- 4. (]}, 

—©<<х<о —с<х<о —©<х<о 
функция 8 (1; 2) при любом с ограничена и равномерно непрерывна на 
(— <о, со), то, следовательно, этими же свойствами обладает и произ- 
водная /“”) (2). Таким образом, первая часть теоремы 1 очевидна. 

Пусть теперь ограниченная функция ]/(х) имеет ограниченную и рав- 
номерно непрерывную на (— со, со) производную /“”(5) порядка г. 
Интегральный оператор Н. И. Ахиезера — Б. М. Левитана 


со 


о. (а) = (вн) = | [ет ее Ви (4 


6 пи? 


приводит в соответствие любой рассматриваемой функции ] (2) некоторую 


целую функцию И.(х) степени «и 


с и обладает тем свойством, что 


Оз (1; г; =) = 7 (2) 


во всех случаях, когда ] (2) есть ограниченная на (— со, со) целая функ- 
ция степени «с [см. (?)]. 
Поскольку 


| [72+ печ) еее и О 


пи? пи? 


= О (1; г; 1) — С. (1), 


где С. (2) — некоторая целая функция степени «о, то, в силу равенства 


= 
О 
имеем: г 
Ас (0) < 24. (7. 


Кроме того, благодаря неравенству С. Н. Бернштейна для производной 
от ограниченной на вещественной оси целой функции экспоненциального 
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типа, при любом натуральном значении К 


4. (08) < зар 10) — 8008) < 


—©<<х< с 
< (+) зар |0.) — в (09| = (1+4. 0). 


Следовательно, 


А, (05) =_ ор О. 8 (бак 2 (1 я - А ‹ (7). (5) 


Н. И. Ахиезер [см. (?)] показал, что, какой бы ни была функция / (1), 
имеющая ограниченную на (— со, со) производную порядка А, для ее 
наилучшего приближения А.(]) при любом со>0 справедлива оценка 


4.) < к зар |192). 


Если учесть, что первообразная от целой функции экспоненциального 
типа есть целая функция той же степени, то отсюда сразу же получим 
неравенство 


Ас (Л < 4 (1®). 


Поэтому из (5) следует, что 


4. (0) < зар |0 (#)— ее 


—©<зх< < 
Отметим, что в силу указанных выше свойств интеграла (4) 


зар 1/9) —09 0:58) |< 4.08) 0+1), (7) 


—с<х< 


где Г, (г) — норма оператора (4) в пространстве всех ограниченных на 
вещественной оси функций. 
Из (6) и (7), если учесть [сем. (3)], что 


4 
Г) =нше-+1-+0(1) (8) 
равномерно относительно всех г >0, получаем неравенство: 
кор |1) — 809 (0.2) |< {ши +0(1) 4. 4®) (9 
—с0<х<оо 


равномерно относительно всех в < г. 
Аналогичным образом получаем оценку 


2 
вор |859 80:8) |< [Е ве+О+0 4 (1), 
которая вместе с (9) показывает, что при фиксированном значении г 


вир |/° (4) — 82° (7:2) |= 04. {7} 
—с<х<оо 
равномерно относительно в >> 0. 

Следовательно, в том случае, когда производная /г) (2) ограничена и 
равномерно непрерывна на всей числовой оси, 8 (]; 2) —> /" (2) при <—>оо 
равномерно на (— со, оо), т. е. имеет место равенство (3). 

8* 
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`Из теоремы 1 и неравенства А. Н. Колмогорова для производных 
[см. (1°)] вытекает, что при любом о >0и 0 <р<" 


_ МЕ и 
А 5 МСА. тт, 


где М, — константа, зависящая только от р и г. Аналогичный резуль- 
тат имеет место также и для наилучших приближений в среднем. 


$2. Сравнение с периодическим случаем 


Пусть И’” ость класс всех ограниченных на (— со, со) функций (а 
р „ у ( 
имеющих там ограничент.гю производную Л” (т) порядка г. Оценка. (9) 
показывает, что при любом с > 0 величина 
к Г. 
ор 1/9) — 50| 


: —о0<х< 
С.'= зар Ш шах —°58-® 


й А 
ХС") въ) ск» А, (7%) 


где нижняя грань распространяется на все целые функции 8 (7) степени 
«ос *, удовлетворяет неравенству 


бек иены) (10) 
равномерно относительно ГИ 6. 


* Нетрудно убедиться в том, что при любом г > 0 для всякой функции ] (2) 6 И’) 
(А. (1) == 0) существует целая функция в, (];г;х) степени <, реализующая эту 
нижнюю грань, т. е. такая, что 
р 1/9 (9) — 50; 7; 2) | пр 1/9 (2) #0) (| 
—со<х< о 5 —с<х< с 
тах ® ИЕ ИЕ ®) 
о<и<г (Л) Зо (х) 0«<г А. (7 ”) 


В самом деле, последовательность функций &, ,(х), для которой 


зир |1 (2) — (| 


о 
б „(== ш шах № 
о фо 0<и< А, ({®) 
ви 179 (2) — #09) 
== И равах =“ с | 
У>оо <<! ИЕ (1 ) 


равномерно ограничена на всей числовой оси. Поэтому, применяя принцип Больцано — 
Вейерштрасса и известный диагональный процесс Кантора, мы можем указать после- 
довательность натуральных чисел у, (1 =1,2,3,...), обладающую тем свойством, что 


Ил 8, (2) — $, 0 (=) 
15° 


У 


при всех рациональных значениях х. Если зир |2. (2)! ЗМ, то [6м. 2] 
—с%х< о же 
Г. >) 1 2] < Г] 
| Ва, У) (2-1) |< эр | о, (2) | | < Ме?м, 
—с9<х< 0 


и последовательность во, (х -- 7/) равномерно ограничена в любой конечной части 


комплексной плоскости. Так как эта последовательность сходится в рациональных 
точках вещественной оси, то, в силу теоремы Витали [см., например, (*)], она схо- 
дится, и притом равномерно, во всякой ограниченной области плоскости. Значит, 
предельная функция о (®-- ГУ) является целой и, поскольку она удовлетворяет 
неравенству 

18, о(#-Е 89) | < Ме, 


8в,0 (2) = 8 (/;7; 2) есть целая функция степени <; для которой нижняя грань 
С. г (1) достигается. 
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Оказывается, что в действительности константа С., асимптотически 
(при г-—> оо) совпадает с правой частью (10) и, таким образом, в этом 
смысле се рост © возрастанием 7 к бесконечности не зависит от в. 
Имеет место; 

ТЕОРЕМА 2. При г-> со равномерно относительно всех в > 0 справед- 
ливо асимптотическое равенство 


С- = Ш ("+ 1) + О(тш №». (11) 


Прежде чем показать справедливость соотношения (11), отметим, что, 
так же как и в экстремальной задаче Н. И. Ахиезера — М. Г. Крейна 
[ем. (2)], 


с" А 
— ИЯ о 
И 


где верхняя грань К, ‚ не зависит от с. а константа Со, ‚, расематриваемая 

в данном случае для г, значительно больших о, оказывается существенно 
ра * .” 

больше соответствующей константы С.,,, определяемой (при натуральных 


значениях с) аналогично для приближений тригонометрическими полино- 
мами 


Пи я (ак соз Ах -- 6 1 Ах) 
к=0 


на классе |0 всех периодических периода 2т функции из и”. В силу 
известных результатов Н. И. Ахиезера и М. Г. Крейна (5) и Фавара ($), 
для наилучших приближений 
* О т 
Е (Г) = Ш шах |7 (51) —Т, (1) | 


Та(х) х 


функций (2) 6 И’ справедливо равенство 


т * 
п’ Ев (1) о 
м а а = ПЕ КЕ 
* 
и, таким образом, если г значительно больше п, то константа Ат ока- 
зывается во много раз меньше константы А 
Аналогичное положение для констант Саги 
А "(К и 
\ зир| 1 (=) — 709 (=) | 


С.,= вар Ш щах 
ей’) Ти/х) << 8" ()) 


мы наблюдаем, сравнивая соотношение (11) с формулой 


Ск = 5 ш(р+ 1) НО(шшшр), р=шй(и,),, (12) 


которую установил А. Л. Гаркави (°). 
(т 
Для доказательства теоремы 2 введем в рассмотрение класс И’ всех 
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—% 


периодических периода 2= функций из И’ и верхнюю грань 


зар! /® (2) — Т®, (+) 


х 


Су, = зар Ш{ шах 
к (Пик) 
, лв’) Тм, 14%) 0< <" Е (/®) 
где 
К 
ух ; уд 
Тк, (2) =» (, с08 ^^ Е Вт =) 43 
у=0 
а 


Е ()) = Ш зар|7 (2) — Ты, 1 (2) |. 
Ту). 


Очевидно, что если 


ДЕЙ) 


$ (2) = 1 (12), 


$(2) 6”, Е (р =Е (9) 


то 


и, следовательно, 
(1) тя 
СМ, = См, г: 


Таким образом, в силу (12), 


= ш(р+ 1) +0(шшшр), р=шш(М, "), (14) 
равномерно относительно г, М и 4. 
Рассмотрим произвольную функцию }/ (2) Е” и установим, что 


и зар | № (2) —Т%) (=)| 
С = С = И ла АВЕ 
и. в (7) М, (7 тк, а ЕФ (9) 


: (15) 


С этой целью заметим, что если &„ (};г;2) есть целая функция степени 
и 
М е 
<, для которой достигается нижняя грань См (/), то при любом 
ее 
1 
натуральном значении т таким свойством обладает и функция 


т 


би (т) = тт вы ем. 


Уу=— т 1 


Из равномерно ограниченной последовательности целых функций Си (7; 1) 
(п =1, 2,3 ), имею < ы 
ей щих степень < ——, можно выделить подпоследова- 


тельность Си, (];х), равномерно сходящуюся в любой конечной части 
комплексной плоскости к некоторой целой функции С(/;х) степени 


М 
Е (см. примечание на стр. 424). Так как при несграниченном возраста- 
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нии т разность 
Си++ 21) — би (}; 2) 


равномерно по всем хе (— со, со) стремится к нулю, то С(];х) имеет 
период 2т[ и, следовательно [см. (?), $ 84], является некоторым тригоно- 
метрическим полиномом типа (13). Благодаря этому нижняя грань См (7) 
Я 
в случае, когда 12) ЕО. совпадает с нижней гранью, распространен- 
ной только по тригонометрическим полиномам Тм, 1 (5), т. е. имеет место 
равенство (15). 
В силу равенств (15) и (14) при любом [> 0 
в (0 га 
Су „= вр См „> = 


то” ито 11 


Е в =. ты (р О (п Шшр). 


Полагая здесь М =ги [= >, имеем: 
С..> Ши -+0(шш”) 


равномерно относительно в. 
Последнее неравенство вместе с (10) приводит к соотношению (11). 


$ 3. Приложение к исследованию аппроксимативных свойств 
линейных методов суммирования рядов Фурье 


Из рассмотрений 8 1 видно, что теорема 1 остается в силе, если в ней 
целые функции наилучшего приближения &. (/;1) заменить любыми дру- 
гими целыми функциями 2. (5) степени <, которые осуществляют при- 
ближение наилучшего порядка, т. е. для которых при <-> со 


Вир |7 (0) 8 (2) | = 014. (1. (16) 


И в этом случае, каким бы ни было фиксированное натуральное г, для 
любой функции / (2) ЕИ/’® 


вор |7) — 877 (9) = 014. (17 (17) 


При условии, что ФЕИ”, а в‹(2) имеет период 2п, аналогичное 
утверждение содержится в работах Г. Фрейда (%), А. Л. Гаркави (7) и 
Г. Фрейда и Я. Ципцера (). 

В этом параграфе мы рассмотрим периодический случай и, опираясь 
на этот результат, который остается в силе и для производных дробного 
порядка [см. (7)], приведем некоторые дополнения к работе автора у 


Пусть / (2) 6 И’ и 
О» (зак) = 5 У № (ах созйз + и ша), < (18) 
К=1 


где ак, Вх — коэффициенты Фурье для ](т), а х(") (== | ба Зана:. 
&=1,...,п) — произвольная матрица чисел. 
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Положим 
[0, й 0, 
1—2” 
шт) — 4 (г) = | ат о; в 
1 
‚„Кк=п-!, 
| (п 1)” а 
Др — п — В не и. 


Через УОН®М и ?И®М ("> 0, 0< < 1) обозначим соответственно 
класс периодических периода 2т функций ] (1), имеющих г-ю производную 


Л” (1), удовлетворяющую условию Липшица 
[77 (в) — 2? (05) | < М аа — |", 


и класс функций, тригонометрически сопряженных к функциям 
1 ЕИОН®М. 

Для того чтобы суммы (18) осуществляли наилучший возможный 
порядок равномерного приближения тригонометрическими полиномами 


на классе И’?И“М или на классе Я") Н*М, необходимо, чтобы 


ао" во 


равномерно относительно п и ^ (1 <А< п), а 


т 


4—1) 
т _ шп +0( 1 ). 
Е (п К+1) п’ 


(20) 


Таким образом, при изучении методов аппроксимации типа (18) 
осуществляющих наилучший порядок приближения на указанных клас- 
сах функций, можно ограничиться лишь матрицами, для которых 
^^ =0(1) равномерно относительно п и К (0<ЁЕ< п). 

В работе (") доказано, что если для ограниченной матрицы №") 


1—1 


2 х "Азы =0 (>) (21) 


К=0 уэ=п—К 


и существует значение 09(0<09< 1), при котором 


[9%] 
Хи |4 = 0 (= 
ИА и т р 

К=0 , 
то соответствующий метод аппроксимации (18) дает на классах иН®М 
и ЯЙН®М (г > 0, 0<«<1) наилучшее в смысле порядка равномерное 
приближение тригонометрическими полиномами. 

Из сказанного в начале этого параграфа следует, что при выполне- 
нии этих условий метод (18) обладает таким же свойством и на классах 


У Н®М и НМ, каким бы ни было неотрицательное число о < г. 
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Аналогичным образом из рассмотрений, проведенных в работе (1), 


следует, что если ограниченная матрица ^(”) удовлетворяет условию (21), 
то при любом неотрицательном р < г процесс аппроксимации (18) осущест- 
вляет наилучшее в смысле порядка равномерное приближение тригоно- 


метрическими полиномами на классах "ФН®М, если т четно, и на 
классах У®Н®.М, если г нечетно. 


Б тех случаях, когда ограниченная матрица ма такова, что при 


любом п система чисел (”) (& =0,1,..., п - 1) выпукла или вогнута, т. е. 
Ар < 0. (К =0,4,....п— 1) (22) 
или 
да -О О, ап, (23) 


условие {77} является достаточным для того, чтобы соответствующий 
процесс аппроксимации при любом неотрицательном р<г осуществлял 
наилучший порядок равномерного приближения тригонометрическими 
полиномами на классах "®Н®М, когда г четно, и на классах ®Н®М, 
когда г нечетно. Для других натуральных значений г это положение 
остается в силе при дополнительном ограничении 


д 4—2 1 
п И, ыы 24 
о = а (24) 


и, в частности, во всех случаях, когда 


> з 
щ ) =0 = ) < 


При выполнении этого соотношения последнее утверждение справед- 
ливо также для классов УРН®М и УФН®М при 0<а< 1. 

Отметим еще следующее предложение. 

ТЕОРЕМА 3. Если при некотором целом г >20 процесс аппроксима- 
ции (18) осуществляет наилучший возможный порядов равномерного при- 
ближения на каком-либо классе УЗИ“ М или ТОН®М, то при всяком 
неотрицательном р<тг 


у 


у А Ша -о( т (25) 


и ®— +1) п 


В частности, при выполнении условия (22) или (23) соотношение (20) 
влечет за собой (25), каким бы ни было неотрицательное р < г. 

Можно было бы показать, что теорема 3 остается в силе, если в ней 
класс УИ®М заменить любым классом И’”Н, функций ет”, 
модуль непрерывности которых не превышает некоторого произвольного 
модуля непрерывности © (1. 


Поступило 
3.Х1.1958 
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А. В. ЕФИМОВ 


О ПРИБЛИЖЕНИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ СУММАМИ 
ВАЛЛЕ ПУССЕНА. П 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В 'работе даются асимптотически точные равенства для верхних 
граней уклонений функции от ее сумм Валле Пуссена, распространен- 
ных на классы ВН: [9] и ЗН» [*]. 


$ 1. Введение 


В работе автора (5) ланы асимптотически точные равенства для верх- 
них граней уклонений непрерывной функции ] (5) от ее сумм Валле Пус- 
сена с» р(], х) в том случае, когла модуль непрерывности функции 
7 (1) — в, (6, 7) (илиее модуль гладкости 6» (5, /)) не превосходит заданной 
мажоранты, являющейся модулем ‘непрерывности (соответственно моду- 
лем гладкости). Там же дается обзор имеющихся в этом направлении 
результатов. В дополнение отметим только результат С. А. Теляков- 
ского (12), получившего асимптотически точные равенства для уклонения 
дифференцируемых периодических функций от их сумм Валле Пуссена. 
В настоящей работе даются асимптотически точные равенства для верх- 
них граней уклонений функций классов И’ВН, [6] и ИН, [9*] от их 
сумм Валле Пуссена. Дадим определение этих классов. 

Пусть в, (5) — заданная положительная функция, являющаяся моду- 
лем непрерывности, т. е. удовлетворяющая условиям [см. (°)]: 


в. (6) непрерывна при 8=0, 4, (0) =0, 
< о, (65) — в (61) < в, (5—8) (0<%38<%). 


Как показал Маршо (8) [см. также (15)], функция ©, (6) удовлетворяет 


‘условиям: 


(1.1) 


во: (8) < 10, (@>0) (1.2) 
и 

1 (6) < Ко, (5) (— целое > 1). (1.3) 
Пусть в. (5) — заданная положительная функция, удовлетворяющая 
условиям: 
з (0) =0, 0<%» (81) < в» (&) (0<8<5,) (1.4) 

и “ 

= ; 6 5 

— 22 (“3 < о» (6, - во (6+) — 20» [= т "и < 20 ‚ (=) (0<8<5). 
(1.5) 
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Нижо будет доказано ($ 2, лемма 1), что если кроме условий (1.4) и 
(1.5) функция ‹› (5) удовлетворяет условию 
0< о (5,) — в» (61) < в» (5, —8,) (0% <5,), (1.6} 
то функция 
Фо (а) = (2) при —= «2 <", 
фо (2 -- 2т) = Фо (2) 
имеет модуль гладкости, равный 6 (5), т. е. 


«5 (5, Фо) = ни || Фо (= + 1) — 2% (2) -- Фо (х -Е #) | = © (8). 


В дальнейшем под |/| мы будем понимать норму функции 1 (7) в про- 
странстве непрерывных функций периода 2м, т. е. 


=, = тах У (9 | 


Будем говорить, что функция ] (1) Е МН, [©], если /(5) имеет период 
2п и ее модуль непрерывности 


(В ЕЕ ЕАО 


< 
удовлетворяет условию 
в, (6, /) < Мо, (5), 
где ©, (5) удовлетворяет условиям (1.1). 
Далее, будем говорить, что функция ] (5) ЕМН. [6%], если 7 (х) имеет 
период 2т и ее модуль гладкости 


из (6, ) = вир |7) — 27) -+1@—1)] 
удовлетворяет условию 
з (6, /) < Мо» (5), 


где «› (5) удовлетворяет условиям (1.4), (1.5) и (1.6). Если же, кроме 
(1.4) — (1.6), функция в» (5) удовлетворяет условию 


т 
\ о ЕЕ О (5), (1.7) 


то будем говорить, что ] (2) МН, ["]. Сопряженные с классами МН, [6] 


и МН, [6] ‘классы функций будем соответственно обозначать через МН, [©] 
и МР, [6]. 


Пусть функция 7 (52) представима в форме ряда [ср. (11)] 
И я 6 ) со (м 5") (20. (1.8) 
а ы 


где Ф (т) — непрерывная функция периода 2т, удовлетворяющая условию 


$ (2) 4х = 0. (1.9) 


ПРИБЛИЖЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 433 


Будем говорить, что функция / (2), представимая в форме (1.8), при- 
надлежит классу МИ’ЬН, [6] (или ] (2) Е МИ’ЬН, [6], если Ф(2) удовле- 
творяет условию (1.9), и, кроме того, $(2) Е МН, [] (соответственно 
Ф (2) с МН. [9]). 

Не ограничивая общности, мы можем считать, что 0 <В< 4, так как 


иначе можно было бы взять 3’ ЕВ =, у — целое, В’6[0, 4]. Если 


об =, = (0<< 1, 


то при г=0 соответствующие классы будем обозначать через ЛИН», 
МН,,.... Вместо 


1. И’вН, [@], 1. И’вНЬ еее - . 
В дальнейшем условимся писать 


И’ьН, 16]. ВН, [6], .. .. 


Через 
п 
Ве = + > (а, соз Ат -- бу зт Ал) (п=0, 6...) 
К 1 
и 
п 
а == т м А И 0 
’  Кэи-р 


обозначаем соответственно частичные суммы ряда Фурье и суммы Валле 
Пуссена функцим ] (5), а через И„,»(/, 1) — уклонение функции / (т) от 
ее суммы Валле Пуссена оп, р (7, 2): 


; 1 с 
у т} (7 х) = 1 (5) —би.ф (7, х) к ей о [И (2) =: О (7, 1) == 
и=п—р 
Ем 608 (и — р) — сои ЕП 
Ее о. 
я (Р- 1) и а" й 4 51? г. р 


Рассматривается следующая задача: иселедовать мове ‘ение верхних 


граней 
бор (ИвН [6]) = зир |Т»,ь (7, 2)| 
ЕСИ] 
и 
ве о ВН") = вр о ПУнь (И, 9) 
Нот] 
Положим 


С” [в] = зар — \ 7 (2) со; пкз| @= 1.2) 
ЛЕН! М. 
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ФЕН 
ры 


и. 


С” [@] — это верхняя грань п-го коэффициента Фурье. Если функция 
@, (5} удовлетворяет условию 


со, (6) в (6) < 2 ("-№) 0<&<5) (1.10) 
то [ом. (?)] 


а 
2 > 

С°) [®] = = — (> (2) 311 2 42 
0 


и [см. (6), теорема 8] 


Ф1 (24) 
т 


4» [6] = > 4. 


Фе—3|ны 


Под символом О (ф(п)) в дальнейшем будем понимать такую функцию. 
Ф\(7, х, п, р), для которой существует абсолютная постоянная С, не за- 
висящая от х, такая, что для р в указанных пределах и для ](5) из. 
данного класса функций справедливо неравенство 


|Ф (7, +, п, р) |< СФ (п). 


Ниже доказывается, что для всех 0<р-< п справедливо асимптоти- 
ческое равенство 


2 эт | : 
бо, р(ИИВН [6]) = а р [6] -- = [№] о (с (5) , 
где 
[ С [в] п ь 
| п Ш при 0<р< [5], 
1 
Го р [6] = 2 605 > пр м 
2 п 
| пи \ —. @ при [| <Р< п 
| с 


(теорема А). 


Доказывается также справедливость следующих асимптотических 
равенств: 


о И й 
Фо ЗН = шунт +0 (6% (1) т») при 0 < [2] 


1 


вор (Из Н» ["]) = и фе &-- О (> (+) при || <Р<», 
Е 


8. „(ИНЬ [6] = 
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=> ны |1Ф (+) —®— +1) (г) +9 (№ (+, 


6-90) 
при [2 |<р<», 


п 
причем при © (6) =би 5 <р<.оп имеют место асимптотические ра- 
венства: 


В Шт 0(:) 


ь И 91 1 и п р 
бал, ( 2) 2ш 2+ п Е 
(теорема В). 


Далее, дается асимптотически точное равенство для бо ‚р ВН, [©] 
при г>0Ои 0<р<5 . 

Указанные результаты получены путем оценки выражения главного 
члена [см. (2)] уклонения функции /(5) от соответствующих сумм Валле 
Пуссена (теоремы 1—4, 9). 

Выражаю глубокую благодарность С. Б. Стечкину за постановки за- 


дач, за ценные советы и указания, использованные мною при выполне- 
нии настоящей работы. 


$ 2. Вспомогательные предложения 


ЛЕММА 1. Пусть функция в (6) при любых 938 < 6. < п удовле- 
творяет условиям: 


0 < о (62) — в (61) < в (65 — 6) (1.6) 
и 
м 5 ге 
о. (: 5 1) <» (64) + в (6) — 2, (1% т в) < 2 о (9) . (4.5) 
Тогда ЗНА 
фо (2) = р (12|) при —п< яп, (2 -2") = фо (2) (2.1) 


имеет модуль гладкости, равный в (5), т. е. 
с (6, Фо) = аш (2 №) — 2,9) + — |= 4+6). 


Доказательство. В силу периодичности функции ф, (1) и ее чет- 
ности, достаточно рассмотреть только 0 < 1< т. Поэтому имеем: 


Ато (2) = Фо (2-Е #) — 2% (2) -- %(#— 1) = 


[+ {4% (#— №) — 20, (2) + в (#1), если Оха й<т 
3 {0% (# — 2) — 20 (1) + (#1), если —п<2—й< 0, 


Оз Им, 
=] {4% (й — 2) — 2%, (1) + в, (2 —-х—1)}, если —п<я—1<0, 
п Ах 2т, 

об если О%х—й < к, 
| р пох < 2 
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Из (1.5) для случая О<я:й< т получаем: 
[Ао () |= >| (2—1) — 26% () + в (# +) |<). — (2.2) 


В случае —п<5—1#<0, О<%а--й < пт из условия (1.5) и неравенства 
› (7) >0 вытекает, что 


А} Фо @)= . {5 (й — 2) — 2% (2) Е ® (В + 2)} = 
= 1 (о (® — 2) — 26, (1) + © (& + 2) 205 () — 2%, (2)} < 
< 1 {до (®) + 26 (®) — 20 (#)} = о, (®), 


Ао (а) < (п). 
С другой стороны, так как й > х, имеем: 
А?фь (2) = 2 {0 (в — 2) | ® (#2) — 26, (#)} > — 6 (@® > — в» (®. 
Следовательно, в случае —п<х—й< 0, О%Е- А < т 
| ААфо (2) | < в» (#), (2.3) 


причем если 5 =0, то 

р Фо (0) = 2 (в (1) + в (#)} = в (В). (2.4) 

Далее, ели —п<2—1<0, той < 21, топ х<р п й<хи 
АЗфь (2) = 1 {6 — 2) — 2% (2) + о (2 —#—1)} = 

= :: { [65 (й — 2) — 2% (* — 2) + © (2= —х —1)] + 2%» (" — 2) — 2% (2)} < 


< (2 (®— №) 26 (= — 2) — 2% (2)} <> 1 2, (2) -- 2%, (п) — 2, ()} = 
—= (5 (№), 
так как, в силу (1.6) и неравенств —й < 1, в я<р, 


в (п — й) < 0. (1), 65(п— 2) < о (В). 
Следовательно, 


Айфо (2) < в, (№). 
С другой стороны, в силу неравенства #й > х, имеем: 
А\фь (2) > — в (2) > — в» (1). 
Таким образом, и в случае —л<л—й< 0, пой < 2 
| Ахфь (2) | < в, (№). (2.5) 
Наконец, в случае 0% х—й<л, та - А 2т получаем: 


Ато (2) = Г {6% (х —Й) — 2% (т) + в (2* —2—й)} = 


= (6 (2 — №) — 2%, (п— В) + 9 (21 —#—1)] + 2% (п — №) — 2% 2} < 


< - {29 (п— 2) —2[6, (2) — в, (®—1)]}. 
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Но —х<йитр—й < т, следовательно, в силу (1.6), 
@з (^ — 2) < в» (#), (1) > (®—№). 


Отсюда заключаем, что 


Ао (2) < а (1). 
С другой стороны, 


— фо (®) = 5 {20 (2) — в, (2—1) — ®(2=—#—в)} = 
= 5 {16% (2) — ви (2 —1)] + [64 (2) — в (2% — 2—1}. 
Используя (1.6), находим: 
2 (2) — ®› (х — №) < о, (1). 
Кроме того, для второго слагаемого при #> 2 (= — 2) из (1.6) получаем: 
63 (2) — в (2^ —х— 1) < в (22 № — 2п) = 
= (®—2(=—2)) в (®), 


т. е. если #й>2(=— 2), то 
— А» (@) < 5 (ва (№) +, ()} = в» (®). 


Если же й<2(п— 1), то п —х—й > 4 и потому 
62 (2 —х—й) > о (1); 
следовательно, | 


в АуФо (1) < т Е {а (®) — [2 (2* —х— 1) — в» (1)]} < 5 в (#). 


Таким образом, и в случае 0% х—й < т, пой 52 
| Аафь (2) | < в» (1). (2.6) 
Из (2.2), (2.3), (2.5) и (2.6) заключаем, что 
[ААфо (2) [< @» (#); 
учитывая (2.4), имеем: 
| Дйфо (2) | = | Аифо (0) | = в» (#). 
Лемма установлена. 


Отметим, что если функция 6.(5) удовлетворяет условиям (1.4) — 
(1.6), то, в силу (1.2) и (1.3), 


@» (№5) < (К - 1)» (5) (>00) (21) 
и для любого целого А =1, 2,.. 
в (К 5) < Ко» (5). (2.8) 


Для дальнейших доказательств введем в рассмотрение классы не- 
периодических функций, получаемых из функций периода 2п путем при- 
бавления к ним линейной функции. 


9 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 


438 А. В. ЕФИМОВ 


Будем говорить, что ф (2) Е МН» [6], если $(2) может быть представ- 
лена в форме 
9(® = а -аг-ь, 
где а и 6 — постоянные, а / (2) Е МН» [9]. мае 
Из результата Фрея (13) [см. также (1)] следует, что если ] (2) 6 Н» [®] 


и / (0) = / (а) =0, то 


шах |/ (2) |= 0 (а (29). (2.9) 
Далее, если ] (5) ЕЙ, [6] и / (0) = / (4) =0, то для всех х6[0, 4] [ем. (3)] 

148) = 9 (ши (2) (2.10) 
или [см. (°)] к. 

1(@®) =0 (2 \ “В а:). (2.14) 


х 


Кроме того, если / (2) Е Н, [6], / (0) =0, О<у<и< т, то [см. (°), лем- 
ма 2] 


2и 
УФ) = и) (2.12) 
причем в случае ®› (5) = 6 имеем [см. (“)]: 
зир | 4) —+7() |= 


ЛЕН 
1(0)=0 


1 и 
—___щ—--0(1). ь 
а в в 


Отметим некоторые свойства неполных коэффициентов Фурье и их 
верхних граней. Автором (3) было установлено, что если } (2) ЕН, [0], Ё 
и п — целые числа, то равномерно относительно п 


2кт 
‘| —_ с) в 
в —- а =. Са + О( - з (5), (2.14) 
те. 
2® 


1 (2) соз п а = 0 (- 61) = 0 (= «»()) (2.15) 


е-—3| 


если же ] (2) ЕН, [©], Ки п целые числа, то 
2Кп 


зир |1 7 (2) соз па 4 = с [9] ЕО (^е+5 1 (;)) ‚ (2.16) 


[ЕН] | п 


т. е. 


2 
> 


п 


1 (2) соз пхах = 0 (=. @: (+) : (2.17) 


=—3| 
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ЛЕММА 2. Пусть 1(2)6 Я, [6], п— целое, /(0) = 0, 5<1<2. 


Тогда для всех целых КЕ —1,—2 (| Е < р 


(Е п 
зе Тай и 
а с ` 
Авк = \ в \ 1 (Е) яп (м: - 5 1) & = 
окт п п : 
п Та ве” 


РО = ()). 


ЛЕММА 3. Пусть / (2) Е Н, [6], ри п— целые числа. Тогда для всех 


О<%р<х | + -| справедлива оценка: 


И - 


-9>). 


ЛЕММА 4. Пусть / (2) ЕН, [в], / (0) =0, ри п— целые числа, «р 


= [7] ‚ а, а.,.... ак»... — корни уравнения 
с * 
и п 
шт 
[и] 


и К выбрано так, что 


РР! т 
№ =0() Ар =0 (= ). огда равномерно относительное 


всех и 7 (2) ЕН, [6], (0) =0 справедлива оценка: 


пр ре бра | дочеуена] 06). 
а, @ о 
пр п--1 


Доказательство лемм 2 и 4 дано в работе автора (8) (леммы 4 и 5), а 
доказательство леммы 3 — в работе (5) (лемма 1). 


ЛЕММА 5. Пусть № (2) 6 Я, [9], (0) = в (7 =0, К, ра п це 


ы 4 3 
лые числа, окр< "|, 0 <В<4Аи а |. Тогда 
5—В аы кп 
2(2т—р-1) 21п—р-1 В 
О = \ в. (26) эт (2 Р-Е 1+ 5.) = 
5—В ] 
отр ^ 


9* 
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5—В ‚„2Ат 
ав "Ри 
1 ь и! 7 4 
РР \ в (эт (м =. =") &- О (+ @> (+) №1 ЕТ (2.18) 
5—В 
тЫ 
$ 
з-+В 
ет)" : 
к = в (29) эт (п рЕЧЕН" @ = 
Е ; 
2(2т-р+1) 2п-ры 
ЗВ 
2т 
1 В ВХ а 
=} ро (ие +0 (+) Ба). (9) 
ЗВ од 
т т 


Доказательство леммы 5 при В =0 дано в работе (5) (лемма 3), но, 


проводя те же самые рассуждения, легко убедиться, что лемма справед- | 


лива и при любом 0<%В<А4. 
ЛЕММА 6, Пусть и (2) 6 Н, [6], (0) =в С) = 0, р, А ит — целые 
числа, 0<р< |, 0О<в<4, ОА т. Тогда 


5—В (к-т 
тт 


т 


] 4 аи 
и [2 И. т — 0$ (р- 1) в а Х 


ее РыЕо Ме (25 


© эш (р-+ 1) и ди 
Ат,р.к = [ем — 08 (р +1) пах 
_ ЗВ, _ (я 


2т т 


х \ и (1) зщ ("= + =) О 


м 


Ее Е) > 


Доказательство. Обозначим 
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Тогда 
1 (1) эт (р 1) а м я вв. а 
Ат, рк= Ё И. — 60$ (р-+ 1) к | \ с | № (И эт (те +7) а 
а}. ©}; 


+1 
эт (ри зш (р- 1) а, а 
[3 ) орон о и а, сэр + 1) 


х \ и (И эп (т +7) а. 
ау 
Так как 
эт (р-- 1) а, 


: (Р-Н Оа, 


— со (+1) %=0(1), 


то, применяя лемму 2 для первого слагаемого, получаем: 


м мон, 
а | ва Ш (#2) 
х | а | вв (+) = О (ЧЕН вы (1). 
“к ак 


Далее, так как для ох < и < 


—%-=0(=) 


и для всех 5 


то, по теореме Лагранжа, 


зт (Ри _ ПР и _ (РА 
и о | — (оз (р + 1) сов (р + 1) 4] = 0 ( а ). 


Поэтому 
@+-1 и 
Ак | ОР) | и) а (п +88) + оо в, (1). 
ак а 
Но так как в (0) = в ( ов 0, то из (2.10) вытекает, что 


во (вони) (<< ут). 


Следовательно, 


ие ое | оба = 


т и? 
ак ак 
ра 4т (Ча — бк) т (2) (4\\. 
=0 (23 2 (@к-+1) Ш—— (+ (2-Е а, а, РЯ : —- (6) (с 1} «»(,)) 


Учитывая значение 
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$ 


и условие (2.8), имеем: 
Ат О о аероиени) + 0 Саба (=) = 
Но ь, (1) рететь) О (ачия = (5) = 


НОО (1) еранео) + 9 (и 9 (=), 


и (2.20) установлено. 
Обозначая 


и проводя аналогичные преобразования, находим: 


’ 
[3 


А® к= \ ть — 08 (р 1) и —2 


шт (р - 1) 
(Р--1) а, 


К-- 
“к 


+ соз (р 1) о ( (#) зп (те Ра о (Па (5) = 


| (=) (в тт 20 4+ 0 (Чечня 4 (=) = 


= 0 (6 (ие 


мы получили равенство (2.21), и лемма полностью доказана. 


$ 3. Выражение уклонения Т„.р(/,ж) для классов 


ЗНА] п ЗН] при 0 р< [=] 


Обозначим через г„в(ф,2) уклонение функции 1(<), представимой 
в виде (1.8) при г = 0, от ее суммы Фурье 5, (7, г), т. е. [см. 


Гл,в (ф, 2) = 1 (2) — 5» (1, 2) = 


а 28-44 Вт 
(Е 
= (2) 9+1] Г 2) 
г К 


Тогда 
Унь(/, 2) = (1) — он, 1) = чт Х тв) =, (ф 2) 
Е=п—ф 


ТЕОРЕМА 1. Пусть ] (2) Е ИВ Н, [в], р и п— целые числа, 0«3р< 
в 
<[]. Тогда для уклонения функции } (5) от ее суммы Валле Пуссена 
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Зп,р (1, 2) справедливо равенство: 


№—1 кп У, (ф, т) == 
== [ее )—®( В |] созё 4 + 
== 0 


тт 
- его &-0(( вт | (2) —® (2+ >) 
0 


шт 


)+9((›)), 


— 


где № = [Е +, В’ =В — 45, у— целое, В’ 6 [0, 4]. 
Если же }(х) Е И’ Н, [в"], то 
№—1 кп Е: 
Е. \ [$( о О г) 9 (= |- ь о = ы] с08#4--0 (ва(.,)); 
0 


2п? К? п 
К=1 


Доказательство. Мы имеем: 
Гп,р (, 2) = 
сов(п = рё+ и) — оз (1+) 


4 8102 5 


4. 


= = } [Ф (2) — ф(х +) 


Используя формулу 
1 


1 
=4 к 
2 
и периодичность функции $(5), получаем: 
сов("— в 2 =) сов (1 1 +) 
| О НИ а = 


—© 


Е 


сов © 03 (п — р) & — соз (п - 1) 
коз 0-0 Рева 
В 
81-5 (> вп преп, 
+50) ПЕ Е. 


ар вы 
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т оне РО 


Вх 


Г со 
+5 | [2—9 — +0 
п—р 


_{ ео ое От а 


ат, 
п 
с05 г а 311 о 


зш 
о О = ЕС 


где а», — такой корень уравнения 


х 
эт # п 
ао, (3.4) 
0 
что 

“т, —11 = 2 Чт, 

п-+ 1 Р--А “п - 1’ 
(3.2) 


т п 
Ч 
Применяя к выражениям! — /, Т. соответствен 
Р Р ЕЕ и +114 600 ственно леммы 3 и 4, 


т. е. оценки 
1 1 С Р.А -9 4 
ав=-ёрн \ Мое РА #0 (ыы (1) 
2 
РЕ 
Й а ГЕ 
Нуна! \ 9-0 —9(2+ 2) Рф 
р 


ве. \ $ (#—2) —+(2- 1] о. -0(“,(*)), 


От, 


в 


получаем? 


т 
4? Ф (1) р о 


т (Ф, х)= ы п.(р- 1) 
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Чт, 


Вя 


ти (2—8 — Ф(е-- 2) Ри 
0 
ГЕ \ ее и | +0 (вы (1). 


0 


Рассмотрим функцию 


и = == дав, (ЕЯ 9, (3.3) 


где аи ф выбраны так, чтобы (0) в ( р ) =0. В силу (2.10) и 


Р-Я 
(2.11), для всех 0 <Е < имеем: 


(= О (м-та (6), (3.4) 


или 


=<—+ 


в =0(: \) = 2) (3.5% 


Но из условий (3.4) и (3.5) и из условия 

18 ([-И — 2 (0) + и (|< (р(0)=0) 
. р _ 3 
следует, что для всех А 2 


О =0 (4 ( 11 )), (3.6) 


или 


ви =о(|н \ -^® 4). (3.7) 


Учитывая (3.3), находим: 


41 (2) = Дар (0) = (+в (—9 


$(#— И —9(# +) =и(-И— в ( — 244. 


Таким образом, 
2% 


Е ®—Р) 1 — с03 (п 1) 
с08 (п — — с03 (п 
\ Др (а ПР 
0 


2 
ры 
ге \ [о] 


р 
0 
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С 
“т, Чт, 
"т? зш (п— р): ы зш (п 1) 
\ (#—9 —Ф(@-+ 10] \ [9 (2—2) —Ф(2- 0] = 
0 
Ге “ть 
п—р п-1 
. ре я ; 1 
= \ Ра — 20 — \ (О-о 4 + 
0 0 
эп 


ры 


+2 = = \ (—Э—в (0) юн ВЕ а. 


о 
Чт. Ст 
*—р г т--1 
+ бы РНа— | С -ь 0 


1 1: 
ори ) 4. 


Так как 


Е = 


о РЕ =0(-,), 


то, в силу (3.6) и (2.7), получаем: 


Чт, 
п—р 


(д — кое а = 


и, аналогично, 


ат, 


т | 
ож 0 (Ф-+ 1) (1). 


Е 
р 


Следовательно, 


8 2 
28 
сов РА 


р м - ь ке К ы 1): 
У», р (ф, 2) = ФР \ А (0) а? те 
0 


ео а 
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2" 


ры ОЕ д ее шт ИИ 
ось ВН 
2" 


С рРы 
нь) 
== . (21 — р-Е4 Вп\ . Р-1 
= В т о о 
эп 


рр 


и. виа (27 = 211 + "зи (р-+4) 
пР+ т 


ТРЕ 


Обозначим 
т=2п—р+1, т=О(), ==0(+) (3.8) 


и выберем постоянные 1: и \{› так, чтобы 


ИЕР ТЕ ие 
(3.9) 
п - ут 5—8" 2 п 
Нин Ив 
где №, = ЕЯ Тогда 
п о: +8” БВ 
з РН тт т } 
Уь г) = НЕ ) — : Е: 
Ак“. НЫ аи 
р РЕ т 2ть 
п Уз ие 
ра т р эра (те И) (р +4 
ще \ = | у кан! 
5—8 п № 
эт т ты т 


+0 (в (1) = ре ьь ++ +0(& (1). 


Используя (3.6), (3.9), (2.7) и (3.8), находим: 


В. В 
| м“ НЕ (= ты =) эт (рР-+ 4) 
ртр и о 
к 
рН 
п мп 
РНР т 


9+ { вые (т) =0(=(%)) 
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и, аналогично, 


рт эт (= Е р эп (р-+ 4) 
й й 2 зв ое 
А -рк \ 9 я #=0( (=). 
п уп 
ры т 
Следовательно, 


р) = рт +19) + 0 (6 (+). (3.10) 


Так как из условий (3.3) и равенств ц (0) = в (5=т) 


в = — РЕ тг)-ь 


`и так как 


= 0 следует, что 


вт (р-- = (р Е+0(р+ 18), 
то, в силу (3.7), (2.11) и (2.7), мы имеем: 


== 


51 (= -- =) эт (Р- 1) 
х г 4 


Г Г. 
- — ео (+) 26} ет 
т те 
+0 (+1) \ 1 \ в (2) 28) 
Р ыы 
д йе у а но ( г) 1х 
р тг ы 
нам 
в - =) 2х 
1 | 7 [2 
о. = 


п (= + г) 


Рано (ь( 


= 2) — ое (2+ 1)-+0] 
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Здесь при оценке интегралов в интервалах [-- а 
‚ мы использовали соотношение 


1 
|“ ы жа г) 
Г 


х@ = 29 — (9) — 2 (2+) 29| =0(— 1 
Е 


вытекающее из (2.11) и условий: 
1 
х0=х(%)=0, |4 (2 


Следовательно, 


) <, 141500) |< (9. 


и 
з Е [а = соз В" } Азер (х) —— а @ - 
В 
2% 


аш 5" { фе +20 —э@—2) — 4 [$ (2+4 ева + 


0 
п 


эт 


+0(в („)=0(\ 6 (24) "№ а) 
ры УС $ (#— а Е о 


0 


Ето 
-- 0 (<, (-)) == эт \ 


— 21 [$ (2+ =) 28| +0 (“ (+). 


Ф(& НИ —9(2—1) ры 
ГА 


Таким образом, 


т 
28 Фед —@-—9 у 
ГА 
0 


— 251 [@ (2+ =) —$(®) + 0(& (+). (3.11) 


Если же ‹,(5) удовлетворяет условию (1.7) т. е. ГЕН, [“'], то, 


в силу (2.11), получаем: 


=: :. эт Е + №) 
\ бен —э@®—2 (+ )-2@] &- 
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с 


а) 291) 0 (ы, (2 1) =0( (+). в4> 


Следовательно. из (3.10) и (3.11) имеем: 


в 


т 
+0( о ( . 


и 
по [| 9—9 
У о О 
0 
В: 
23 —— ‚ 
1 1 
(2+ =) —+@)| +0 (в (=), (3.13) 
а если ф (2) 6 Н, [®*], то из (3.10) и (3.12) получаем: 
1 4 
ре, 2) = — ыы {18+ 19} +0 (% (+). (3.14) 
Далее, так как 
п_ мт 
р т Е 
эт (р- 1)Ё _ эт (ри _ и 
вое — ) ети соз (р -+ 1) и] „а + А (т, р, 1), 
или (3.15) 
1 
эш (р -+ 1) эт (р-+ и аи 
Ро © |. и [ри -— 00 (р + 4) и] иг А (т, р, 11), 
РНТт (3.16) 
где при т, = с00$6 (1 =1, 2) 
ит 
511 (р те 1) 1 ны 1) 
А (т, р, 1.) = мот) = о(®= =>) (3.17) 
ое) 
то, учитывая (3.17), (2.15) и равенство 
п 7® _5— В’ 2Кот 
 —— - и рт т. 


и используя рассуждения, аналогичные проведенным при доказательстве 
теоремы 1 в работе (5) (стр. 752—754), получаем: 


Й Й ры, т вра (те + Вт) (р) 
С. о ан 
ани Р-+1 3 12 
т 
эт“ 
1 +1 аи 
= ре оо дих 
—в’ 
г. 


х \ в (24) вл (т ео, (1))= 
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5—8, (0х 
К—1 Эт ео т 
а 
ок М +0 (ри?) 4% > 
К БВ’ ° ол 
эт Е т 
5—8” 2кп 
2% т 
х 21) зп (т - =) Ч -- 
5—В* Е 
2т 


лы то 
1 1 а 
>. не. и — со (р +) и их 
#=0 5—В* в кп 
2т т 


х \ в (21) зт (2 + =) @& + О ( (-.)) = р + 2 -- 0( (:)) Е 
5—В п 2 


2т т 


Используя лемму 6, выводим: 


5—8” нее (Е-Н1) = 
т ие я 
о Рок ых 
шо 
х ( № (21) зш (вм + ва = 
5—8” те кп 
2т т 
№—1 
=0(2 (=) [т += тает а,)=0(%(»))- 


Далее, учитывая (2.15), аналогично преобразованию о в работе (5) 


(стр. 755), находим: 


5—В* 2 (К-1) п БВ, эт. 
№—1 эт вая т и И + эт р 
=»  и+0(рия | род (те 8) = 
= 5—В 2кп БВ’ у 
ых и отт, 
5—р” 2кп } 
т 
==. т № (24) вил (те + 5) 4 +0 (в (1). 
К=1 и, 


п 
2т 
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Таким образом, применяя лемму 5, как ив работе (5) (стр. 757), получаем 


нь 3,+5,+0(% (1) = 


а 
5—В 2к® 
К—1 2т и т 
=> в \ р (24) эта (пе ++ В) @ + 0 (в (-,)) = 
— 5—8 
2т 
5—В' ое 
сы ПТ ^до ре 
м Ав } в (зв (пе + 5) +0 (4 (,.)) = 
1 = ь 
и т (= + В) 08144 + 0 (ь (-- ре 
к 


Отсюда, учитывая (3.2) и равенство 


2 


|} = + 5) сов 242 = 0, 
0 


выводим: 


а ыт т + п | Е г) 031 4 + 0 (, (---)). (3.18) 


0 


Аналогично, используя (3.16), получаем: 


Ща. в 
Я эт Эш (© + = зш(рР- а 
= 


(р } — ) | и 


ет 
т 


=—> \ м0 (и) 4х 
&—1 — 38 2 = 
2т т 


х \ № (24) зп (т - 8") ф- 
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№1 7$ 1 р < 
о 2 о [я Ныет еее) = 2 (“+ (-;))= 
Е __ в - 
я РТ 
1 
РИ В ть д (21) аа (ие + 2 5") а + О (вь (+. =))= 


2п 


ая м ЗИ п) созё - 0 (+ (-,)), 


е. 
Вт ПИ о. 
а О АВР р р \ $&—=-— —- 2) 0324 + 0 (ч» (-- и 00 

К=1 0 
Из (3.13), (3.14), (3.18) и (3.19) заключаем, что 
Ур (Ф, 4) = 
1 м—1 | 2кп : З о и ВИ 
ен =: [2 (#—=— = к) —$(2 : = г) | совга + 


— И 
И 5 ВВ су й к 
а а] 08), 


Ут,р(ф, 2) = 
1 К—1 Й 2кп у 1 +В’ ‹ й 5—6» 
— 2 че \ #(2—ъ-— а <) (еж = =) | совё 4 + 


+04 (3). 


мы получили утверждение теоремы. га 
Так как из условия ф (2) ЕН, [“] следует, что $ (2) Е2Н, [6], и так как 


АХ 
$(#+= )—(®) = 0(«, (,)), 
то из теоремы 1 заключаем, что справедлива 
ТЕОРЕМА 2. Пусть / (5) Е ИЗ Н, [6], ри п— целые числа, 0% р< 
<|= | Тогда для уклонения функции ](52) от ее суммы Валле Пус- 


сена в",р (7, х) справедливо равенство: 
ъ 


И р. гк, в (ф я 


Е=п— 


— с). оз -- 


К | Кая м, й 
= 
=1 0 


10 извеёблия АН СССР, серия математическая, № 3 
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В= 


я 


го 
| еее 9 4-0 (*). 
о 


где Ку = =, 8’ =В —4\, у— целое , В'Е[О, 4]. 


$ 4. Выражение уклонения Г, ›(Г, %) для классов 


ИН, [6] и 97 Н, [9] при [|< ро 


ЛЕММА 7. Пусть р и п — целые числа, [+] < р<'п. Тогда для`любого 
модуля непрерывности в (5) 


1 


о. #) п 1 
ао (те (+) - 


а 
Доказательство. Положим = |" |, т.е 
п р-+1 


У 1 У 1 
п < п р-+1 — п 
Мы имеем: 
т А 1 
п— р1 ул п п—р-1 
\ «1 (1) а= \ 1 (2) а \ 1 (8) а 
р а р ь 1 
у К=1 й у 
т п = 


оны А аа 


то 


= 


п— р--1 


й ее 4 
о ченоверы Фр 
п—р-4 
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Ом ное) Зое), 
т. е. мы получили утверждение леммы. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть } (2) Е ИН, [6], ри п — целые числа, [+ < р<п. 


Тогда для уклонения функции } (2) от ее суммы Валле Пуссена оп, р (№, 1) 
справедливо равенство: 


1 
Вт пер 


| 60$ —5 2 "р. Иней 
а = ТЗ р (Ф, == ЕЕ \ ОР 


Е 
п 


м 
ре 5 а О (1). 
0 


п 


Доказательство. Мы имеем: 


п 


1 
Ут, р(ф, Ея У тьв(Ф, а) = 


К=п—р 


т У [сов Вт (8) — 5х ($, Эр - э е > [ф (2) — 5% ($, 2)! = 


+0 — 1)] — (п — р) [$ (1) — "р, (ф, 2)} + 
шее 


И ив 2) — (п — р) [$ (2) — 0,1 (ф, 2), 


где ох (ф, 2) и ск (Ф, 2) — суммы Фейера соответственно функции ф (=) и ее 


сопряженной ф (7). 


Автором [см. (2?) и (5)] установлено, что если ф (2) ЕН» [9], то 


ф (2) — ок (ф, 2) = 


во = й а О (©, (+, $)) (4.1) 
в 


= Е 
А-2 
Е — = 
ф (2) — ок (ф, 1) = 
я ш (+12 4 
== Е \ реф — 2+0 "Сао, (+), (4.2) 
0 


где а, > 0 — наименыний корень уравнения 
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®— 


Но так как из условия $ (2) ЕН! [6] следует, что ф (2) Е 2Н› [©], то соот- 
ношения (4.1) и (4.2) справедливы и для функций класса Н! [©]. Следо- 
вательно, для и имеем: 


с05 


ее сие пе О (мы (*)) — 


^ 


\ (и) 
1 


по р-+1т 
п— р-1 
— ы р: зп (и 0 Й 
о [9 (2—И—+Ф(@- 1] г @ - 0 (пе, (-„))— 


— вед ое +0 (®— я и) = 


п 1 
соб" ам ых Я 
а Ф (2) — д г ее 
т 1 \ РЕ 
ея 
о ы 
5 | д А 
ее | О 
— | 
к \ [Ф(7—Й —+(2- и 
-. 
п А ОИ 1 
НО (ти ( о пе р-+1 «. (=) = 


3 
р 29 —Ф@=-+-й-9@-9 , " ` 
п (р-+ 1) РЕ. Еф 0(; : \ а + 
= Е. 


я 


-Е2 


зи = п--1 В Р-1 
2 аа а 1 
8 о. \ [9 (#—И —Ф(@- 0] ы 

0 


т @— 


а 
пр 


во ре +0 (в (+). 
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Но 
п 1 03 РА ат в 
} ве-0—э@+91 р и = 
0 
ат 
п-т Рот) 
=. (О и 


-^— \ “Ре-о-ве+и @- 0 (п 


0 


Е 
Е +9 НО(р и 2) +0 (вы. (2) = 
о Е 
т 


а в силу леммы 7 


о = ее о, = 
а а 
№ (а 2 - э 4) то (с р) к © (5) = (по (-.)) 
г 
Следовательно, 
У, р(Ф, 2) = ты $ неа + 


2 
‚ Вт п 
р еоненва о} +0) - 


з 
| 
з 
— 


Ва 
р ЕН ЕЕ На 
1 


1 
Ре ОЕ & +0 (в, (;,)). 
0 
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Так как 


РЕ ) 20) ето е-о 
п(Р-+ 1) ; г 


1 
пр 


( м 
соб | орон) 06) 


то 


Вт р 
6055 р) и чай жУ 
У, 5) = \ о. т 
1 


В= 


1 — 
Я о 


п 


е—3|н 


9 и 0 (4. 


и теорема установлена. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть }(2) Е И Н, [“"], р и п- целые числа, 
[| <р<». Тогда для уклонения функции }(х) от ее суммы Валле 
Пуссена с», р(], 2) справедливо равенство: 


По пор+1 
У, р(/, 2) = Ув (ф, 2) = \ РВ Ь 


море екон 


ар} +0 (4 (+). 


Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 3, имеем: 


№№ рн 
в Е. 
Ур (= Е \ ее аа 
1 
т 


Вл ке 


п-т 
\ ы 1 


0 


_ \ пе ое РН +0 (ь (1), 


п / 
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где а, > 0 — наименьший корень уравнения (4.3). Используя (2.11) и (2.7), 
находим: 

\ меда а 

0 

"—р 


— ве Ри = 
0 


а1 
тт 


= \ ре-о зачот (2—1) (2+ г] = 


0 


ал 


ре -о-ее+о-@ +0 (5—5) = 
рр а-- 2 [$ (@—)—9 (2+ „|= 


1 \ 1 М 
= = 


1 


—"—р+ 1 [$ (@ 


собери но аьедиы) 
ея +]-е-2+966 28. 
+} Ре )-#+#)- 
—®—р+1) [2 (2 РЕ: 9 а Е 


- ты.) 
+0(* | =) +0("-в "— СЕРЕНЫ а) 


= [е (= )—#(@+=)|-@—2+10[9 (2—1) 


и.о 1 
—9 (2 | Е | ое) 
1 1 } 
А так как а 0 (1) и м т Ре о, ‚ то, в силу (2.12), получаем: 
1 
№ поры 
, В 26 (2) — ры —$(#—Й 
Ув, р (ф, х) = РЕ \ а + 
1 
Е 
эп 2 


-Е 


тов [ (#—1)—9(@2+ =) - 
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Вто 
Е — п о-в, 
-Н 


Е 
шо 


Не [2—1 -е@+„)]- +9 (@- р) 
| ГЕН, ) 
Кое || =Ва)+ 

ы 
п—р-1 
о ее не 
И 
и о о 
в 


и теорема установлена. 


$ 5. Асимптотические равенства для б.„ р (ИН, [@]) 


(8 Н» [6]) 


бр 


ТЕОРЕМА 5. При любом 90% р< [= справедливо асимптотическое 
равенство: 
бов, р (ИВ Ну [6]) = а | т р (Ф, 7) |= = 


т 1 ть 
Е - Е. аи 


Так как выражение для УВ р (Ф, 1) из теоремы 2 отличается от выра- 
жения Ги, в (ф, 2) [см. (°), теорема 7] только верх.“ м пределом суммиро- 
вания (вместо > — 3 стоит 1—1), то, повторяя без всяких изме- 
нений рассуждения, доказательства теоремы 8 работы (°), мы убеждаемся 


в справелливости теоремы 5. 
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ТЕОРЕМА 6. При любом 0<р< |; справедливо асимптотическое 
равенство: 


(п) : 
и в .. 1 о (, о. шт, , 


(из Н» [в"]) = 


Зе р 


где 1„— корень уравнения 


Применяя к выражению ТВ р(Ф, х) из второй части теоремы 1 рас- 
суждения, аналогичные проведенным при доказательстве теоремы 10 рабо- 
ты (6), убеждаемся в справедливости теоремы 6: 

Заметим, что экстремальные функции, осуществляющие асимпто- 
тические равенства в теоремах 5 и 6, зависят только от п и В, но не 
зависят от р. 


ТЕОРЕМА 7. При любом [|< р<п справедливо асимптотическое 


равенство 


бо, р (ИН 1 [6]) = 
2 е яр 2| т = 
а чобы). 
: из 


Доказательство. В силу теоремы 3, имеем: 


(ЗН, [@]) = зар |Ул,р(ф, 2) |< 
ФЕН <] 


б.р 


1 


ар нева] + 
и 
® 
о На аи (#--#) 1\\< 
р. . # |+ 0(, (,)) < 
2 —- п—р1 ее) 2 | эт >- г (6 
тп . о ы „ааа м к # | +0(® (‹, (,)), 
т.е 
а и 25 | ь 
8, р (ИВ Пр и п Ч» [6] +0 (6 (,)). 
2 


(5.1) 
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о ЗЕЕ ЕВ В о 
`Рассмотрим две функции: 


Л: (2) = ©, ([2|) при —"п<1< т, 


та (2 - 2п) = 11 (7) | 
и 
у (1) при о 
(+ —) при 1528, 
*э (2) = 2 
— 12(—2) при — = <2<0, 


0 при —"<х<— 


{2 (2 -- 2) = 1» (2), 
где у(2) такова, что 


а. ©]: 


< 
< | 
= 
— 


В случае, когда «, (5) удовлетворяет условию (1.10), имеем: 
У) = 241 (21|) (-=<1<”). 


С помощью 1, (2) и 1.(1) построим функцию 
[ $101 (бб )) т» (2 ) при — 


0 при — 


о 
ео Н 
пы о диы оеесьыа, 
Ув (—с о") (2+ +=) при— 2—3 <=2<—1—%, 


№ (х-- 2) = (7). е 
В силу четности продолжений функции Ти (2), функция р (2) ЕН, [в]. 
Используя теорему 3 для В № (5), получаем: 
1 
пр 


Ут,р (и, м м. Бы ВЕ 
3 


ет 
+. ме | и. 4 - 0 (® (,,)) = 
0 
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и 
Е . "а р ва + 
РН 
= аа 
1 р О ( ( )) —- ве о 
3. 
-=> ( _ 
+. 1 - т ® | 2 ее 4. [61-5 О(6 (:))= 
р 
= Е -> 
Е аь | ва] 
® к 


т О ра зв (1 — =) п 
п 4» [©] тп \ р 4 -- 
-9% 
и 


р. В 


1 
пы а Е В 1-0 (в, (+), 
В 


5|.. ВЯ 
И. 
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* 


тп 


и теорема установлена. 
й д 
ТЕОРЕМА 8. При любом [| < р< п справедливы асимптотические 


равенства: 


пра 
М: : О 
вне \ ао (6 (,)) (5.3) 
т 
- | 
а 7 * 1 1 | й Е 
бен (Й Но [6*]) = — - „а ы 1% (5. (п—р- 1) (==) + 
(1) 
т 
+0( (1 (5.4) 
причем в случае, когда 5 (6) =6, имеют место равенства: 
1 й п т а 
ео и И = (5.5) 
и 
ТЫ __ 1 Л п 4 
8, ›() а МЕ БЫ 0 (--). (5.6) 


Доказательство. Из теоремы 4 имеем [ср. (5), теорема 6]: 
и 
пр 


(ЗН) | ао (в (=). (5.7) 


т 


Но для. функции т (2), определенной в лемме 1, 
Фо (2) = _ (||) при —п<25<т, (2) ЕН, [9 |, 


получаем из теоремы 4: 


бе, р (ЗН [6"]) > |, р (Фо = ОВ 0 („1 } (5.8) 


т 


Из (5.7) и (5.8) выводим равенство (5.3), из которого при @ (й) = по- 
лучаем равенство (5.5) [см. (5), теорема В]. 
Далее, из теоремы 4 при В =1 имеем: 
д * д 
бо, (И оНь [в |) < ет зир 


5 
1 ФЕН» [*] 


р (2—5) 2(2- | 
=> зар |"$ (+) (п тар 19 5—1) 


ее | 
1) 
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В силу компактности класса Н, [®'], существует функция $ (2) ЕН, [®"|, 
— ([—2) = —$(2), ни которой 


(И НЫ") = п (1) рф) +0 ( (1), 


т. е. мы получили равенство (5.4). 
Если же о (6) =6, то, используя (2.13), найдем: 


„(= а +0(+). 


о ЕН т, 


Знак равенства здесь имеет место, например, для функции [см. (*“)] 


бо, р 


Фо (#) = И И: при —п<_ с<т, 


фе (2 г = $ (2), Фо (2)ЕН:. 
Таким образом, мы получили равенство (5.6). Теорема полностью уста- 
новлена. 
Объединяя результаты теорем 5 и ”, 6 и $, мы можем сформулиро- 
вать следующие теоремы. 
ТЕОРЕМА А. При любом 0О<р<п справедливо асимптотическое 
равенство: 


Ча 


би, р( ИВ На [6] = 4, [6] + а, [61+ 0 (в, (-,)), 
где 
р - Е при << [| 
Ар, О =] 2 = ЕЕ 
| 


ТЕОРЕМА БВ. Справедливы асимптотические равенства: 


би, р (И’В Н» [@']) = мы Е о (. (=) № т») при 0<р< |[>. 
| (т — порень уравнения 65 (7 т 0 (: 1 =) п п), 


п—ф--1 


1 

ы и 
бен) = р | “НО (6 (+) при || << 

— 


ы 1 Г 1 
бои, (ИВ [6"]) = — зар 11$) — ит) + 


п—р 
$(-0=-=+(0 


+0 (6 (5 )) при [5 |< р<п, 


© по — ый 
причем при в» (6) = 6 и [+ <2<в имеют место равенства: 


„(Н») = | Е о (,) 


пи п р-+1 
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ти 1 1 п 1 
8.» (И) — 2ш(У2+1) п и (,,) ; 
$ 6. Асимптотические равенства для б.„ (ИН, [9)] при 0 < пн 


ТЕОРЕМА 9. Пусть р и п— целые числа, 0% р 5 *, г > 0. Роз 


да для уклонения функции ](5) ЕЙ’ Н, [65] от ее сумм Валле Пуссена 
с”, р (/, 2) справедливо равенство 


Ул, (1, 2) =] (1) — вв, р(},2) = в У», р(ф, 2) О (+= (:.)) (6.1) 


равномерно относительно р и функций } из данного класса, где 


: Ва 
| с: 55 № 2 р 
Иво Е ое а 
о 


Доказательство. Полагая 


со я 


Вых) =1@®— 5 (а = У ты \ [Ф (+ —$(2)] соз (т +) аЕ, 
т А-1 Е 
и учитывая, что 
Л > 1 1 
ПЭ к ЕО [= и & 


[см. (5), теорема 4], где 


1 
м. О (= (=) 
- п 


Гу, В (ф, 2) = ть, в (ф, 2) 


имеем: 


Г», в (7, 2) = Р+1 г Ак (У, И 


т / т Х 
1 <] Л * 1 1 1 
=— = 55 вы Г) и О а ть ре 
Р-1 2 аи” ® ва Он > к” «. (+) 
й 


Но для ОЗ р<5п ип р<и< п 


и 


т 2п—р 1 1 
ее" (+) $ Е — < Г ( =) $ с 9 (-.) ? 


п-р 
а поэтому 
1 Е п 
1 1 Ид 4 ы Й р , 
р 7, к “"() 91“ ( бе | 2% (+) 


1 
* Вместо 0% р< > п можно писать 0х р < си, 0<с< 1, только в этом случае 


остаточный член будет зависеть от с. 
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Следовательно, 
У У м и 
р (О ФО [= “ (+). 


=и— 


Полагая 


ть ОЕ ОУ зп Ой 


находим: 


СЕ А в 2) — ИУ — 
ПИ ‘р НЕЕ > (Е к (Ф 2) 


у п ЕР Г, | Л 
| ср а тн › 1) =. КР Аи. и 
пр-т й а п—р--" "Р ($) 
1 У * 1 Я 
ня ; п 1 | п— ‚ | г | 
р мм Рак) вех 
Из теорем 2 и 5 следует, что 
* 1 
И, п—& (х, 1) — (в) («, (.) п ЗЕЕЕГ) 
поэтому 
4 к * 4 1 
=== п ЕЛИ ик (©, А | = 
Р1 1 | + Ул, к ($, 2) = (1 | 
© 1 т 1 п 1 га 
Ее + (.)ш НЕВЕ 
Л 1 х п 
И) а = : ВЕ 
а. и. (п О) 


а 1 1 2 уе 
т 


ное ыы) = 0 (1 (5). 


Таким образом, 


УС 


Ур = г и т ФО — «(,) ыы 


1 * 1 1 
о ар, +0 (-- 1 Е 
И теорема установлена. 


Из теорем 2 и 5 легко видеть, что при 05 р<-- 


С) [1] 


тт Шуя 0 (+) 


Учитывая это равенство, из теоремы 9 заключаем, что справедлива 
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1 


ТЕОРЕМА 10. При любых Оз рзътиг> О справедливо асимпто- 
тическое равенство 
г Со] п 1 й (6.2) 
бол, р (Ив) = р ЕВ рый ге Е «(| 


равномерно относительно р и }(2) из данного класса функций. 
Полагая В=г и В="-+-1, мы получаем из теоремы 10 асимито- 
тические равенства для бе, 2. Н, [6]) и бов, (7 


г>био<р<Ь и. 


У””Н, [«]) при любых 


Из теорем 1 и 4 и теоремы 3 из работы (8) аналогично получаются 
и равенства для И„р(/, 2) в случае, когда (2) Ев Н, [6], и для 
бов, р (Ив Н. [6]) при любом г>0и Орк о. Однако в равенстве 


для бо, ‚(ИЕНь[6]) остаточный член будет иметь порядок 


о ън 


где |„ — корень уравнения 


. Е г. — @ (-) шп. 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
24 (1960), 469—414 


А. 0. ГЕЛЬФОНД 


О НЕКОТОРЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ, 
ЯВЛЯЮЩИХСЯ СЛЕДСТВИЕМ УРАВНЕНИЙ ТИПА РИМАНА 


В работе даны приближенные уравнения для 6(5) и Г-рядов в кри- 
тической полосе, дающие значения этих функций с точностью до любой 
степени т, $3 =0- м. 


Рассмотрим произведение }(5) степени ((5) и различных степеней 
Г.-рядов Дирихле 


к к 
745) = 5^ $) [17* (в, х,), Ув =р, 

м . (1) 

К, = О 
1 = 

где все Хх, — первообразные неглавные характеры некоторых модулей О», 
а все р; — целые неотрицательные числа. Такую функцию будем назы- 
вать принадлежащей к классу В. Эта функция ](5), как хорошо извест- 
но, будет регулярна во всех конечных точках, кроме, быть может, точки 
$ =1, где она будет иметь полюс порядка ро, если р, =0. Эта функция 
будет также удовлетворять уравнению: 
в) 


7 (в) = е-м2? (2) р“ Г? (5) [| воз (6, — 5) 16°), 


а к Е (2) 
ОА, 


1 
где 0, =0,1, ти О 1 -—- действительные, а р>1 — целое число. 
Введ. ‹ в рассмотрение функцию 1р. (х): 


про) ее 48, (3) 


[е2 


где интеграл взят по прямой Нез =о .-0 в положительном направль- 
нии, 4 > 0 — целое и х — действительное число. Так как 


| х24 Ч 0, 
фо (2) = г \ Е =) Е 
> 0 


0 
то 
1 9 
Ч =е |... Фата... Ти... =. 
тир —1 и | : 
набок ее аи о 


а —со 
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откуда следует, что 


и 0. 
фа (2) > фа (У), >, = 0 <—9@, 


(5 
ф. (1)>0, 14 (2)=0, |2|>4, 921. 


Перенося путь интегрирования в формуле (3) на прямую Ве; = — бт 
меняя знак у переменного интегрирования, мы получим: 


1 
фа (2) -- Фа (— 2) =1, фа(0) = > 
(6. 
4 Е к О ох 
а еее = а (2). 
Ро) г дл 7 
(5) [оз (в, — 5), (7, 
1 
где 0, =0,1. Тогда, в силу свойств Г ($), 
и (1 —$)и (5) =1, | (5+) =1 
при х действительном, другими словами, 
ши (+7) (9, А=— (7), МФеЕРрш + о (1 ), (8) 


где /^ (т) — действительная функция т и знак О не зависит от О в силу 


< |. 1 ь 
известной оценки Г(5) на прямой $ = > РИ, м —®, 


Положим 


и (5) =2' (21) "В 


при больших т. 
Если в=И, 2—0, т > чо 
т ($ 2) и’ Ду 


10(®) се , мат и 
и (9) * + Ее Ай (О Е и. 


причем ряд сходится в круге |х| < Из+= . Отсюда следует, что 


Е 
и&-+ _ 


и ($) ее “= ( : РИ Со =1, (9) 
где оО ы: 


Ут 


С г) ] и не зависит от ). Мы можем теперь доказать 
следующую теорему. 


ТЕОРЕМА 1. Если }($) принадлежит к классу В, причем выполняет- 
ся уравнение (2) и ода в по при &«>0, т >0, т›>0 имеет 


место верное при = АЕ Ве; <\1 представление 


я в — ев 9 ^тиа № (8 + 2) ре 42 
7 (5) =} 2а2 | Ё и ($) ес и 


< “п, т» — шп ей" с аи тл — шп 
ав Эыоалимеди 


- =") — На (5) —Пь (5), 


(10) 
—= [ехр (ть + а4)], п» = [ехр (т, -- 94], 


где интеграл взят по прямой Вез=0, функция ‘ф.(х) определена ра- 
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венством (3), числа а» и а» определяются как коэффициенты разложений 


со 


9=Х=", 7 = =" 


и, наконец, 
1 ар 1 (2 НЫ == 1) Ро й (2 -е 5) ей?  е—@2 \9 
2 © (Р, — 1)! 4361 2 292 ес 
(11) 
сте ем [еек — ЕЕ 
т | 2 т) 


Доказательство. Для (5) и С(5,х) хорошо известны оценки: 


18 1—с 


С (5) = 0 (ер И, $5 = - м, 


1 : й 
верные для |5 — > <1, |т|_>1. Поэтому, беря р - 9 > 0 достаточно 
малым, мы можем утверждать, что интеграл 


\ ее [асе — ета |7 -- 5) == 


2412 й и (5) 


гу у, ват ее! е-тиа7 (1 ты — о) я ты} 5 
(12) 


— схолящийся, так как 4 > т — 1. Перенося в первом интеграле правой 
части путь интегрирования на прямую Ве: = — 6 — Ве$, а во втором 
интеграле — на прямую Ве; = 1 — Ве; — 0, вычисляя вычеты в точках 
=1—5, 2= —5, 2=0, разлагая }(2 $) и } (1 —2—$) в ряды Ди- 
рихле и пользуясь свойствами функции \.(5), мы непосредственно по- 
лучаем соотношение (10). Можно заметить, что нет необходимости ссы- 
латься на оценки роста модуля 6 (5) и Г.($, Хх), а можно получить эти 
оценки из соотношения (10) при 4 > р—1 “ак как оценки 


6) =О(ч«р м. 6х) =О(тр“) 


получаются тривиально. 

Теорема Т, легко обобщающаяся также на произведения Г-функций 
алгебраических полей, позволяет получить различные теоремы о пред- 
ставлении /,-функций и их произведений конечными суммами членов их 
рядов Дирихле с любой степенью точности, другими словами, прибли- 
женные уравнения для Г-рядов. Мы приведем две теоремы. 


ТЕОРЕМА П. Если р>1, а> Е 1, и >0, — целые числа, 


ат. т = т =т=-- М (т), = +, 
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Ро хо [и О ма |+ 


и (5) 
п<ехр(т—ва) 


се Ее 


ехр(т—аа)<п<ехр(т-Еаа) й 


т У в ор $0 (ив) +0 (аи 


ехр(т—а а) <п<ехр(т-аа) 1 7 ее 


> 


(43) 
где хр (п) — число решений уравнения х1...2р = п в целых положительных 
числах я, Функция фо (х) определяется равенством (3), а числа с, = О (1) 
по ти не зависят от о. 

Эта теорема легко получается из теоремы Т, если положить в ней 
т = т» = т = 5 № (т) и применить разложение (9) под знаком интегра- 


ла в формуле (10). После этого остается только оценить остаточные 
члены. 


Прежде всего формула (11) в нашем случае дает: 
В, (5) =О(х чт 91), В, (5) = О (91. 
Далее, оценим интеграл 


ре [есче Е = У я стар (5-3) “2. 


о 2 


1 


Если воспользоваться известной оценкой |5($)|=О(т°), г 0 


1 . 
5$ = р -- т, то мы получим неравенство 


ПАЗ е-. © т 
с 511 ах 6 с ка. ЗА р\\ а аи 
т | а ет т 1 (#1 т)° (=) | 
? -—: Ут - 
ри Е 


чение че (дм обвизт 4) 


которое и доказывает нашу теорему. 
Выбирая % малым, мы ухудшаем остаточный член, но суживаем пре- 
делы суммирования в дополнительных членах правой части (13). Есте- 


ственно, что теорема П дает нетривиальную оценку в случае, когда 
7) 


(И =0(1), 


что при «Ут= 18, д >> 0, достигается при достаточно большом р. 


Обозначим через х (и) первообразный характер модуля Ри положим. 


(+) 


и (5$) =272 ° *° Г? (5) с09? = (0—5), 


ао а 1 
т), ЗЕ-Ъ И, = (1). (14) 
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Имеет место 
ТВОРЕМА. Ш. Если р>1, 9 > р -ь-1, в >20, — целые числа, 


1 


1 арт“, т=жт,=т, то имеет место приближенное уравнение 
НХ (и) (п) ей Ху, (в) 
а но 
п<ехр(тр—ва) 
не х Г т м ее ей Х®) Ур лы о ("ша ) " 
ехр(тр—@а) <п<ехр(т-Еа) | п п (5) па ЗИ - 


35 о р ья в — ши ) ео (<иэ" 20" 


ехр(т-—аа)<п<ехр(т--аа) п® 
т (15) 


где ур (п) и числа с, имеют прежнее значение, а 1 зависит известным, об- 
разом от характера Хх (п), т>1. 

Доказательство этой теоремы ничем не отличается от доказательства 
теоремы Г. Для оценки Г. ($, у) на прямой У, => можно воспользоваться 


оценкой 


1 
ед -о [Рич +2)* |, т > 0. 

Положим в теореме [Г т, = т, =0 и будем предполагать, что /($) 
равно Ё(5,х), причем будем также считать, что Ё(5,1) =6(5). В по- 
следнем случае (5) имеет при 2 =1 полюс первого порядка с вычетом 1. 
Тогда из теоремы [ следует, что 


о Иа, 9+ 


ео 


п< е@Ч 
С ва(1-8) — е&(1 8) в 9 
о 24 —з) и е 2аз | , (16) 
вле с =1, хп) =ф ис= 0, Ве х— а характер. 
Это соотношение при $ = Е м 2= + 4х дает: 
: 1 
17 (8) |< } Ш 92 [зы ле У— и п . 
-- О [ея т 1 (ат) Чеач]; (17) 


^®=тш [2(2л)—* Рег) сов (0— 2)| 


Неравенство (17) позволяет получить оценку ри с помощью среднего 
значения |/(5)| на некотором интервале, длина которого зависит от 9. 
ТЕОРЕМА ТУ. Имеет место оценка 
УшЕ 
ф(1) = —- \ (= ми 5 Шо ФЕ + 2) 4 + О (е/т\), (18) 
—Иша 
1 


а—=2(шв *, ч=Шь $()=5() ты ры 


3 
2 
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Для того чтобы доказать эту теорему, достаточно положить в фор- 
1 


муле (16) р=1, т=0, Х (м) =1, с=1, а=2(шт) °, ч=Шъ, $= 
=х+И. Тогда из соотношения (16), применяя оценки (3) и оценку 


| +=) = ое"), 


получим; 
р | ` т 
1 6 ь х 
|$(0 — — \ ( =. ) 9 — 11 5х ф 
—Иш: 
ИЕ д а ет 
<+ \ __. | &[(Е-- 2) -- 1] с \ и +=) а 
ти Ут 


+ 2е/ пм -1, > ц, 
где С — постоянная. 
Применяя к (15) неравенство Шварца, мы получаем неравенство: 


Ут 
$ < СИш ша а: 0, (19) 


—УИш: 


где С — постоянная. 
Аналогичное неравенство мы будем иметь и для 
ях 


ф(2) = р? [2 (21)—*Г (5) с0з-1(@ — 5)" (5, Е. 


где 0 =0,1 в зависимости от Хх (— 1) — первообразного характера моду- 
ля О). Это неравенство имеет вид: 
Утрг би 
|< СИшы 2 \ Е ее, (20) 


где С — постоянная, от /) и Ё не зависящая. 
Доказывается это неравенство так же, как и неравенство (19), с по- 
мощью теоремы, соответствующей теореме ТУ. 
Поступило 
21. Г. 1960 
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Серия математическая 
24 (1960), 475—492 


Н. И. ФЕЛЬДМАН 


О ПРИБЛИЖЕНИИ АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ ЧИСЛАМИ ЛОГАРИФМОВ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе выводится новая оценка для выражения | Р (ша) |, где а— ал- 
гебраическое число, а Р (2) ЕЕ 0 — многочлен с целыми коэффициентами. 
Рассматривается также и более общая задача об оценке снизу суммы 
| ша —&| +... + Поаи — Е |, где о,..-, би, Е1,.-..Ёт — алгебраиче- 
ские числа. 


В 1931 г. К. Малер (*) доказал справедливость неравенства 
|Р (в 2) | > а (п) Н-”, (1) 


где шх — вещественный логарифм положительного рационального числа 
х-=1, Р(2) = 0 — многочлен степени п с целыми рациональными коэф- 
фициентами, абсолютные величины которых не превосходят Н (в даль- 
нейшем будем называть Н высотой многочлена Р (2)), а постоянные с; (п) 
и с не зависят от Н *. 

Легко видеть, что из (1) вытекает такая же оценка снизу для вели- 
чины |шо— |, где Е — алгебраическое число степени п и высоты Н 
(т. е. Е — корень пеприводимого уравнения степени и и высоты Н). 

В 1948 г. автор настоящей работы получил неравенства [см. (?), (3)]: 


| Ша — в р е—хп т (па) а--т а па Н) 1 (2 а я-Нш Н), 


| Р (п 9) | > е— хот” 1 (п--2)(1--п1ап-Е Ш Н) т (2--п ап -- ан), (2) 


где Ти То зависят лишь от логарифма алгебраического числа х-=Е 0,1, 
= — любое алгебраическое число степени п и высоты НЯ, а Р (2) ЕЕ 0 — лю- 
бой многочлен с целыми коэффициентами степени и и высоты Н. 

В 1952 г. Малер (“) также получил оценку для |Р(шоа)|, а значит, 
и лля |ша— |, которая не содержит постоянных, зависящих от п, и 
относится к любым алгебраическим &-Е 0,1. Его оценка соответствует 
неравенству 


И. (3) 


где с>1 не зависит от Н и п (Малер формулирует свой результат в 
другой форме). 

Легко видеть, что для п, растущих не очень быстро по сравнению с 
Н (именно, для п<шш ПН), оценка Малера (3) точнее неравенства (2), 
однако для п >> шшН неравенство (2) остается лучшим. 


* Менее точную оценку получил в 1923 г. Д. Д. Мордухай-Болтовской (3). 
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Усовершенствование метода, применявшегося для вывода неравенства 
4 —_ 
(2), позволяет при условии п < УзН получить неравенство 
— 2] п 2 
Пе %—Е|>Н Ап п*(и-2) (4) 


Это неравенство точнее неравенства (3) уже для п > по (по зависит от 
сравнения постоянных Л ис неравенств (3) и (4). Возможно, что по = 1). 
Неравенство (4) является частным случаем при т = 1 неравенства 


Е 
т 


4 
-—Л.(п1п (п--2)) 71 Я (5) 
по; — &1- ... + Пао — 8и| > Н › , п<УшН, 
где а1,..., Я — фиксированные алгебраические числа, логарифмы кото- 
рых линейно независимы *, Ё1,..., Еш — любые алгебраические числа, степе- 
ни и высоты которых соответственно равны Пл, #1;...; Пт, т, П — степень 


поля В (94,..., Чт; азньь» бт) а 
1 А 1тй 
Н = ехр {п (1+... ! ="). 


т 


Задача о совместных приближениях алгебраическими числами несколь- 
ких логарифмов алгебраических чисел уже рассматривалась в работе 
автора (5), где была получена менее точная оценка, чем оценка (5). 

Метод, с помощью которого было получено неравенство (5), автор 
этой работы уже использовал для оценки меры трансцендентности числа 
л [см. (6)]. В рассуждениях настоящей работы автор опирается на извест- 
ный метод А. О. Гельфонда ('). 


$1 
ЛЕММА 1. Пусть 


14 (0) = ба р. Ро об г 


— то линейных форм с вещественными коэффициентами от г перемен- | 


ных. Если для всех целых т; из интервала 0 < х; < 2 справедливы неравен- 


ства 

а 
то можно выбрать такие целые числа 1»... Я» д, удовлетворяющие усло- 
виям 


[ран аа 0: 
чтобы выполнялись неравенства 
22. 
(ео) <=, ОИ По м (6) 
Ио 


Доказательство этой леммы имеется в работе (з). 


* 
Т. е. равенство 2 шо -... + 7 0, = 9'ири целых я. и 


среди чисел 01,..., бт Не может быть единицы. 


Я возможно | 
липть тогда, когда все з1...., %„ равны нулю. Очевидно, что при таком условии \ 
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ЛЕММА 2. Пусть (,, 6,,..., С; — алгебраические числа, степени и вы- 
соты которых соответственно равны пл, Йа; пз, 1ь;...; Пв, Ив. Пусть поле 
В (1, С,,..., (в) имеет степень п. Тогда. если 


В = р ру р О ке ЕО 


и целые рациональные числа Ах,,...к, Удовлетворяют неравенству |Ах,,....к, |< А 
то 


) 


ые, пиаА: т; Ш Аз 
| В — е сы (7) 


Частным случаем этой леммы (для 5 = 3) является лемма 6 работы ($). 
В общем случае доказательство проводится аналогично. 

Следствие. Пусть а,,..., “т — алгебраические числа, логарифмы, 
которых линейно независимы, у1, 81;...; Ут, Вт — степени и высоты этих 
чисел, у — степень поля В (91,..., Ят). Тогда если абсолютные величины 
целых чисел 21,..., Хш, не равных нулю в совокупности, не больше х, то 


[2 Ша --...- 2» Шо | >е"”, 711=17,(та,,..., Мою). (7’) 


Д оказательство. Из леммы 2 вытекает неравенство 


1 
|0... ат" 4 | > е—", о =(тш8 + = ... 


п 


Ут 


которое несовместно с неравенством 
у 1 
[2 Шо - ... + Хи Ш от | < рае 


при достаточно большом х. Заменив То на соответственно выбранное боль- 
шее число, мы получим неравенство (7’), справедливое для всех 21,...Х. 
ЛЕММА 3. Пусть Сьл не зависят от 2. Если 


9—1 9—1 
7 (2) = У У бое 
К=0 1=0 
то 
944 —1 & 
Е 2лад т у а \ 
О а 6, (8) 
х=0 
где <=ЧФ у 0<3у<%9—1, 0%1:<%—1, 
1 1 р. м 
у 49 (96) 
Ду = С . С . ® О ® * . С С . . О * . * * ® ? 
ум (у--9)°*... 94-+9(4%—1)°" 
о, о 
1 Ч эт 
а тт 
1 9—1. р(9—1* 


Дь гу — алгеб раическое дополнение элемента (4 -- у)* определителя Ау, а 
д, „— алгеб раическое дополнение элемента р определителя 0. 
Доказательство. Вычислим правую часть формулы (8). Так как 


: „—1 4—1 8 
7") = У у ее (=) р^х, 
х=0 ^=0 


4 
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то 
не . 44,—1 4—19—1 — Л 6 
р о 
Е | Е х=0 х=0 ^=0 г 
ео у С, ЦЕ м о ы в ран ии би (4 и у Ах, 1, СВУ 
х=0 ^=0 у У=0 1=0 
9 та—Е 
= ее у рб Ее я ед" ве. 
х=0 А=0 У=0 


Коэффициентом при С», является выражение 


1 
2лё\х—* Е м 
= + «Ак 
тих = (5) Ум Зе А Ы 
у=0 
Внутренняя сумма, по известному свойству определителя, равна нулю 
если х-ЕК, и равна 1, если х =Ё. Поэтому 7Т»,л = 0, если х =Е №, и 
НОЕ о Е 
мА , , 
т = Хр" = 0. АЕ. 
у=0 
Итак, Тк» равно 1 или 0, в зависимости от того, совпадают или нет 
{х, Л} и {К, 1}. Лемма доказана. 
ЛЕММА 4. Если 


1 а Л 
@0 а1 @5—1 
В = у 7 кк ‚ а-а, + 
8—1 3—1 8—1 
ао ат и Пек а, 


а О.,— алёебраическое дополнение элемента ал, то 
__ 4\м-Ео 
([— 1) °р У а, .-.а, 


Е аки петь (9) 
П (а, —а;) - П (а.—а,) 


=0 1=и-8 


где суммирование ведется по всевозможным наборам различных чисел 
а.,..., @,_„_1, Не содержащим числа аи. 

. Доказательство. Заменим в определителе О величину а„ пере- 
менной 2. Мы получим функцию 


и—1 8—1 8—1 
Пер-а) П (а—2) А 

4 (2) Л) т й 1=и--1 к а&=0 
М — 8—1 \—1 8—1 ы 
П (а,—а,) П (—а,) п (а — а) П (а— а) 
=6 $=и--1 9—9 1=и--1 


где 


ты и--& 
Аа = (— 1) № 41, аб. 
Формула (9) вытекает теперь из того, что О,» является коэффици- 
ентом при 2? многочлена 4 (2). 
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ЛЕММА 5. В обозначениях леммы 3 имеет место неравенство 


Ак у 


ны < (4е)*, (10) 


Доказательство. По формуле (9), 


У и чы. а ь 2% (44,1 
А ТН т. 
А, = ты Ч—1 < и 
Пу+е—у-а/|. П |у+аглу-ай ааа и 
)=0 = 
2% 9—1 Е 2% и 
ре 90 Ч@—1 — “ Фо —_ (4е)®. 
4-=— ЕЕ. 
(Ч — 1)! 4% Зе % 
24 
ЛЕММА 6. Пусть 4 > 1 — целое, ар=е%. Тогда 
9—1 
Пи-=а. (14) 
\—=1 


Доказательство. Мы имеем: 


Я—1 
т Н Пе 0—1 
но м) ЕН 
И=1 2—1 и—=1 2— 


ЛЕММА 7. В обозначениях леммы 3 имеет место неравенство 


< 2. (12) 


[бы 


Доказательство. По формуле (9), 


$1 ЕР о 
вн Хе == В 
| а Па —1 Е 
=: Пепе | и Па 2) 
1=0 #—=1--1 1 =1-1 
а >. Е ы 
4--1—1 ыы а—1. а—1—1 
рае п 4—5 | | Па- П Ч-=| 
9—1 и= и—=а—1 и—=1 
ак. и бат о, 
И (1—0) 4 


Здесь мы воспользовались формулой (11) и тем, что р? = р” 
ЛЕММА 8. Пусть Сул не зависят от 2, а 


9—19—1 
1) = > > Сыеи. 
К=0 1=0 
Тогоа 
2 : 
13 
| ( Ч ) Е р 


| Ска | < 9% (4е4)°2‘ шах 


0<х<94,—1 
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Доказательство. По формуле (8), 


Е Аки бу 2ля 
|Сы |< 4490: 0% +. вах | ГУ ть аж Нк 7( а ) а 
Воспользуемся неравенствами (10) и (12). Тогда получим: 
| Сы |< Чо» (46а ах | [89 
я о<х<аа—1! \ 9 
ЛЕММА 9. Пусть ро (2) = 1 (2), 1» (2) = (е*}ь—1 (2))'. Тогда 
8 
75 (2)) == 98 $ Иа = и (14) 
в=0 
где А: — натуральные числа, причем 
А ОВ, ОН (15) 


Доказательство. Если для производных положить у® = О*у, то 
с помощью индукции получим: 
1 (2) = "(Р-Р 2)... (Б- 5) 1 (2), $21, 
откуда и вытекают формулы (14) и (15). 
ЛЕММА 10. Пусть }: (2) имеет тот же смысл, что и в лемме 9, в 


4—9 
м 
и=0 1=0 
где С. —постоянные. Тогда 
4—19—1 
ое Я Усы Я ВЕР и. (16) 
и=0 1—0 х=0 


о, *) имеют 


Если, кроме того, 4% <Уз-4, то целые коэффициенты В& 
общий делитель 4., удовлетворяющий неравенству 
а, > Ме“ 5 5. (17) 
Доказательство. При переходе от ].(2) к /.4:(2) коэффициент 
при 2 в показателях всех членов увеличивается на единицу. Так как 
а — еп= (пз” -- трт—\1), 
то каждое В? будет представлять собой сумму слагаемых вида 


КОМ. ам), 


где [-- Ла, [-А»,..., [- Ак» — различные числа из множества [+ 1, 
1-2,..., [-- $. Общий наибольший делитель чисел 
(Ем атм. ть м О В 


(Е-Е ма) (ЕЕ м2)... и ° 
и 
как видно из леммы 5 работы (5), не меньше, чем 


$1е— (9+) (3-11 4»). 


$2 
ТЕОРЕМА 1. Пусть шол,..., паж — набор линейно независимых лога- 
рифмов и чисел б,..., ит. Существует такое постоянное 
число Л. = Ло (шоу,..., шот), что для любых алгеб раических чисел Ё1,...,т 


Лемма доказана. 


ПРИБЛИЖЕНИЕ ЛОГАРИФМОВ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 481 


справедливо неравенство 


1 
—Л.{т1 и 
ор ие аль Е | НН м, (18) 
где п — степень поля В (941,..., Ят; Ел»... т), 
ША шР 
Н = ехр {п "(1 т... + ее (19) 
пл, №1; .-.; Пт» Ат — соответственно степени и высоты чисел Сррчль» бт» ПРИЧЕМ 
4 
п<УШД. (20) 
Доказательство. Пусть степени и высоты алгебраических чисел 
91,..., @т Соответственно равны \1,..., Ут И В1,..., 6т. Положим 
т; 
1 — шах (1, Гон |, |110 |, | &&|, о 
(21) 
2-1 
, — 600 -- 210" (мени) + (бл Зи. 
1 
Покажем сначала, что неравенство 
—Ат(т +2) Рт 
110, — | -... Е Пао — |< НЯ и (22) 


невозможно для достаточно больших Н. Предположим обратное, т. е. 


что это неравенство разрешимо для бесконечно возрастающей последо- 
ватольности Н. Пусть 


ть п, 
= [3 Уп п - 2), а=№шН}, сн те] 


— [Ухта -- 5. ‚ 5 = [№ Упши- 2) 1-1 (п 2) шН]. 
Заметим, что 5, >94, так как 

А => шп 2) Шип 2)> 

т 


Действительно, при т = 1 это очевидно, а при 
п, 


Узшх/№шх достигается при х = е”"—1 и равен 
1 


е т й 
(. — . > ти 


так что наше замечание оправдано тем, что вследствие (24) 


(23) 


1 
>2 минимум функции 


»> т > туз, Уптши- > И - 2) ши--2)> 


>И ши 2). 


Зафиксируем базис поля А (%,..., Чт; Ё,..., т). Этот базис можно 
выбрать из чисел 0м,..., а”, Е, Е", где целые числа и в 
удовлетворяют неравенствам 0 < и; < \, ОЗ, &Е=1,..., т. Обоз- 
начим элементы этого базиса через (1,...; („. Введем функцию 

9—1 9—1 п 
бе ® бы СЕ. (24) 


К=0 1=0 1=1 
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—=————_—_——_—_—_—_— и 


Производные этой функции имеют вид 


9—1 9—1 
29 (2) = У а С: р ет т АР а, (25) 
Е=0 1=0 
Пусть /+ (2), $ =0, 1, 2,..., функции, введенные в лемме 9. Из 
(14) и (25) вытекает равенство: 
4—1 9—1 
Во М... Ра Мо, аи Ат р р съ х а т 
в=0 К=0 1=0 
х (ева, Еее ани) ОРИИ о во (26) 
Величина ]:(2, по, +... | 2шШ 9) представляет собой многочлен с 
целыми коэффициентами от чисел 91,..., Я, &,..., & И Ша. 


шо. Обозначим символом 4... общий наибольший делитель коэф- 


‚Эт 


фициентов этого многочлена. Введем величины 
5; жа, хт (оон, == 


а (27) 


т 


которые также представляют собой многочлены с целыми коэффициен- 


тами ‘от: чисел: бл: оби» Ето оне ори аждаят из этих 
величин является линейной формой от ес К == 0,1. 
9—1, т=1,2,...,п). Оценим эти величины сверху для 41,..., Ят=0, 1.,. 


2—1; $5 =0,1,..., &%—1. Веледотвие (26), (27), (20), (23), (15), (17) ь 
получается оценка: 


| Фр ьтиь (11 би». Шт) |< У, 2°51 (51)-1 94оп- ах |С® | х 


6=0 
х тт 2° (40 — 1)! (тужо ут бежим (51 ут е( +9) (3-11 4) = 
< 2*4-Ч1пе бт ВМ уатт-чь (тк) шах | С | - р —_ Е 


5 


откуда, так как Х (29)°/с! < е?4, 4>0, находим: 


6=0 
3.5 
| режь- и Ша .-» На) | < шах] С | Н ттт, (28) 
ТО 9... Зы ОТ. ЩИ Он. 
Эта оценка справедлива, очевидно, и для величин 

Ве Фь;х,...хт (Ш 0и,..., Ш ат) 
и 

По 95; ж,.ат(В ,..., Ш 9), 


* Неравенством (17) можно пользоваться, так как 49 < Из +4. Действительно, 
из (23) и (20) получаем: 


Зы СЕК © мели 8 
< Ап У№ (п = 2) < Уши УшшН<Ушн<У4, НЫ. 
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которые также являются линейными формами от оон Всего таких форм 
К, 


25050’ = то от 940п =г величин $. Из (23) видно, что г >> ть, так что 
теперь из леммы 1 вытекает, что можно выбрать такие целые числа 


ГС 
Е. ес не равные нулю в совокупности, чтобы выполнялись 
неравенства: 


| Фау жа. .-нои (Паб, ..› № 0) | < | Ве Фе; ж,....хи (Ш 0,..., Шо) | + 


т, 
40 Н^З'5 Уши(т-2) 


+ Ша ф»; Зов (ш и, Ш ом) = 


94% 


28 хт 
ЕЯ 
к т 
4Н№ач+уХ) Упш(и-2) 
3 Е ГАН [Аи Ули 2] 
Н 23 У п (п--2) ш—(п--з) шНАила(и-Е2) 2 
т 
= < №" Уп) 
=! Е 0 о Оо) 
Заменим в многочленах 
Фа; жи. .хт (ПА 0, .. № бт) 
величины ш%,,..., Шат величинами &1,..., т. Имея в виду использо- 
вание выводимых сейчас неравенств и в дальнейшем, мы предположим, 
о = 0. Ме И те 
т ин 
Хх = У ^п№п-Е2)]|; $=0,4,..., 5—1, 1=0,4,... 9%—% 


Из (21) и (22) выводим неравенство 
оо а. Ра Мом) = аи... + Ятёт)" | < 


— 9 (Хтт)® и. Упш(т-Е2) р (30’) 


а из (15), (21), (23), (26), (27) получаем, что коэффициенты при членах 


(1 Шо, +... + 2жт Шо.) ° 
в выражении 


Фе; жь...хт (№ 0а,..., Шт) 


не превосходят величины 


5 
ом 
а=0 | 
< ($!) е(8-+9) (3-14) ду! д СпеаХту+тт их ка $1 (24) реа 
«=0 
т 


3,5 у 2 1 
# в(зьа)(3-Нша) ат Х-4-ттлиу-2а 2% ЧпС4и! к И ^ Упш(и-2} ту А (30 ) 
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ААА 
Неравенства (30) и (30”) приводят к оценке: 
| Фз; ЕВ (21, +: т) < | Фз; К, (п Ч, ..., 1 ат) | -- 


ЕН | Фз; х1,.. „т, (1 у... п 9") — РФ хь-хт (51, -ВУО 5т) | < 
т и ва 
Ра т 43, № Ут 
— (тт ху н-^ {пт (п-Е2)} 73,5 У тап(т-Е2) ту тп (п-2) ы 
1 


1 Ия 
НО бины ‚Пабы НО 
ф ’ 1, “т 


- | Фезхь кт (шт 1,..., п бт) |, (30) 


где $ =0.4,..., ое. А = ПИЛ" 1 (и-2) ]. 
Отсюда и из (29) получаем неравенство 


| Фэ; ль. ст (ыы) < 


1 


т 
р (и) . 
т и Н-°25^ Уп?) Н-—°?^" Упш(и-2) (3 


1 
— 0,577 {и 1п (п-2)} 
<Н ” 
где 
о о 
Поксжем, что оценка (31) является «слишком хорошей» и что для этих 
$5и 2 


Фз; 1-Х (Е ыы е 6509 2) = 0. 
Выражения 


Фа; я. (21, ... т) 


являются многочленами от алгебраических чисел @1,..., би, Ё1,..., Ем. 
Степени этих многочленов по каждому из чисел о, не превосходят вели- 
чины п -- 42%, а по каждому из чисел Ё& — величины 49% --п. Высоты 


этих многочленов не больше, чем 
ехр {2^°°Упш(п-2)шН}, 


так как оценка (28) справедлива и для них. Воспользуемся леммой 2. 
Если величина Фз; х.,...хт (1 ...:, &т) не равна нулю, то должно выпол- 
няться неравенство (7), принимающее в нашем случае вид: 


| Фз; Хо Хт (51, 5.) т) — 


а 11 
223,5 п Н Упти(и-Е2) Ет(ажь-ао-2т) п 8+ т (ахо- п) (а, п) и +... =”) 
1 т, 


— 
Учитывая (19) и (21), отсюда выводим: 


| необ (21, ...) т) > 


ПМЕ Е. И т т 
Реп {223,50 Узли(и-Е2) фату ан У пт) елоН-Упици--) Н- т Упш(и-2) 
= 


(2... би = 0, же ое, 50 — 4). (32) 
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Так как ^>> 1600, ‘то 0,2 УЛ > 8, и неравенства (31) и (32) несовме- 
стны. Таким образом, должны выполняться равенства 


Фз; х....., и, (21, ...) 2) = О (33) 
ГД@ 21, -.-, Жи ==0,1,..., 2—1, 3=0,1,..., 5—4, Н > Нз 


Пусть 
Ф.. х1,..., Хт (51, 24909 бт) 


— величина, получающаяся из 


8 (21 шо... -г 2т Ш от) 
заменой ша:,..., ша» на Ё,..., ип (логарифмы, стоящие в показа- 
телях степени, замене не подлежат), а 
Е ое а ый т) 


— величина, получающаяся таким же образом из 


и (21 ва +... - 2. Шам). 
Из равенства (27) вытекает, что 
Ф,, х1,--„Хт, (1, ...у Ет) = а, х:,...› 8" Сечи и фз; х1,...,Хт (21, ...у Ет) = 0 
И ИВ. 0, 1—0, (34) 


так что, вследствие (14), для каждого набора целых чисел 11,..., Хт 
из промежутка [0, х, —1] числа 


И, ей хт (бл» +» бт), ЕО, 
удовлетворяют системе линейных однородных уравнений: 
5 
я А И: они (1 ...? в) == 0, $ = 0, 1 во 90 — 4. (35) 
в=0 
Определитель этой системы, вследствие (15), равен единице; следова- 
тельно, все числа Рх; х,.... хи (1, --.› т) ДЛЯ 21,..., Фт == 0,1,..., № — 1; 
$5 =0,1,..., 55 —1 равны нулю. Теперь 
о Що с (Ш, Ш) = 
т хт (Ш 9, ... Ша) = ом, (Бана ш)| < 
9—1 9—1 : , 
{ В 2х1 х. 
сы ое ео о м 
К=0 1=0 


х {(2, по, Е... -- 2 Ш а — (жа, + т бы |. 
Учитывая (24), (23) и (30), приходим к неравенству: 


Ах (2, ша, -- м + т № от) | < 


1 
< 44опС тт" 2 (40 —= 1)! д’еттахь т {п 1 (п--2)} 


т а 
до (2от7)* < 
1 5 
С (36) 


ОТ, 
Где 21,..., 2т =0,1,..., %—1, ЗО, ны 30 — 300 > Ну 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 


1 
< Н-°'5* ® и} 
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Установим, что неравенства (36) можно распространить на еще большую 
область значений 11,...; Хт. Это утверждает 


ОСНОВНАЯ ЛЕММА. Если для 3 =0,1,..., &%—4, дл, ат, 1,..., 


2 
их — 1, гбе 1«р<^”, справедливо неравенство (36), то оно справедливо 
Оля те ЖЕ В За, тет. 
Доказательство. Обозначим числа 
еб а Иан, О, Те. о Е. 
через 6:,...,0т, Т = (р2)” *. Воспользуемся интерполяционной форму- 
лой Эрмита. Пусть |2| < 2ылхотт. Имеем: 


т * 


ое (#— 61)... (2 — 07) |* 1 (6) а 
И В Ь, | и 
(С =лорхотих 
Т зщ $ я 
за (#— 01)... (&— 07) | °(5—60,)* в: 
+2 2 $125 ое О 4, ве: 


тде р = 0,5е № %, 1, — число из неравенства’ (7’). Из (7”) вытекает, что 


круги | © — 6,| <р для #=1,2,..., Т не имеют общих точек. Оценим 
интегралы правой части. Пусть 8, — произвольное из чисел 0,,..., 0т. 
Тогда 
рх— 
ит  ]] |2, шо, —- 5, ПВ ФВ 


1—1 =Р 0 
2 (р НуПва |) (р (у— 1) ша: |)... (р -+ Пао |) ррр Хх 


х {6 + Па, ))..-(р + (25 — 3—9) ша, |) > р? | ша, Ву (и2%—у—3)! = 


— рз Ива, 3 20—39. ре аа 8-ю! ** 
ия, (го) 2—8 
откуда выводим: 
Р%—1 ] ь 1 у 
тах | № Е я, (Е -- етрко) (роз 2883 


(С — 2 Ша, — 6 ша —... ша) 


1—9 152 о РЗ | Пт [6 (ражо)! 


о о (арта т и) 12а (38 
Ас ) 


} 1 1 
мы | = па 
о Оы 3 (26) о: а у 


так как 
"_\2,5 3 
(р22о)>5 < (рад) < без. 
* <. = у 
Из линейной независимости чисел т О И а„ вытекает, что все числа 
а ое. „Ша различные. 


#+ › 


у — целое неотрицательное число, зависящее от то. 0, какое 11 соответствует 


минлиуму вепичивы | 6—2 шп д — 65 поз —..,— о |. 
т 
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Количество различных наборов целых чисел {65, В:,..., 6}, взятых 
_ из чисел 0,1,..., рхь— 1, равно (и2)”—1; следовательно, учитывая 
2 


(21), (23) и то, что 13 < АЗ, а |2| <2жтт, получим неравенство: 


Е). - 2 — 07) И (36 /Ате\1-Е2 \\ №4 )) зо (ых) 1 
Е а 


(№. ©—6)) па 


и 
Е т 
и ® 11 (п--2) р Н?*" У пттенЕа 


[о @| 
$ —1 
Учитывая, что й 4°/5! < ей, из (23), (24), (37) получаем: 


$=0 


< 


с Зижхот/\ 7 
шах 2) | < 10ижт и п 
12| Эехоту 1 (2) МН (5 Вот 991 Хх 


х бт Ир т Че (Аст 
— 0,57, {п 11(п--2)} > а аа а 
И тп Уи +2) 1 < 
8=0 


ть 
9 —фыТи ИУжиок2) тт 173 Уп ш(и-2) 1орлту А? У ит (2 
се т? 94опт""Н (1Ораотл)Н ве. 


1+ т т 
— 0,527 {хп (п-Е2)} 6,5 Итщае-Е2) Аа НТ 
Е 7Н и 0,51% т а Ни 
Пользуясь формулой Коши для производных аналитической функции, 
отсюда и из (38) выводим неравенство: 


179 (2. шел --... Е жи ша) | = 


ИН (2) аз < 
27 аа О, М) -- 
[2—1 1 91—...— ут, 1 4 =1 
п 
—9,54Т 74 Упшщ(т-2) 


<б!Н И. = НЕ. 
(39) 


Перейдем теперь снова к величинам 5; х,...хт( Ш 0,..., Ша). Поль- 
зуясь (14), (15), (17), (23), (27) и тем, что 585 >4 (см. замечание после 
формулы (23)), получаем неравенство: 


| Фе жит (№ бы, +.» Ш аж) | = 


а 1 — 5х — 5х 
о 
8 
=: те Хт > Ас, в и” (21 т <: . | Чт) < 
6—0 
$ 1% 1 И 
т 4 р 11(и-Е2) 
= 5 — 0,5. 124 У па (п-Е2) г рта Ут 
< ($!) 1е(9-8) (3-1195) уд 289 Н ы Н ‹ , (40) 
6в=0 


О.о, НН, 
9* 
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`Теперь можно получить оценку и для величин 


Ф;; о ЕЯ Мея т). 
Из (30) и (40) выводим неравенство: 
- 
[Фа жила (базе 6) © 
а я т А — 
"т — Зы Таи У пи(т-2) — — вт 7 ап 2) 
— 0,5 {п 1 (п+2)} т ао т. я 
<Я ЕЯ <Н ‚ (41) 
где 
21 ,..., в = ©, Ч, А - ИИ Ве ЕВ НН 
Выражения 
Ф;; 21... Хт (21, ев т) 
являются многочленами от алгебраических чисел 91,..., Хи, 51... бт. 
Их степени по каждому из чисел &1,..., @ш не превосходят величины 
в -|- 2465, а по каждому из чисел Ё1,..., Ем — величины 4, -- п. Высоты 


этих многочленов не больше, чем 


ехр {(^°'° Уп (п - 2) + 2тль^? У и ш(и-2)) в}, 
так как оценка (30”) при Х = 2х5 относится и к ним. Воспользуемся 
леммой 2. Если 
Фи (1, . у т) ==0; 


то должно выполняться неравенство (7), принимающее в данном случае 
ВИД 
| Фз; х....., т (Е, 6 т) > 
т т 
— {= Упп(п-2) + атль. Аа У Ап?) о Н-+ти(2ар хо Ра, 2т)1п8 ри 
2е х 


шп 
аи) (ты +: ") 


Тут, 


хе 


Учитывая (19), (21), (23), отсюда получаем неравенство: 


[Фз; Хь,.-„Хт (5,1, .:.) Ет) р. Я р (42) 
где 
21,..., Ят = 0,1,..., Зил — 1, Ш 


Так как 0,25 УХ > 8, то неравенства (41) и (42) несовместны; следо- 
вательно, 


Фу хь,..., хт (бл»- +. бт) == 0, (43) 
где 


21,..., Ят = 0,1,..., 2х — 1, $ = 0,1,..., 5—1, Н >> Нь. 


Повторяя рассуждения, с помощью которых из равенств (33) были 
получены неравенства (36), мы из равенств (43) получим неравенства 


ПРИБЛИЖЕНИЕ ЛОГАРИФМОВ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 489 


(36) для 
: ЗО ди —- №. 0,4. 5-й, НН, 


Лемма доказана. 
Для р =1 неравенство (36) уже доказано. Применяя последователь- 
но основную лемму, мы получим неравенства 


1 
1 = 
не й т 
а а о 


? 


(44) 
а О и о 5) |, зе Ю.А ное, ЯН Не. 


Воспользуемся еще раз формулой Эрмита. Пусть |2! < 2л4ь, 6,,...,0т— 
числа 


д Ша... ди Ша; 


Я РАО ь [2 И и ш (п 5 — о: 


т (4 Ужнье=я |). 


Имеем: 
р 1 [2 — 6)... —6т) | “у (6) а 
75) = 5 ) г (< — 6+)...(5 — 60.) р 
$ -ХЗ»5®У и т 2). 
Т $1 ВР $ 7= 
>» __ \ Е и СО, рр Обе, 
о - ча. (< —6,)...(5 — 0.) 2—0 


где 71:— число из неравенства (7’). Воспользовавшись неравенством (38) 
т 


Ре вместо их, следует взять Ё Ин ш (п — 5], а также соотношения- 
ми (24) и (23), для |2! < 214, получаем: 


< 


Г эп 
| (2 — 64)...(2 —9т) |° _ | 23 Уп ш (п - 2) 


| 2 р 

шах о ) | ие = ту |х 
"|=, | \Ъ 1 :(5 Уд } 23 (п —2) 
ИХ т 9—1. 
ооочеыя У а т) 
о ПЕРРИ», р < 
т 
Е. ‚отувйУ п ш (п-2) шН 
< {(лп^З-—— тт). 123е+а пб? |} < 


И + т 
Е 731 И п т (п-2) шН (УХ шп) 572 И п ш (п-2) шН 


3 _ 
< [4п22е и ъе 
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Эта оценка, соотношения (20), (24), (23) и неравенство (44) позволяют 
получить неравенство 
шах |/(2)! < №" а 0 (п-- 2) х 
] = | < 2740 


т 
2), и п ш п 2) @Н 


т т, 
2131 Упш (в +2) + 2т1У Ап а п - 2) х 
т ть 
13,50 Уп ш (п = 2) — 2т1 У АЗп Ш (п - 2) 


х 


т 94 —1 
холст" (мат Ут) х 


т 
^3,5пУ п ш (2) шН й 
хе ВЯ Ро ЗА 
13 (УХ — 2^) "Уп @ = 2) 
1-+ а: х ы НЫ 
т и —0,5 {п т (п-2)} ие -- (Их ши)2т> и Уп ш (2) 
Е (1 +2Ижь@=5 Н х 


В 
Ч И 
5 Ге . 998 Е 
т 
ее Е ыы т (и-2) @Н и. е 
я 3,5. Е А —_—_ь (7.3-- 2.55) п п Я. 
х (, пу п 1 (п —- 5) | в Н де 


1 1 
1+— Е ++ = 
—0,5^2 {п 1 (п-2)} т-- 2716,5 (п п (п--2)} Мм 


оо и 


10 
Так как Ил > би вит, "< ул му 406, то 


т 
: { 2т 25,64 0(1)— 2} т (из) 
шах |/(2)|<Н — 
12| 2740 
т ы Е ы 
и ре 11 (п--2)} + 26,6 {па (п-2)} Аа Но (1) = 


1 
Е АЕ 7 п 
—2тИ п ш (22) —2.6,6 {п т (и-2)} о —0,5)8И п а ОЕ). 2 
<Н + я -Н>Н.. 49 
Числа 
2па1 
В: = 4 ) 2 = 0,1,....99%— 1, 


удовлетворяют условию | В»! < 2745; следовательно, оценка (45) справед- 
лива для значений функции ](2) в этих точках, и мы можем воспользо- 
ваться леммой 8. Из (13), (23) и (45) получаем неравенство: 

7% 


т а. > 
0,4 И п 1 (из) 


| Ска | < Фо (44е)*2 ЧЕ", „5 п, Ш (п-?) <Н 3 р И”. гы (46) 
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Каждая из величин С,: является многочленом с целыми рациональ- 
ными коэффициентами от алгебраических чисел @1,-..,Ят, бл»..-, т» Сте- 
нени этих многочленов по оао о а соответственно не больше 
величин У\/,..., Ут, П,....Пт, а высоты не больше, чем 


‚т 
ве | ^ Уптш (п--2) 


следовательно, не равные нулю числа С,: должны удовлетворять нера- 
венству (7), которое в этом случае, вследствие (19), (20) и (21), прини- 
мает вид: 


) 


т 
иены 4. 
м щ (2) Ш Н- (1-Е... п1--...п п вая т-ЕтРа-... А, 
О | >е у-. Рута... -Н т)-Н1 в1+...-+ Вт тВ:-Е ли, — 
| т т 
—п] Уп (м2) шН + этп + туш н] —2т^з3И п ш (и) к 
—2е >Н {4Т) 


Неравенства (46) и (47) несовместны при Н >> Н»з; следовательно, все 
Сх: равны нулю. Но числа С,‚: могут быть равны нулю лишь тогда, 
когда все числа СС) равны нулю, так как (1,..., и» — базис поля А (ча, „... 

‚Чт, 81»... .6т). Полученное противоречие доказывает невозможность нера- 
венства (22) для достаточно больших [Н. Заменив постоянную ^" доста- 
точно большим числом Ло, мы получим неравенство (18). Теорема 1 до- 
казана. 

Отметим важный частный случай этой теоремы. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть - 0,1 — фиксированное алгебраическое число, 
|1 а — фиксированное значение его логарифма. Существует такое посто- 
янное число Л, = Л, (ша), что для 'любого алгебраического числа ЕЁ сте- 


4 
пени п и высоты Н, где п<У 1 Н, справедливо неравенство 
: — Ап] А 
Е — ша! > А ве 48) 


ТЕОРЕМА 3. Пусть «== 0,1 — фиксированное (алгеб раическое число, 
п < — фиксированное значение его логарифма. Существует такое посто- 
янное число Аз=Л. (ш 9), что 


И - 49) 


где Р (2) НЕ 0 — многочлен с Вия рациональными коэффициентами сте- 


пени п и высоты Н, где п< Уши. 
Неравенство (49) является следствие? неравенства (48). Способ вывода 


оценок типа (49) из оценок типа (4) подробно изложен в раба (3) 
[см. (3), доказательство теоремы 2]. 


Поступило 
29. У. 1959 


‚ 492 Н. И. ФЕЛЬДМАН 


„ЛИТЕРАТУРА 


1 Мав|ег К., 7жг Арргохипайоп 4ег ЕхропепйаМапкИоп ип @4ез ГосатИвталз, 
Тоигп. геше и. апр. Мабв., 166 (1932), 148—150. 

Фельдман Н. И., Аппроксимация некоторых трансцендентных чисел, До- 
клады Ак. ваук СССР, 66 (1949), 565—567. 
3з Фельдман Н. И., Аппроксимация некоторых трансцендентных чисел. Г, 
Известия Ак. наук, СССР, серия матем., 15 (1951), 53—74. 
4 Ма | ег К., Оп Ме арргох1ваМоп оЁ ]орагИВз 0{ а]рефгас патшЪегз, РЬ!0$. 
ТгапзасМоп$ 0{ {Ме Воуа! Зослебу Гопдоп, А, 245, № 898 (1953), 374 — 398. 
5 Фельдман Н. И., О совместных приближениях нескольких логарифмов 
алгебраических чисел алгебраическими числами, Доклады Ак. наук СССР, 75 
(1950), 777—778. 
6 Фельдман Н. И., О мере:. трансцендентности числа п, Известия Ак. наук 
СССР, серия матем., 24 (1960), 357—368. 

Гель фонд А. 0., Трансцендентные и алгебраические числа, Москва, 1952. 

8 Фельдман Н. И., С совместных приближениях периодов эллиптической 
функции алгебраическими числами, Известия Ак. наук СССР, серия матем., 22 
(1958), 563—576. 

Могаиквау - Во| бо\зкКоу Ю., Зиг? 1е 1осагИвше 4’ап пошЬге а]26- 
Ъ ие, С. В., Рагз, 176 (1923), 724—727. 


> 


> 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
24 (1960), 493—510 


А. Д. ТАЙМАНОВ 


О КЛАССЕ МОДЕЛЕЙ, ЗАМКНУТЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО 
ПРЯМСГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ 


(Представлено академиком А. И. Мальцевым) 


В работе дается характеристика аксиом, приводимых к хорновскому 
виду (условного класса), и дан пример мультипликативно замкнутой ак- 
сиомы, не приводимой к хорновскому виду. Указаны виды мультипли- 
кативно замкнутых аксиом. 


$ 1. Введение * 
Аксиомы вида 
п ыы ` 
ы (5 г Ри}, (1) 

где Ф — произвольное сочетание кванторов У, Я и при каждом Е = 
—=1, 2,....п все формулы Р;;, кроме, быть может, одной, суть отрицания 
элементарных формул, называются аксиомами хорновского вида или ак- 
сиомами условного класса (сопа Р) [см. (?)]. 

А. Хорн (*) показал, что всякий класс моделей, описываемый аксиома- 
ми хорновского вида, замкнут относительно прямого произведения. 

Вопрос о необходимости условия Хорна для замкнутости класса мо- 
делей до сих пор оставался открытым. В работе (?) этот вопрос был 
решен для случая пи =1 (класс 913Р) и для аксиом, не содержащих от- 
рицания основных предикатов (класс роз Р). 

В настоящей работе дается характеристика аксиом, приводимых 
‚к хорновскому виду, и с помощью этой характеристики доказывается, 
что условие Хорна не является необходимым для замкнутости класса 
моделей относительно прямого произведения. 

Мы придерживаемся терминологии и понятий, введенных в работе (2), 
и элементарную формулу Рё; (х,,...,2а,) в модели % = < М; Р,,..., Рь > 


рассматриваем как множество +; (та,,...,Та,) точек 
= (рые = МХМ, х... 


* Эта работа, краткое изложение которой опубликовано в заметке (5), выполнена 
на семинаре А. И. Мальцева при Ивановском педагогическом институте. Когда рабо- 
та была написана, автору стала известна работа С.С. Свапр’а и А. С. Моге!?а (3), 
где дана аксиома, мультипликативно замкнутая и неприводимая к хорновскому ви- 
ду. Теоремы 1, 2, Зи пример 7.1 из $ 7 дают ответ на вопросы, поставленные 
в работе (3). Позднее, когда работа была принята к печати, автору стала известна 
работа Т.упдоп’а (6), где приведены две теоремы. Пример из $ 6 противоречит 
первой из этих теорем, а пример 7.1 из $ 7 противоречит второй из них. Доказа- 
тельство второй теоремы в работе (8) только намечено. 
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таких, что формула Ру(ха,...2а,) истинна. Множество 32; (ти...) ау) 
есть цилиндрическое множество с основанием ож (2 ›.-., Мау), лежащим 
в Ма, - 

Операции —, &, \/ мы рассматриваем как теоретико-множественные 


операции \, [|], (|). 
Если формулам 


УЙ. (2и,›..., а,), — % (8, вт) 


соответствуют множества 


Л, (то,,---, Хау), инь МВ Л 
то формулам 
УГ, 91 &3.5, 9%, 
соответствуют множества 


М®\ д, ПА дуа.. 


Формуле Ух, соответствует множество Ух.,.4, всех таких последо- 
вательностей х6.Д1, что всякая последовательность элементов, отличаю- 
щихся от х только ©.-координатой, принадлежит множеству „А. 

Множество Ух.,.Д, называют внутренним цилиндром множества Д, 
по оси 9. 

Формуле хо. соответствует множество Чх,./: всех таких последо- 
вательностей хе М”, для которых существует последовательность эле- 
ментов 1’6.4:, отличающихся от х только о-координатой. 

Множество Ях..А: называют внешним цилиндром множества „4, по 
оси Ха,. 

Каждой формуле У. И. П. 


(о, Фо. . +, > У1,..., 91, ЗА У (2) 


содержащей свободные переменные х.,,...,х.,, соответствует в модели % 
множество 


И (2,.,..., Хау} ВА 5.) = 9 (5%). (3) 


Формула (2) истинна в модели 9%, если 9 (9) = //®. 


$ 2. 5-предикат 


Для формулы, данной в нормальной пренексной форме ФУ, и моде- 
ли % строится определенным образом 5-предикат. Построение 5-предика- 
та мы проведем для определенного сочетания кванторов, что не нару- 
шит общности рассуждений, 

Пусть 

Ф = (Я) (У 2) (925) (У 24). 


Тогда в модели % 5-предикат бФзл строится следующим . образом: 


1. На оси ох, берется непустое множество &, = Л. 
2. в.= &1Х ох. 
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ел 


_3. На множестве $, строится функция фз, значения которой лежат 
в 02.. График этой функции обозначим через &., 


бз= {21, 2, Фз(71, 25); 66}. 
4, ба = 3 Х 0%. 


Наибольший цилиндр с основанием @&. есть предикат +. 1% ©. 


Аналогичным образом строится 5-предикат для любого сочетания кван- 
торов. Из способа построения $-предикатов вытекает, что 

1. 5-предикат строится неоднозначно для данных %№ и Ф; 

2. если © есть 5-предикат для формулы Ф 9 в модели 5%, то формула 
Ф5 истинна в модели 9%; 

3. 5Фзд не выражается через РУ,..., Р.; 

4. формула ФУ (Р,,...,Р,) истинна в модели 5% тогда и только тог- 
да, когда множество „А (:7.,..., Л.) содержит хотя бы один $-предикат 5 
в % для Ф. 

$ 3. 95-замкнутость 

Обозначим через К (9{") класс моделей, определяемый аксиомой 
У = ФУ, 

Замкнутая формула 9% называется 45-замкнутой, если для ее. пренек- 
сной нормальной формы ФУ и для любых моделей 9, 9%. из А (9) 
существуют такие 5-предикаты 5:, 95, что 

5: С 9(5%.) в модели %;. 
5. С. 91 (9%.) в модели %,, 


5:Х5. С 91 (9%) в модели % = 9% %.. 
При этом 5,Х5. есть множество точек из (МхХМ)” вида <эх, у», ще 
хе9,, уб5.. 
Очевидно, всякая 45-замкнутая формула будет мультипликативно 
замкнутой. 
$ 4. 5-замкнутоеть 


Замкнутая формула называется 5-замкнутой, если для ее пренекеной 
нормальной формы ФУ!, для любых моделей %, %, из К (9) и для ию- 
бых вул з-предикатов 9, 5 из 5. С. % (9%) в модели 9% и 5. С \ (5%) 
в модели 9%. следует, что 91х55 С. 9 (5%) в модели % = 5%:>х5%.. 

Очевидно, всякая 5-замннутая формула является 45-замкнутой. 


$ 5. Инвариантность 958-замкнутости 
5.1. Покажем, что свойство формулы ФУ быть 45-замкнутой есть 
инвариантное свойство, т. е. что если ФУ 45-замкнута и ФУ — 93, то 
и 3 195-замкнута. 
Пусть дан вывод формулы Ч 3» из ФУ. Тогда дана конечная после- 


довательность а ее 
ФУ =, %.,... =, . (4) 


где каждая 9% есть или Ф%, или аксиома, полученная из схемы акси- 
ом группы А [см. (*), стр. 27], или непосредственное следствие предыду- 
щих формул последовательности, а последняя формула 9) есть 9%. 
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Чтобы доказать, что $ 3 будет 45-замкнутой, достаточно показать, что 
1) аксиомы, встречающиеся в (4), являются 45-замкнутыми формулами; 
2) 43-замкнутость сохраняется при применении правил вывода 


А, АВ С А(а) А® >С 
В ? С > (12) А (2) ' (=) А (2) >С ° 


5.2. Покажем, что аксиомы, полученные из схем аксиом группы А\1, 
95-замкнуты. Для данной модели 5% 5$-предикат зависит от сочетания 
кванторов. Имеет место следующая очевидная 

ЛЕММА 1. В модели % для всякого 5-предиката Эхуд, соответству- 


юи{его сочетанию кванторов 
Ф = (015, ... (Окжь) (флул) ... (фи), 


найдется 5-предикат 9, соответствующий сочетанию кванторов 


Ф = (0:1)...(Окжк) (Фа)... (фил) (Фу). . (фуд) (№). (Атит), 


такой, что °С 5. Обратно, всякий 5-предикат 9, соответствующий Ф, 
лежит в з-предикате 9, соответствующем Ф. 
Доказательство. Пусть $-предикат © состоит из точек вида 
(Оха, 9555,..., Оки, Фаул»... ФИь...), 


где координаты х, у определяются соответствующими кванторами (+, Ф,, 
а остальные координаты принимают произвольные значения. Множество 
5 образует цилиндр, основание которого лежит в пространстве (21,...,2%, 
Ут»---» У). 
Построим предикат $ следующим образом: возьмем все точки вида 
(Оле Оа о 
первые А, координат которых совпадают с соответствующими координа- 


тами точек из 5. Координаты 21,....2» выбираем согласно сочетанию 
кванторов 1ру,..., ф„. Тогда получим точки 


(Обь, Обь Зы Фиди, А.) Иь Вы НЕ 
Из множества 5 выбираем все точки вида 


(Оль Обь нь Фа, Ф1У1,..., Фар, оо 


где и1,....Иш совершенно произвольны. Выбирая координаты иу,..., Ит 

согласно сочетанию кванторов А, получим множество 5 точек вида 
Оль Обь бт оды Фе Аль) 

Из приведенного построения видно, что полученное множество 5 будет 

искомым 5-предикатом би 5С 5. 


Пусть дан $-предикат 9. Этот предикат состоит из точек вида 


(О О фа Ф1л,--.› ФИлЬ ил, АтИт)- 


Следовательно, множество точек вида 


(Ола. ..) От, 21,...) 2п# Ф1У1,..., Фил, изт,..., т) 


— 


образует 5-предикат 5, содержащий 5-предикат $. 
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ЛЕММА 2. Пусть известно, что формулы 
(Уул)...(Уу.) Ф ся ть,)Ф (21...22) % (2..2, АУ 2, ооо 
р г (1) 
(УУ,)... (Чу, ) Ч (2,.- жк, ) Ч (21,..., 2.) № (21, .-., Фил» Ул» +. Ув) У 
\ $ (21,..- 24» Ул»... Ув) и) 
45-замкнуты. Тогда формула 
(УУ,).. (МУ, ) Ф (хь,..., ть) Ф (21,....2) (а, (1, 9ь). 
: [97 (21,..., Ть, Уль..., у.) У УГ (21,... 2к) & 3 (иа,:.., Чь,, Ул...) у.) У 
У (и Из] (3) 
45-замкнута. 
Доказательство. Формулы (1), (2), (3) являются тождественно 
истинными. В моделях 4, )% найдутся 5-предикаты 5, 5., ©:, ©, для 
формул (1), (2) такие, что 
о = (оу, Ф (>, ле 
С.А (а, ре ВИ о бр И 


Ве. ан в 19) (арен а: УВ 3, ЭЛЬ, 
а а = 
ет, ел 5 У) 4298 (2 -.., 2» Ул у,), 
хе. е (а, .5. 2» Ул с 9.) 0 8 (21, 5-2, У +. У) В ХЭ. 


Очевидно, 5-предикаты & формулы .(3) состоят из точек вида 


(Ул, .-., У„, Ф (1, ....2,), Ф(а, ...,2,), Ра. и), С ее 5 ),-..). 
Если в 5; координаты и, © выбирать так, как они выбраны в ©; согласно 
сочетанию кванторов Ч, 2, бт ось... бы) ТОбомы получим 
множества 


о О р 
являющиеся 5-предикатами ©; для формулы (3). В ©; координаты 


о бр, 9 сокезонавыбраных так, что 


_@< (ть... лы уь..., 8) ГА (а, У), 
о им ОЭ, оо ов М1, 4, 
эх еслии, &х6сЯ1% вх. 

Следовательно, 


е: < (Я (а, О а ИП 
П (3 (и, © > *9 Их,, Ут, ...,у 9/3) И 3 (&, ...у к, У, ее уз)) В Е 


© х ее ВИ ВИ ОР АУТ уни )) П 


П (3 (и, .-) Ча» Ул ++) Уз) Ю 33 (в1, «+. +) ОК У, ..., Уз)), 
что и означает 45-замкнутость формулы (3). 
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` ЛЕММА 3. Для любой формулы У. И. П. 


(а... Я» У. . т Ф = (0)... (0,2,), (4) 
содержащей свободные переменные у1, ..., И, замкнутая формула 
(Уу:)... (Уу,) ФХУ ФЯ (5) 


95-замкнута. 
Доказательство проведем по индукции. 
1. Если 9 = Р;(1., ..., 2%), то формула (2) 45-замкнута по теореме 
Хорна. 
2. Допустим, что лемма доказана для формул 
% = ФУ (т, ..., 2ь, Уь ..., %), Фе (012)... (От), 
р2) = У» (21, О Тк, Ут, 21215. уз), У == (О1т,) нони: (О, ты), 
т. е. формулы 
(Ууу)...(Уу,) Ф (2%, ..., д,) (ть, ... 2 Ул»... У) У 


\ Ф(и1, ... п) (в, ... и, У сааний (6) 
(Уу1)... (Му, Ч (2. ..., 1) 8 (21, ..., Я, Ув... ‚у.) М 
УМ Ч (=, 2), Е, вы.) 95) (7) 
95-замкнуты. Докажем лемму для следующих формул: 
(5:  , 


(55): (Чу) г, 

(2): (Уу) У , 

(14): Ч &%, 

(15): 3% УЗ. | 
Случай (11) непосредственно следует из формулы (6). 
Случай (1.). Покажем, что формула 


(Ууз)... (Уу,) ФЗ У (Яу1) ФЯ = | 
= (Уу))...б9)Ф (ть... 2) (На) Ф а 2 аа а, м 
У (#1, „1 и, 21, У, :.., У) (8) 


95-замкнута. Формулы (6), (7), (8) тождественно истинны, и, следователь-. 
но, в любой модели 9 найдутся 5-предикаты 5 и $, соответствующие ' 
формулам (6) и (8), такие, что | 


Е, От, ..., О. а Ои,, ...} с 
ее. и ау (и 9 НИ Зее, (9) 
© = {т х. 0%, ть ИХ ЗО 9 5». А 
око, ВУ +, У) 0 (в, --, и, 2, Уз 4.0, У,). (10) 


Возьмем произвольную точку @ из ©: 


== (У, а И О, хп и, вые 
Из включения (9) следует, что или 


(ооо оО цео оо | (11) 


или 


(ур...) У» Оша, -.- >, ФМ, 6. (а, ОИ (12) 
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Точка 
В, О, ., Оз, Ча Ош, Оше, о) 
множества © отличается от точки & из 5 только тем, что в & коорди- 
наты 2, могут принимать произвольные значения, а в В эта же коорди- 
ната определяется квантором существования. Если в каждой точке & 
положить 2, =, т. е. координату 2, выбирать равной у:, то получим 
„точку В из ©. 
Множество всех точек 


В — (ут, С) У. Олди, КАИ) к Фь У, Олил, ОВОС ьЧ > .. :) 
образует 5-предикат ©’, удовлетворяющий включениям (10), я ФЕ 5. 
Включение © с 5 очевидно. Докажем включение (10). Из включения 
(11) следует, что 

о Ч О, Ем и, 
из включения (12) и равенства 2, = у, следует, что 
(ут, КЕ У. 21, Отит, о4соо Фи) Е.А (ил, о и, Уз, У, ‹.., у,). 
Возьмем две модели ЭЖ,, ЖЖ, и в них $-предикаты 5,, 5, такие, что 
Оо ор, 
с т Я ср УЛ а вы В У УВ > ЛЬ. 
Тогда 5-предикаты С', с; будут удовлетворять условиям: 
с (а, ::) Ч, Уз, +: , у) 0 М (и, у Му Ул чье) уз) В УТ, 
Боитесь. 


. * * 
Последнее включение следует из того, что ©, х ©, получается из 9:5» 
* со . 
так же, как <; из 5;. Случай (15) доказан. 
а | 
Случай (15). В силу (1) лемма верна для %. В силу (15) лемма 
—* я :. и 
верна для Чу, 1. В силу (1, 15) лемма верна для (Чу,)%. Но 


(Чу) ЭГ = (Уз) Г. 
Случай (1). Мы имеем: 
(У) ..: (уу Га У (Га = 
= (у)... (Му) РУ *УТаФ у У 8] = 
А Е > 25) Ф (и, и, Фи, 0, 
(бен Боны деи (дк поз фаное ШУМ 
ое, 2» У +, , 9, У Ч (Ш, 4, и,, У, +. 9, & 
о РНЕ, Очи А» У... 9, У 
лы у.) (13) 
Формула ь 
оо, п ыы 
В (а, .., %,, Ул, ..., %) У Ч (Ил, ..-, Из» Ул» +. У.) & $ (\,, ..., ^„› Ул ину) 
ася на у, (14) 
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тождественно истинна и 45-замкнута. Истинность очевидна, а 45-замкну- 
тость следует из допущения 45-замкнутости формул (6), (7) и леммы 2. 
В силу леммы 1, отсюда следует, что формула (13) 95-замкнута. 

Случай (15) доказывается аналогично. 

Из лемм 1, 2, 3 вытекает, что все аксиомы, полученные из схемы 
аксиом группы А1, будут 95-замкнутыми, потому что всякая такая 
аксиома в пренексной нормальной форме будет конъюнкцией дизъюнкций 
и каждый дизъюнктивный член будет выражением вида 

ФАУФАУВУ... УС. 
Выбирая в каждом дизъюнктивном члене выражения 
ФАУ А, 
мы получим формулу вида 
Ф,Ф.Ф.Ф,...Ф,Ф, (4, У А, &...& АУ А,), 
которая будет 45-замкнутой, а тогда, по лемме 1, будет 45-замкнутой и 
наша аксиома. 
В качестве примера проверим аксиомы, полученные из схем Аб и А10. 
Покажем, что аксиома 


(АРС) ((В5С)5((АУВ)50), | 
полученная из схемы Аб, 45-замкнута. Пусть | 
А =О:х.А(х), В = ОжВ (15), С = Оз 2зС (ж,). 

Тогда аксиома имеет вид: 
АСУ АУВАУАМСМССУВУ АСЕ АУ 
УС&АУВУВ\У С&А\УСУВУ С У &СУ В УВУС&СУВуУС 
Из леммы 2 следует, что формула | 
(0х1) А (21) М (011) А (24) & (Ох) А (55) У (912) А (16) & (Оза) С (=) У 
\ (0325) С (2) & (Оз) С (15) У (Озхло) С (11) & (Оха) В (211) У От» В (312) & 
& ОзазС (213) М (Озтла) С (21а) &( 215) В (215) У (Отле) В (хз) & 
& (Оз) С (211) У (9з21з) С (хав) 
95-замкнута. Значит, по лемме 1, аксиома Аб будет также 45-замкнутой. , 
Покажем, что аксиома (Ух) А (2) > А(й), полученная из схемы А10,, 
95-замкнута. Пусть 
А (2) = (0151) Ч (та, 2). 


Переменную { можно интерпретировать как свободную переменную. Тогда! 
имеем аксиому: 
(УП КУ?). (9:2,) Ч (1, 2) 5 (Ол) 9 (ал, #)] = 
= (Уд ((92) (0:21) - (021) Ч (а, 2) М Ч (аь, #)), 
которая, по лемме 3, будет 45-замкнутой. 


5.3. Правило А, АВВ сохраняет 45-замкнутость. 
Пусть даны формулы 


А = (012) 4 (х, у), 
В = (052) 3 (х, у, и), 
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и пусть формулы А и АЗВ 435-замкнуты. Покажем, что формула 
В = (у) (Уи) (0:2) 3 (2, у, и) 


95-замкнута. Возьмем модели 9%:, 9%, в которых истинны формулы А и 


А В = (Уу) (Уи) (92) Ч (х, у) У (02) 3 (5, у, и). 


В 5%, 9%. найдутся 5-предикаты 51, 55, В, & такие, что 


_5: = (у, (09), ...)} < А 9), 
й = {(у, и, Ох, 052, ом и ($, у) 9) 3 (2, У, и) В 5%, 
51 ХС (2, у), НХЬС (т, У 0 (> у, и) в %х%%.. 


Покажем, что в 9%, %, найдутся 5-предикаты ©; такие, что 


©; = {(у, и, 0:2, ...)} с 3 (2, у, и), 

© х 6, с (2, у, и) в №, %, Х %.. 
Если О: = Я, то заменим в & координату О:х на Ох, а если О: =У, та 
оставим эту координату без изменения. Тогда мы получим новое 
множество т, состоящее из точек вида (у, и, Чт; 0,2, ...). При 
этом координаты Чл = х выбраны так, что если О, = Я, то 5 совпа- 
дает с 0:5 из 5: а если 0: — Я, то д совпадает с 0.5 из &. Очевидно, 
что 

сс в №; 


п и В У х %.. 
С другой стороны, «с й и 
си, чхыс ИЦ 8. 
Из их с Иинхьс 8 следует, что 
51 ха 9 В 9 х %.. 
Множество $ есть цилиндр-с основанием в (2, у, и), и если множество 
3 содержит точку (9, и, #, 0.2, ...), то оно содержит все точки вида 
(у, и, х, О.2,...), которые образуют з-предикаты ©; для формулы В та- 
кие, что 
©; = {би 2 О.С Ув) 
©, х ©.< 3 В %, 5%, ол х 3%. 
Это означает, что формула В 45-замкнута. 
5.4. Правило 


А (2) СЕ (42) А(®) >С (15) 
сохраняет 95-замкнутость. В самом деле, пусть 
А(2) = (014) (2, у), С = (92) С (в, ъ, и). (16) 
Подставляя (16) в (15), получим формулу: 
А(®)5сС = (09) (9,2) Ч (а, у) У Св, в, п, (М) 
$-предикаты которой состоят из точек вида (и, и, т, О. Омь. .), где 


координаты и, #, х произвольны. 


3 известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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Рассмотрим формулу 
(#2) А (2) >С = (У) (@9) (02) (=, у) О С(@, в, и); 

‘з-предикаты формулы (Ч 2) А (2) С состоят из точек вида (и, т, а, 
Оу, Ох, ...). Из 45-замкнутости формулы А (2) >С следует 45-замкну- 
‚ тость формулы (92) А (2) >С. 
`5.5. Правило 

СМА(2) Е С > (У2) А (2) (18) 
‚ сохраняет 45-замкнутость. Пусть 


й = (019) й (у, и, %), 
А (а) = (0,2) 9, +, 5). 

Тогда | м 
СРА(а) =А(а) УС= (0,2) - (бу) 9х, 2, 5) У СЦ, и, 5) 
и множество. 

А (х, 2, 9) 0 С (и, и, 9) 


есть цилиндр © основанием в подпространстве (х, у, 2, и, 9). Далее, 
`5-предикат 5 формулы С —> А (5) состоит из точек вида 


(и, о, т, 0.2, Оу, г .), 


у которых. связаны только координаты 2, у, а остальные координаты 
совершенно произвольны; 5-предикат © формулы 
‘С 5(У2) А (2) = (У2) А (2) У С = (Уз) - (02) (919) - Ч (а, 2,5) У С(у, и, ® 


состоит из точек. вида 


(и, о, Хх, 052, О1у, ми = 
Следовательно, 5, = © и из 45-замкнутости формулы С > А(2) выте- 
кает 45-замкнутость формулы С — (\2) А (2). 
Таким образом, справедлива 


ТЕОРЕМА 1. Если формула ФУ 45-замкнута и ФУ 4%, то фор- 
мула 9% 95-замкнута. 


$ 6. Теорема Хорна 


Хорн доказал; что всякая аксиома условного класса является муль- 
типликативно замкнутой. Из- рассуждения Хорна следует, что всякая 
аксиома условного класса является 5-замкнутой. 

ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы аксиома 


ФУ = Ф (21, оный 3) Ре О (1} 


была эквивалентной аксиоме условного класса, необходимо и достаточно, 
чтобы она. была 45-замкнутой. 

Необходимость. Если аксиома (1) эквивалентна аксиоме % 
условного класса, то, по теореме Хорна, аксиома Ч" будет 5-замкнутой, 
и, следовательно, по теореме 1, аксиома (1) является 45-замкнутой. 

_ Достаточность. Предположим, что аксиома (1) 95-замкнута. 
Покажем, ‘что в таком случае аксиома. (1) приводима к аксиоме услов- 


КЛАСС ЗАМКНУТЫХ МОДЕЛЕЙ 503 


ного класса. Рассуждение проведем для определенного сочетания кван- 
торов. > 
Пусть 
Ф (21, т, 3, 2) == (21) (Ух.) (23) (Уха), 


= Ри... У Ры УРь У Риь 8; 
Утверждается, что в классе К моделей 5%, определенном аксиомой (1), 
истинна одна из аксиом: 
Фа, зла Ра У... УР, У Ра & %), (2) 
Ф (21, 2», хз, 24) (Ра в Рь У Р:ь,& 91). нЕ (3) 


Допустим, что это неверно. Тогда в классе К существуют модели 9, . 
3%. такие, что в 9%: истинна формула 


(Уз) (Я) (Уз) (Ях.) (Ри&...& Ри, &Р.ь) М, | (а) 
а в 9%. истинна формула 
(Уз) (922) (Уз) (Нда) (Ри&...& Ри &Раь,) У 9. (5). 
Это означает, что существуют функции фу, Фр, 42, Ф2 такие, что 
(21, 1 (21), ал, 1 (9, 91, 21) С (9 п... ПРП За.) Обь, (в) 
(23, $? (22), 23, $2 (22, $, 23) С (РП... ПРь ПЯы) О ь  ) 


Но по предположению существуют. функции фу, 1, 42, ф2 в, %%, такие, 
что 


5% а (ре, я, р ( ий 2), 21); С (Зи О Ч 0 9; № За», №) 53.) П И: (с) 


в моделях 9%, %. и их произведение 51 Х 5? дает 5-предикат в %, лежа- 
щий в множестве у 


(951 № 5 № 9 № Зав, 0 Зы) П Ал. , (9) 
Рассмотрим множества | 
6' = (я (ф), И 9), 9,6 0), 1=Ь2 
Из (с) следует, что ЕЕ, при &=1, 2, а из (а), (Ъ:) вытекает, что = 
© (и. ПП 9) И в 4, 
< (9. П.П За [:9ь,) ОИ; в 9%. 


Таким образом, 


< (9. п У ПП 91); 
сы ны Фо Эа 


1 2 с 
и их произведение Фе х ©’ не может принадлежать множеству 


Зе [Эа © Зы Эа 


что противоречит допущению (4). Следовательно, в К истинна одна из 
аксиом (2), (3). Пусть в К истинна аксиома (2). Покажем, что эта аксиома 
3* 


| 
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будет 45-замкнутой. Аксиома (2) получена из предположения, что аксиома 
(1) истинна и 95-замкнута. Но из аксиомы (2) легко следует аксиома (1). 
Следовательно, 45-замкнутая аксиома (1) и аксиома (2) эквивалентны. 
А тогда из теоремы 1 следует, что аксиома (2) 45-замкнута. 

Если 


Дым... Р/В, УРь, & 
то аксиому (2) можно переписать в виде 
(Ч22,) (Уз) (23) (У) (Ра У.. о. а УР У Р.& 
& (Ра №7 ее. \/ Ри М Раз, &91.)). 

Повторяя предыдущее рассуждение, получим, что в К истинна одна из 
аксиом: 
(Ч) (Уз) (Я2з) (Уха) (Ра М... М Ра У Рав & Вы У \ Р:в, & 9), 
(21) (У) (Я2з) (Уха) (Ра \И вос МР», \ Р»в, & Ра У... УР У Ра & %). 

Аналогично рассматривается случай, когда число неотрицаемых основ- 
ных предикатов больше двух. Повторяя рассуждение по индукции, получим 


аксиому условного класса, эквивалентную аксиоме (1). 
Следствие 1. Если аксиома 


Ф (21, ..ь =) Ри М ине № Рак; \/ О \/ а. м 0.,, где ©,; =Р,,, 
1—= О 


приводима к аксиоме условного класса (45-замкнута), то она эквивалентна 
одной из аксиом: 


И 
© ЗЫ У У О, ИРы, 13 я< А. 


Следствие 2. Мультипликативно замкнутые аксиомы класса роз Е 
или 913 Е приводимы к аксиоме условного класса (Теорема К. Бинга). 

Это следует из того, что мультипликативно замкнутые аксиомы клас- 
сов роз Ё, 415 ЁР 45-замкнуты. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть дана система аксиом сколемовского вида 


о КИ (=) 
(Уз)... (Уз) (у) (Ра \--.У Риё У ...У МУР У... У ВБ), (8) 


где аксиомы (х) хорновского вида. Тогда система аксиом (а), (В) мульти- 
пликативно замкнута. 


Доказательство, Пусть системы аксиом (%) и (В) истинны в мо- 
делях 31, %,. Тогда по теореме Хорна в модели 5%, х $. истинна аксиома 
(«). Покажем, что в 5%, Х %, истинна аксиома (8). Доказательство про- 
ведем для определенного сочетания кванторов: 


(Уз) (Уз) (у) (Чу.). 
Возьмем в %, Хх, произвольные точки 


1 = «ал, >, 12 = ал, 22. 
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Выберем в модели 9%, точки ут, У: так, чтобы в точке (2, 2, у у1) была 
истинна аксиома (8): 


& Рыу о Ра В В 
Тогда в точке (ал, 21, у, у) будет истинна аксиома 
© ПАЗ РИЗЬЮЕ (7) 
или аксиома 
& Рь\...УРльву... У (5) 


В первом случае в модели 9%, выберем у, у? так, чтобы в точке: (27, 22, 
у, у?) была истинна %. Тогда в точке (21, 2», Уз, Уз) будет истинна фор- 
мула (7%). Следовательно, в точке (11, 2», У1,у2) будет истинна формула (В). 
_ [Во втором случае в модели 9% можно взять произвольные значения 
у, Уз 

Эта теорема позволяет строить новые примеры мультипликативно 
замкнутых аксиом не хорновского вида. 


Пусть дана аксиома ФУ (Р!:,...,Р.) хорновского вида. Обозначим через 
(-) 
%{ аксиому, полученную из 9% стиранием всех вхождений основных пре- 


дикатов с отрицанием. 
ТЕОРЕМА 4. Система аксиом сколемовского вида 


(Уз) --- (Уз) (ЧУ) --- (Ву. (2.6) 


(Р &9) 
. В . . . . . . . . - . . 2 и. [© 
В Ио 5. бен Ре) 
(--) 
И ТЯ, ох 5-89) 
о Ч . (& Ры\... УРё) У Р, У Рав У %, (В) 


где 91, 9%. — аксиомы торновского вида, мультипликативно замкнута. 
Доказательство. Пусть в моделях 9%, %, истинны аксиомы 

(=), (В). Тогда, по теореме Хорна, в модели 9%; Х %% истинна аксиома (9). 

Покажем, что в %,х5%. истинна аксиома (8). В %,2х9%, возьмем про- 


извольную последовательность (21, 22,..., жк), где 
т СОЯ: я Е 
В 95%, найдутся элементы у, „291 такие, что в точке 
ЕТ а ре 
[а ео, У 9% 


будет истинна аксиома (3). Если в этой точке истинна формула 
ИО 


& Ри У... М Ри & 1, 
к! 
то в 9%, выбираем точки (%,.. ., 2) так, чтобы в 
2 Я — 
(тт, К, Ут». , т 
9 м. зе 
была истинна аксиома %.. Тогда в точке (21,..., 2, У, ...,У,) будет 


истинна аксиома (3). 


& 
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9 я 
Если в точке (21,..., 2%, И!,..., У) истинна формула Р, & 91, то в 9% 


т т 2 РЕ 2 
выбираем элементы (у?,...,у?) так, чтобы в точке (21,..., 72%, Ур... 17) 


5) 9 я 
была истинна формула Р, & 91. Тогда в точке (21,..., 2, Ул»... , Уп) будет 
‘истинна аксиома (8). Аналогично рассматриваем случаи, когда в точке 
(м,... 2 У,..., 0) истинна формула Р, &% или формула Р, &%5. 
ТЕОРЕМА 5. Следующая система аксиом сколемовского вида мульти- 
пликативно замкнута: 


(Уз)... (Уз) (Яу))...(Яу,) (& Р.\...УРи У 0. У... М6), (а) 


(Уз). .. (Уж) (Ну). . . (Чу,) (Рая & Рь,&... &Рти), 15 Л5Ь, 
О ем О ое Е (9) 


ПОМНЯ Ото а ее Пе Ще че а, о а ия бы 


(Уз). СУ). у) Ро Рще вр.) ЧЕМ 


если О, суть отрицания основных предикатов, а система (В) содержит 

всевозможные сочетания по одному положительному предикату из каждого 
вонъюнктивного члена аксиомы (®). 

Доказательство. Пустьв 9%, 5%, истинны аксиомы (9) и (8). Возьмем 

‚ произвольную. точку (21, 12,...,2) в 29%, и выберем в %, элементы 

у, а у так, чтобы 


(роту оФеП О ИЯ 00 Ц... И 0»). 
1. Если (ая, .. .. 2, у, ... ‚О, П 9, п... П и», то в 9% точку 


(2, ее ‚ у?) выбираем произвольно, 
2. Если в %;, (а,..., м, д, И ‚ие, мен т» то В %, точку 
ха г = г 9. 
(у, о у?) выбираем так, чтобы точка т, у...) у) принад- 
лежала множеству 53,» [|]... [| %„л„. Тогда в %%, х 5% будет истинна акси- 
ома (9). 
3. Если в %, 
ИЯ у ную ИИ Ат 
( т АРТА о в риа ао. о; Ву’ 
где 


о, :. 1, ар АВ, 


то в 9%, выбираем точки у?,..., у? так, чтобы 
2 72 2 1/2 у 
Я 6 й Зы 
р-ер 


Такой выбор возможен в силу того, что система (В) содержит всевоз- 
можные сочетания по одному положительному предикату из каждого 
конъюнктивного члена аксиомы (). Значит, в 9}. Х 9% истинна аксиома (<). 

ТЕОРЕМА 6. Аксиома сколемовского вида, данная в дизъюнктивной 
нормальной форме 


Ф(У%у... У%,), (9) 
мультипликативно замкнута, если в классе К истинны все аксиомы 
(--) 


ФУЕ, ин, (7:) 
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кроме, быть может, одной из них. Существует такая аксиома вида (6), 
что, присоединяя к ней все аксиомы вида (1) для 1>2, мы получаем 
‚мультипликативно незамкнутую систему аксиом. 


Доказательство. Пусть к аксиоме (5) присоединены все аксиомы ' 


ФУ, {=2,3,...,п, и эта система определяет класс К. Пусть 9%, 9% 
принадлежат К. Покажем, что тогда 


5% =. 5%: х $, [5 АО 
Полагая 
ФЕ (узь... „Узы (Ну, .. ЧУ), 
возьмем в 5% произвольную последовательность элементов 
(то т >. 


н 5 
В модели 9%, для элементов (21,...,21) выберем элементы (у1,..., Ук) так, 
чтобы 


(у) 


при & >2. Если такое & существует, то в 95%, выбираем элементы 
у1,...,8 так, чтобы 


ее — (+) 
(22,...,2,1,..., 8) © 9; 


Тогда в 5% имеем: 
(о а у, ее ‚у,) Е %,, 
если д = <>, у=<И, > и ЕК. 
Если же такого & не существует, то при любом выборе элементов 
(у,..., М) имеем: 
(,... м, у,.. УЕ: 


В 5%, для элементов (2°,...,2?) выберем элементы 12,... у так, чтобы 


(АУ, .., 8) 6 5 ‚ (®. 


(р. Г, 2, Чон 6 Зв 


Если же в %» условие (1) не выполняется, то можно выбрать элементы 
у,..., И так, чтобы 


(2 мы, але, № 
В этом случае в %%;, выбираем он, ‚у, так, чтобы 
и тт д г) 
(22, у бт, Уве. ‚ Ук) ЕЭК, 


И. Ут и, УЕ, В 5%. 
Пример. Аксиома 


я = (2) Р, (2) & (НУ) (Р, (у) & Р» (у) У (Рз(у) & Ра (9) 


мультипликативно замкнута (теорема 6) и не приводима к хорновскому 
виду. Допустим, что аксиома % приводима к хорновскому виду. Тогда она 
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эквивалентна одной из следующих аксиом: 


и == (92) Р, (2) &(ЧУ) (Р; (У) &Р» (У) У Рз (У) &Р» (у) У Ра (У), 

оз = (92) Р; (2) (Чу) (Р; (у) & Ра (у) &«Р» (у) У Рз (у) &Р» (у) У Ра(У)), 
аз = (2) Р, (2) (Чу) (Рз (У) &Р, (у) &Рь (У) У Рз (У) &Рь (у) У Ра (9), 
о = (Я2) Р, (2) &(ЧУ) (Р‚ (у) & Ра (у) &Р» (у) У Рз(у) &Р» (у) У Ра(У))- 


Покажем, что из аксиомы а не следуют аксиомы оз, # = 1, 2, 3, 4. 
В модели 
9%, =<М, Р!, Р», РВ М = {2, а 
с поддиаграммой и. 
Р. (2) &Р, (2) & Р. (2) &Р: (1) &Р› (1) &Ра (1) 


истинна аксиома & и ложна аксиома 4%;. 
‚ В модели 
%, = <М, Р‚, Рь, Р., Ра›, М.= {2, 1},. 
с поддиаграммой ыы 
Р; (1)&Р. (1) &Рз(1) &Ра (2) 
истинна аксиома х и ложна аксиома 4. 
В модели 
3%: = (М, РРР, М = {2, 1}, 
с поддиаграммой 
Р; (1) &Бь (1) &Р, (1) &Р. (2) &Р! (2) 
истинна аксиома ях и ложна аксиома %.. 
В. модели 


$: = (М, Рь Р.Р, М ={2, 1}, 
с поддиаграммой 
| Р: (1) &Р, (1) &Р. (1) Ри (1) &Р, (2) &Р. (2) 


истинна аксиома & и ложна аксиома 9. 


$ 7. Пример мультипликативно замкнутой аксиомы, 
не приводимой к аксиоме условного класса 


Хорном была высказана гипотеза, что всякая мультипликативно зам- 
кнутая аксиома 4“ приводима к аксиоме условного класса. Гипотеза 
Хорна была доказана для аксиом классов розЁ, 41з3Ё К. Бингом. В общем 
виде гипотеза оказалась неверной. 

7.1. Рассмотрим аксиому 


(2,) (Я) (Ч) (Р1 (21) &Р»› (=) &Р; (73) &Р! (23) М Р» (23)). (8) 


Ясно, что она мультипликативно замкнута. Покажем, что эта аксиома 
не является 45-замкнутой. 


В модели 9% определим предикаты Р., Р., Р; следующим образом: 


р 
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( [И при 2.=0, 
АМИ \Л при х.=1, 
И при х.=1, 

Ва (та) = м при 2.=0, 
Й при 2.=4, 

Рз (3) = т при 2.=0. 


Точка (0, 1,0) является единственным 5-предикатом 5, формулы (5); 
в модели 54. 
В модели %, определим предикаты Р;, Р. Р. так: 


Из при 2=1, 
Е Е при х=0, 
И при х=0, 
= ы прих=1, 
И^ при 2=1, 
Е: Г при х=0. 


Точка (1, 0,0) является единственным 5-предикатом 5, формулы (5): 
в модели 5. Но в точке 


51 х 9 = {<04» (1,0, <0,0>) В р х 3% 
имеем: 
Рз(‹0, 0) == Рз (0) У Рз (0) =Й, 
Р‚ (‹0, 0) = Р, (0) &Р: (0) =И&/Л =Л, 
Р, (‹0,0>) = Р, (0) &Р. (0) = Л&И = Л, 
51 Х 5 Е 9, (21) П 9 (2) П (93 (23) Г] (9 (23) / 3. (23). 


Из теоремы 1 следует, ‘что аксиома (5) не приводима к хорновскому виду. 
7.2. Пример 15-замкнутой формулы, которая не являет- 
ся 5-замкнутой. Рассмотрим систему аксиом 
(92) Р, (2), 
(42) (Чу) (42) (Р; (2) У Р.(у) У Рь (2). 
Ясно, что аксиома 
(312) (Чу) (32) (Чи) (Р (у) У Рь (у) У Р» (2) &Р! (и)) (1) 
мультипликативно замкнута. Покажем, что она является 45-замкнутой. 
Если в моделях 9% эта аксиома истинна, то в М найдется точка %, 
где Р, (а) будет истинна, и тогда точка (х, %, 9, %) будет 5-предикатом, 
лежашим в множестве 
(9, (2) Ц 9? (у) Ц 2» (2) П (в. (2) 
Аналогично, в модели 9%. найдется точка В, где Р! (3) истинна, и тогда 
точка (В, В, В, В) будет 5-предикатом, лежащим в множестве (2) в %.. 
Очевидно, что 
(а, В», (а, В», <, В», <, В») 
принадлежит множеству (2) в модели 3 Х %%.. 
Покажем, что аксиома (1) не является 5-замкнутой, т. е. существуют 
модели 9%, в которых она истинна, причем в моделях % существуют 
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5-предикаты, лежащие в множестве (2), произведение которых не при- 
надлежит этому множеству в модели 9% Х 5%. 
В множестве В = {0,1} определим модель %, следующим образом: 


И при 2 =0, 
= при #=1, 
И при х=1, 
и И при д = 0. 
Модель 5%. определим равенствами: 
И при х=4, 
о й при я = 0, 
И при х=0, 
ты: И при д = 1. 


В 9%; возьмем 5-предикаты 
Эт (бЮ, о.) 
Очевидно, й 
5: © (91 (2) Ц %, (У) Ц $ (2)) П 9 (и) в 5%, 1=1,2. 
Рассмотрим произведение 


5 х5. НЕ (<0, ТУ 1 1 <, Ч <1, 0ъ). 


Имеем: у с г 
Р, (<1, 1>) = Р, (1) &Р, (1) =, 
Р»› (<1, 1>) = Р» (1) &Р» (1) =Л. 
Следовательно, 


5: Х 52 (9 (4) 0 $, (У) Ц 3 (2)) П 9, (и) 


в модели 9%, х %,. Формула (1) эквивалентна аксиоме (32) Р, (2) услов- 
ного класса. Это показывает, что свойство 5-замкнутости не является 
инвариантным свойством. 

7.3. Классы аксиом. Если обозначить через К (Н), К (53), К (ПН), 
К (453), К (М) классы аксиом соответственного хорновского вида, 5-замк- 
нутых, (приводимых к хорновскому виду, 45-замкнутых, мультиплика- 
тивно замкнутых, то имеют место следующие неравенства: 


К(Н)С К (53) С К (ПН) = К (453) СК (М). 
Считаю долгом выразить сердечную благодарность А. И. Мальцеву 


за постановку проблемы и за неоднократное обсуждение работы. 
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Л. А. СКОРНЯКОВ 


ПРОЕКТИВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ МОДУЛЕЙ * 
(Представлено академиком А. И. Мальцевым) 


В работе доказывается теорема, обобщающая первую основную теорему 
проективной геометрии [см. (1), стр. 62] и теорему о структурных изо- 
морфизмах абелевых групи [см. (2), стр. 345] **. 


Под словом модуль будем понимать левый унитарный модуль над не- 
которым ассоциативным кольцом с единицей. Элемент а Р-модуля А 
называется свободным, если равенство а = 0 возможно лишь при * = 0. 
Назовем К-модуль А допустимым, если имеют место следующие свойства: 

М1. Каковы бы ни были 2, у, 26 А, найдется такой свободный эле- 


мент #26 А, что 
(Рх- Ву Е?) П Ри = 0. 


М2. Если 16А, х, у, и свободные элементы из А и РхП ЕУу, 
Ри П Е+ == 0, то найдется такой свободный элемент и, что 


Арес ПН Во Ви ВП ЕР 0, 


ЛЕММА 1. Если х — свободный элемент Е-модуля А, уЕА, ЕхПЕу = 0, 
а, ВЕР и а не является правым делителем нуля, то элемент 2 = ах -- Ву 
свободен. 

Действительно, из ^2=0О вытекает, что \их = — ^ВуеРх П Ру = 0. 
Отсюда, учитывая, что х свободен, приходим к равенству ^& = 0, откуда 
^=0. 

ЛЕММА 2. Если любые два ненулевых левых идеала кольца Е имеют 
ненулевое пересечение, то свойство М2 вытекает из М1. 

В самом деле, пусть х, у, и, Е имеют тот же смысл, что и в М2. 
Ввиду М1, найдется такой элемент 1, что 


(Ру - Ри + Е) П Еш =0. 
Если Рх ГП] Ри -Е 0, то можно найти такие ненулевые о, В, ^, лЕК, что 
== Ви, | Ах. 
Пусть с6Р^ П ЕВ. Тогда ох е Ёш П Ру = 0. Отсюда, поскольку х свобо- 


* Результаты настоящей работы были доложены Второму всесоюзному кол- 
локвиуму по общей алгебре [см. (‘)]. ` 
** Последняя теорема впервые доказана в работе (°). 
*** Заметим, что допустимым оказывается модуль, в котором для любых х, у, 
2, # найдется такой свободный элемент ш, что (Ех -- Ру-{- Е2 -- Е1) [|] Её =0. 
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ден, получаем с = 0, т. е. 
Ех п ЕВ = 0, 
а это противоречит условию. 

ЛЕММА 3. Если Е — тело или коммутативное кольцо без делителей 
нуля, то всякий Е-модуль, содержащий четыре свободных элемента ел, ез, 
е, е, таких, что модули Ее, Ее», Гез, Ее, независимы *, является 
допустимым. 

Справедливость леммы 3 для случая, когда Е — тело, очевидна. 
В противном случае из теоремы о замене [см., например, (3), стр. 124] 
следует, что Ех - Ру + Е2 не пересекается хотя бы с одним из Ре;. Это 
доказывает справедливость свойства М1. Свойство же М2 в рассматри- 
ваемом случае, ввиду леммы 2, вытекает из М1. 

Условимся обозначать через /,(А) структуру подмодулей модуля А, 
содержащую все подмодули, допускающие конечную систему образу- 
ющих. Изоморфное отображение 5-—>.5” какой-либо структуры Г. (А) на 
некоторую структуру 2(В) назовем проективным отображением Е-мо- 
дуля А на С-модуль В, если выполнены свойства: 

1. Для всякого а6 А найдется такое БЕВ, что (Ра)“ = 46. 

П2. Для всякого ЕВ найдется такое а6 А, что (Ра)” = СЬ 

ПЗ. Существует такой свободный элемент ибА, что (Ри)*= Си’, где 
и’ свободен. 

Полулинейным преобразованием Е-модуля А на С-модуль В назовем 
пару изоморфных отображений &—> < кольца Ё на кольцо С иа —> а° группы А 
на группу В, если (ча)° = в°а° для любых “ЕЁ, аЕА [ср. (“), отр. 59]. 
Рассуждая как в предложении 2 работы (!) (стр. 60), легко убедиться, 
что полулинейное преобразование индуцирует проективное отображение 
А на В, причем [(А) и Г(В) состоят из всех подмодулей соответству- 
ющих модулей. 

ТЕОРЕМА. Пусть Е — ассоциативное кольцо с единицей 1, в котором из 
о =1 вытекает, что а =1 для некоторого ЕЁ. Тогда всякое проек- 
тивное отображение 5—5" допустимого Е-модуля А на некоторый С-мо- 
дуль В индуцируется полулинейным преобразованием. 

Из леммы 3 вытекает, что линейное многообразие ранга >> 4 над телом 
[ем. (т), стр. 18] и абелевы группы, содержащие четыре независимых 
элемента бесконечного порядка, явияются допустимыми модулями. Ввиду 
предложения 1 работы (') (стр. 59), проективное отображение линейного 
многообразия является проективным отображением в смысле настоящей 
работы. Так как всякая циклическая группа структурно изоморфна 
циклической группе [см. (2), стр. 341], а бесконечная циклическая под- 
группа вполне определяется структурой своих подгрупп [см. (2), стр. 341], 
то условиям П1—ПЗ удовлетворяет всякое структурно’ изоморфное 
отображение абелевой группы без кручения на некоторую абелеву 
группу. Эти соображения показывают, что высказанная теорема действи- 
тельно обобщает утверждения, указанные в начале работы. 


* Подмодули $1,..., $„ называются независимыми, если каждый из них имеет 
нулевое пересечение с суммой остальных. Нетрудно показать, что подмодули 
51,..., 5 Независимы, если ($1... 5—1) ПГ: =0 для =2,3,. п. 
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Доказательство теоремы, следуя схеме Бэра [см. ('), стр. 62 — 70], 
разобъем на ряд предложений. 

а) Если Ех Г Ру = 0, хЕА и х' Е В— свободные элементы, а (Елх)" = Ст’, 
то существует единственный элемент у’=й(х, х, у) ЕВ, для которого 
(Ру) =СУ и [Е (2—9) =С(х — у). Если при этом у является сво- 
бодным элементом, то у’ также свободен. 

Согласно свойству ПЛ, найдутся такие 2,16В, что (Ру) = Сх, а 
[Е (1 — УГ = (Е. Так как 


Е (х— 9) 3 Рх | ЕУ, 
то 
С1< Ст + (а, 
откуда 
Е=с- а, (1) 
тде сеСх’, аЕе(2. Допустим, что ас < 41’. Если 5" = (с, то 5 < Ех, 
т.е. 265. Но СЕ < ас - (а. Значит, 
Р (2—9) <5- РУ, 
т. -е. 
#—у=з- м, 
где 565, ЛЕР. Отсюда следует: 
&—$= (+ ЧуЕРа П Бу = 0, 
т. е. х=$65. Мы получили противоречие. Таким образом, 
Сс ==. 
Аналогично проверяется, что 
Са.= (2. 
Поскольку (с = (х'’, найдутся такие о, ВЕС, что 1 = ос, а с=Вх. 
Следовательно, 
Я О. 
Так как д’ — свободный элемент, то отсюда вытекает, что © = 1, а зна- 
чит, и 1х =1 для некоторого ТЕР. Положив у’ = — «4, будем иметь: 
су =ба=б2=(Ру,, 
и, учитывая (1), получим: 
С (5 — У’) =С (эс + ва) = (Е = [ЕЁ (5—у)|". (2) 


Если у — свободный элемент и Ёх П Ё(х — 9) -Е 0, то для некоторых 
*, сЕЁ имеет место соотношение 


= р(#— у) +0. 


(р — с) х=руЕ Ех П Ву = 0. 
Так как У свободен, то о=0. Полученное противоречие показывает, что 
Их ПЕ (2—9) =0, 


Отсюда получаем: 


откуда 
@т’ Г СЕ=0. 


Теперь, поскольку из (2) следует, что у’ =’ -- 1 для некоторого 1Е6С, 
свобода элемента у’ обеспечивается леммой 1. 
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Допустим, что элемент у’6ЕВ также удовлетворяет соотношениям 


(Еу)' = бу 
И 
[Е (#— У" =6(7 — У’). 
Так как 
Су’ —= Су’ 
И 


@(х’ —у) =С(хт— У’), 
то найдутся такие а, ВЕС, что 


/ 1! 


= 


ях — у’ = В (2' — у’). 
Отсюда следует: 
1х = ви = 
= (8 — =) уе ба’ Пбу” = (Её П Ву) =0: 


Так как 2’ свободен, то В —1 =0, а значит, у’ = у”. 

6) Если т и У свободные элементы из В, а Ех П Еу=0, то 
й(х, х’, У) =У тогда и только тогда, когда № (у, у’ <) =х. 

Для доказательства достаточно дословно повторить соответствующие 
аргументы из работы (') (стр. 63—64). 

в) Если я, у, 26 А, х свободен и Ех Г (Ру- Е2) = 0, то 


Е(у— 2) = [Ру Е ПЕ (@&— у) Е (#—2)]. 
Очевидно, достаточно доказать, что из 
ав [Ву -- Е2] ПЕ (х— у) Е Е(х— 2)] (3) 


вытекает а6Ё(у— 2). Но из (3) следует, что для подходящих о, В, Ё, 
ЕЁ имеют место равенства 


а =ау -- Вз =Ё(х — у) - 9(х — 2), 


откуда получаем: 
(Е м) 5 = (х + Эу-- (В+ 9) 6 Ех П (Ру - Е) = 0. 
Отсюда, поскольку х свободен, вытекает, что &-- у =0. Поэтому 
а=т(у —2) ЕЕ (у— 2). 
г) Если т, у, 2ЕА, х и у свободны, Ех, Ру, Ез независимы, то из 
равенств й(х, г’, у) =у и 1(х, х, 2) =’ следует, что й(ч, у, )=2. 
Для доказательства достаточно повторить соответствующие рассуж- 


дения из работы (*) (стр. 64). 
д) Если т, у, 56 А, ди 2 свободны, Ех, Еу, Ез независимы, то 


Ра-у-)=Ша-у+ ЕП (а—2) + Ру]. 
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Если а принадлежит правой части равенства, то для подходящих 
о, В, Е, ЧЕЕ имеет место соотношение 


а=о(х— у) - В =Е(2— 2) +1, 


откуда следует: 
(&— хз — («лу (ВЕ 2=0. 
Так как Ех, Ку, Е2 независимы, то отсюда вытекает, что 
| («—9== (8+ 02=0. 
Поскольку ти 2 — свободные элементы, это дает: 


и—Е=В+ЕЁ=О, 


т. е. х = —В. Поэтому 
а=я(х—у—2) ЕЁ (х—у— 2). 


Рассуждая как при доказательстве предложения в), можно получить. 
следующее утверждение: 
е) Если т, у, 26 А, х свободен и Ех Г (Еу- Е?) =0, то 


Е(у- 2) = [Ву-- РА ПЕ (е—у—2)-+ 22. 
ж) Если х— свободный элемент из А, х’— свободный элемент из В, 
(т) =@х и Ва П (Ру-Е 82) =0, то 
#(х, т, Ча) =В(а, т; У) ЕП (а, т, 2). 


Допустим сначала, что Ех, Ру, Е2 независимы и что 2 — свободный 
элемент. Тогда подмодули Сх’, Сй(х, х’, у), СТ(т, т’, 2), очевидно, также 
независимы. Кроме того, из а) следует, что й(х, х’, 2) свободен. Поэтому 
справедливость предложения ж) можно доказать используя д) и е) и 
рассуждая как в работе (!) (стр. 65 — 66). В общем случае, воспользо- 
вавшись свойством М1, найдем такой свободный элемент ш, что 


(Ех -- ВРУ Е?) П Еши=0. 


Ввиду леммы 1, элемент ш-- у свободен. Поэтому, учитывая примеча- 
ние * на стр. 512, нетрудно показать, что независимой является каждая из 
следующих троек подмодулей: 


Ех, Е(у- 2), Ри; 
Ка, Из В (иг У), 


Ех, Ру, Риш. 
Применяя уже доказанную часть предложения ж), будем иметь: 
й (т, Хх, Ш № (т; х, У 2) = 
=й(х, ху 2) =1(х, х, +) В(, г, в) = 
=й(л, х’, ш) + №(я, х’, У) + № (я, т, 2). 


Из полученного соотношения справедливость предложения ж) выте- 
кает непосредственно. 


.516 а Л. А. СКОРНЯКОВ 


з) Если и, т, УСА, и’ ЕВ, и, и’, 1 свободны, 


Ги Г Ех = ЕРи П Ву = Ех П Ру=0, (и, и’, 1) =Т,, 
то 
пин), 


Воспользовавшись свойством МЛ, найдем такой свободный элемент , 
что 
(Ри + Ех | Еу) П Виш =0. 
Пусть 
= (вы, №). (4) 
"Так как № (и, и’, 2) =х’, то, применяя предложение г), получим, что 
й ши. я =@0. 
Если 
й(ш, и, у) =У, (5) 
то вторичное применение предложения г) дает: #(х, 5’, у) =У. 
Заметим, что, ввиду предложения 6), из (4) вытекает, что 
й (№, ш’, и) =и.. 
‘Сопоставляя это равенство с (5) и применяя предложение г), находим: 
й (ии, У=у, 
что и доказывает наше предложение. 
и) Если и, т, у, 16 А, и’ ЕВ, и, т, у, и’ свободны, 
Ви ба = Ри Г Пу Е = ПП = 0, 
д И и лен, 9. 
то 
т ЕО 
Если Ки Г Е =0, то из предложения з) вытекает, что 
по, = в Ву. 
Если Ех [Г] Ру=0, то предложение з) дает, что #(х, х’, у) =у'. Поэтому 
вторичное применение предложения з) приводит к равенству 
ща. = У. 1) 
Если Рх ГП Ру, Еи П РЕЗ 0, то, согласно свойству М2, найдется сво- 
бодный элемент ш такой, что 
Е ПП Еи = Ри П Ех = Еш Г] Еу = Еш Г ЕЁ = 0. 
Применяя уже доказанный случай предложения и), будем иметь: 
(=) =ЁО, У, 0, 
где’ =й (и, и, %). 
Согласно свойству ПЗ, существуют такие свободные элементы ие В 
и и ЕВ, что (Ри) = Си’. Если 16 А, то, воспользовавшись свойством 


* Выражение #(х, %’, у) имеет смысл, так как, согласно предложению а), 
х’ — свободный элемент. 


** Выражения № (т, 2’, ий (у, У’, #) имеют смысл, так как, согласно предложе- 
нию а), 2’и у’ — свободные элементы. 
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М, найдем такой свободный элемент ш, что 

Еи ГП Еш = ЕЕП Ри = 0. 
Положим 

5 =Й(ш, № (и, и’, №), |. 


Из предложения и) вытекает, что 1° не зависит от выбора элемента 12. 
Из предложения 6) следует, что из = и’. Если й (и, и’, #) существует, 
то, выбрав с помощью свойства М1 свободный элемент ш, для которого 


(Еи + Е) П Её =0, 
и применяя предложение з), будем иметь: 
Ви. и, =, Пи, №), = (6) 
Из предложения а) вытекает, что 
(РИ ==6Е. (7) 


к) (2 у)° = + у. 
Ввиду свойства МЛ, найдется такой свободный элемент и, что 


(Ех + Ру Ри) П Еш=0. 
Если ш’ = (и, и’, и), то из предложения ж) следует, что 
(фу (и, и, НУ = (ш, и, Эш, учу. 
л) Отображение х—1° является изоморфизмом аддитивной группы 


модуля А на аддитивную группу модуля В. 

Из соотношения (7) следует, это равенство {° =0 возможно лишь при {=0. 
Вместе с предложением к) этот результат показывает, что 2-—>1° — изомор- 
физм Ав В. Пусть теперь 6 — произвольный элемент из В. Если Т* = СВ, 
то свойства П2 и М1 позволяют найти такой свободный элемент ©, что 
Еъ ПТ =0. Принимая во внимание соотношение (7), будем иметь: 


С (25° 5) < 65° -- (6 = (Еь)* + Т* = (Рё + ТУ". (8) 
Если Р”=С (52° 5), то, ввиду свойства П2, Р = Ра, где аевА. 
Поэтому 
(Ра -- Т)* = (Р + Т)* =С (е° -- 5) + 66 > 4» = (Р5)", 
откуда следует, что Ро < Ра + Т, т. е. 
2 =@ат Ц, 
где «ЕЁ, ВЕТ. Но из (8) вытекает, что Р < Ро -- Т. Следовательно, 
а = Ве - &ь, 
где ВЕР, ЕТ. Отсюда получаем: 
а = «Во -- 04», 


и, значит, 


(1 — «В)э = 4, НЫЕеРь ПТ =0. 
Так как о свободен, то «3 =1. Применяя (7) и к), получим: 


С(г° + 5) = Р* = (Ра)* = (Еча)* = [Е (2 + 4," = 6 (° - (9), 


откуда следует, что 
У=Ь-— (94. 6 Р" ПТ". 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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Можно написать: 
Ув (+ , 
где ^, вЕС. Отсюда выводим: 
и = (Х — м)ЬЕ(Е»)" П Т" = (Её П Ту = 0. 
Но из предложения а) следует, что 2° — свободный элемент. Поэтому 
и =0, а значит, у = 0. Таким образом, 
бе (045). 
Если Ё — свободный элемент из А, а “ЕР, то, ввиду (7), имеем: 


= (Ей ЕР ЕВ ы. 
Следовательно, 
(и = ева, 0Г, 
где 2(а, РЕВ. Так как, согласно предложению а), элемент {° свободен, 
то 2(х, #) определяется однозначно. 
м) Если х и уУ— свободные элементы из А, то 8(а, 1) = в (а, У). 


Если Рх Г Ру=0, то из леммы 1 следует, что элемент х - у свобо- 
ден. Учитывая предложение к), будем иметь: 


8 (я, 2 -- у) 1° - 8 (а, Туду =в(а, 2 + у) (2 у = [я (2 Нур = 
= (2)° - (ху)? = $ (а, 2) 12° 8 (я, уу". 
Так как 
спо = ОВ) = 0% 
а 21° и у, ввиду предложения а), — свободные элементы, то 
$ (и, 2) = 8(, + Ну) =8(@, У). 


В общем случае заметим, что свойство М1 обеспечивает существование 
такого свободного элемента 2, что 


(Рх -- Ву) П Е? =0. 
Поэтому применение уже доказанного случая предложения м) дает: 
8 (а, 2) = 8(, 2) = 8 (о, у). 
Ввиду свойства М1, в А существует свободный элемент и. Положим 
@° = 8 (а, и). 


н) Каковы бы ни были «6 КиаЕА, имеет место равенство (да)? = азаз. 

Если элемент а свободен, то наше утверждение вытекает из предло- 
жения м). Если элемент а произволен, то, воспользовавшись свойством 
М1, найдем свободный элемент х, для которого 


Ех Г Еа=0. 


: —= Й емент. Поэтом 
Ввиду леммы 1, х-- а — свободный эл П у, учитывая уже 
доказанное, а также предложение к), будем иметь: 


ое -- ата? — аа (д -- а} = [а (2 + а)° = (в)? + (ма) = а + (а)з, 
откуда следует: 


(ха) = агас. 
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0) Отображение а -— &° является изоморфизмом кольца Е на кольцо С. 
Ввиду свойства М1, в А найдется свободный элемент #. Используя 
предложения к) и н), будем иметь: 


(яв) = (а В) = (42° + (80° = (9-9 (9) 
(ов = (ав) = а (В0)" = ав. (10) 


Если Ё6С, то, ввиду предложения л), &° = а° для некоторого аЕА. 
Учитывая соотношение (7), находим: 


(Па)` = ба < С =(80`. 


Отсюда получаем, что Ра < РЁ, т.е. а = “ё для некоторого «ЕР. Приме- 
няя предложение н), приходим к равенствам: 


21° = 23. = 0349. (м) 


Поскольку из предложения а) вытекает, что элемент {° свободен, то из 
соотношений (9), (10) и (11) следуют равенства: 

Виа, (аа, 9 
которые и доказывают наше предложение. 

Из предложений л), н) и 0) вытекает, что с — полулинейное преобра- 
зование Р-модуля А на С-модуль В. Учитывая предложение к) и соот- 
ношение (7), нетрудно убедиться, что это полулинейное преобразование 
индуцирует отображение 5 —> 5". 

В заключение приведем примеры, показывающие, что условия ПМ— ПЗ, 
входящие в определение проективного отображения, существенны. Усло- 
вимся понимать под С(А) структуру всех подмодулей модуля А, а изо- 
морфизм [.(А) на Г.(В) будем называть структурным изоморфизмом А 
на В. 

Пример 1. Пусть Ё — тело, С =Ё, (чезез ИА„ будем обозначать 
кольцо матриц порядка п над кольцом А), А свободный Ё-модуль 
ранга 20, В — свободный С-модуль ранга 5. Структуры Г(А) и Г(В) 
изоморфны структурам всех левых идеалов колец Р» и Сь соответственно 
[см. (“), стр. 18]. Так как кольца Е» и Сь изоморфны, то модуль А 
структурно изоморфен модулю В. Но доказанная теорема неверна, что 
объясняется невыполнением условий П или П2. 

Пример 2. Пусть Ё — кольцо, а / — его идеал. Обозначим через А 
Е-модуль с образующими е1,...,65 и определяющим соотношением /[е; = 0 
для всех #. В качестве В возьмем свободный модуль ранга 5 над кольцсм 
<= ЕЛ. Если },...,/ь — свободные образующие модуля В, а а->а— 
естественный гомоморфизм Ё на С, то отображение 


а = Уве, > Хой 


оказывается гомоморфизмом А на В. Если 


Ь = УВ: > Ув: = Ул, 


4* 
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то 0 = В. Отсюда имеем: 0, — ВЕЛ, а значит, 


(@—5)=У(и—Ва=0. 


Следовательно, гомоморфизм является изоморфизмом и, таким образом, 
индуцирует структурный изоморфизм А на В. Ясно, что при этом вы- 
полнены условия П4 и П2. Но доказанная теорема неверна, что объяс- 
няется невыполнением свойства ПЗ. 

Остается невыясненным, насколько существенно требование, что из 
оВ =1 вытекает существование такого элемента ‘у, что 1% = 1. 


Поступило 
1: №1959 
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В. А. ИЛЬИН и И. А. ШИШМАРЕВ 


О СВЯЗИ МЕЖДУ ОБОБЩЕННЫМ И КЛАССИЧЕСКИМ 
РЕШЕНИЯМИ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе доказывается, что классическое и обобщенное (в смысле 
доставления минимума интегралу Дирихле) решения задачи Дирихле 


Ти = —} (в области 8), 
и [= 0, 


где Г, — самосопряженный эллиптический оператор, совпадают в про- 
извольной /У-мерной нормальной области р. 


Введение 


Рассмотрим в произвольной М-мерной области $, ограниченной поверх- 
ностью Г, задачу Дирихле 


[Г = —} (в области 2), (4) 
и |= 0, 
где Г, — линейный самосопряженный дифференциальный оператор 
и: ди 
Ги = У, 0; 439 д; | — с (9) - и (2) 
1, =1 
эллиптического типа, т. е. такой, что для всех х = (11,..., 2к) Ез 
м м 
аз=ани У а > У, й (© = сова 0) (3) 
$, =1 4=1 
для любых вещественных &, &,..., Ех. Кроме того, предположим, что 


с (2) >0. Известны две постановки указанной задачи Дирихле (1): клас- 
сическая и обобщенная: 

Классическим решением задачи (1) называется такая функция и (2), 
которая непрерывна в замкнутой области (8 -- Г), имеет всюду внутри & 
непрерывные производные до 2-го порядка, удовлетворяет всюду внутри & 
уравнению /и = —] и обращается в нуль на поверхности Г. 

Обобщенным решением задачи (1) называется такая функция © = и, 
которая доставляет минимум функционалу 


М =. 
Ф()=\| у ар а в — 20а (4) 
Я ЗИ: 


0 
в классе функций о6О(8) *. 
, (1) 
* Класс Л (=) есть замыкание в норме пространства /.’ (#) совокупности непре- 
рывно дифференцируемых в & функций, равных нулю в некоторой пограничной полосе 
области я. 
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Легко доказывается, что сформулированное определение обобщенного 
решения эквивалентно Лоо обобщенным решением ва (1) 


называется такая функция и 6 р (2), которая для любой функции фЕ р (2) 
удовлетворяет интегральному тождеству 


№ 
уу | - — а. (5) 
8 1—1 
Известно [см. (!) или (?), стр. 106—107], что классическое решение 
задачи (1) существует и единственно в предположении, что область $, 
коэффициенты оператора Г и функция /] удовлетворяют следующим 
условиям: 
1) область & является нормальной * 
2) коэффициенты 4:;(1) и с(т) принадлежат классам 


о (6) 
в некоторой открытой области С, содержащей область $ вместе с гра- 
ницей Г, и, кроме того, удовлетворяют в области С условиям (3) 
и условию с(2) >0; 

3) функция / непрерывна в замкнутой области (8 -- Г) и принадлежит 
классу С®№ (> 0) в области 8. 

Замечание. Если область © ограничена поверхностью Г, принад- 
лежащей к классу Ляпунова, то достаточно потребовать, чтобы усло- 
вия: 2) выполнялись лишь в самой области 8, ибо в этом случае коэф- 
фициенты оператора можно продолжить с сохранением условий (3), (6) 
и условия с(5) >0 на все М-мерное пространство [см. (?), стр. 78]. 

Обобщенное решение задачи (1) существует и единственно, если об- 
ласть 8, коэффициенты оператора Г, и функция { удовлетворяют следующим 
требованиям: 


Ж* 


1) область $ — произвольная ограниченная открытая область; 

2) коэффициенты а;;(5) и с(5) ограничены и измеримы в области 2 
и почти всюду в & выполняются условия (3) и условие с(5)>0 
[6м. тр: 426]: 

Таким образом, условия, обеспечивающие существование и единствен- 
ность классического решения задачи (1), и подавно обеспечивают суще- 
ствование и единственность обобщенного решения этой задачи. Естест- 
венно возникает вопрос, совпадают ли при выполнении этих условий 
классическое и обобщенное решения задачи (1). В настоящей работе на этот 
вопрос дается положительный ответ. 

До сих пор в математической литературе вопрос о совпадении клас- 
сического и обобщенного решений задачи (1) (при условии их существо- 


* Область & называется нормальной, если в этой области разрешима задача 
Дирихле для уравнения Лапласа при любой непрерывной граничной функции 
[см. (3) или (“)]. 

** Функция ] (7), определенная в ограниченной замкнутой М№-мерной области Т 
принадлежит в этой области классу С), если ее производные К-го порядка удов- 
летворяют условию Гёльдера с показателем и в Т. Функция / (2), определенная 
в открытой области С, принадлежит в этой области классу С®!), если она принад- 
лежит этому классу в каждой ограниченной замкнутой области, содержащейся в С. 
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вания) не рассматривался. Лишь для частного вида оператора Г, (а11 = ао, 
а1з = 451 = 0) и для случая № == 2 этот вопрос был решен в утвердитель- 
ном смысле Р. Курантом [см. (5), стр. 460—482], но лишь в предполо- 
жении, что коэффициент а: = а>› три раза непрерывно дифференцируем. 

Цля оператора Г общего вида некоторые авторы [см., например, ($) 
или (7), стр. 148—155] изучали свойства гладкости обобщенного решения. 
Несмотря на то, что указанные авторы накладывали на коэффициенты 
оператора Г, и границу Г области $ требования, существенно более жест- 
кие, чем те, которые обеспечивают существование классического решения, 
им не удалось доказать, что обобщенное решение обладает свойствами 
гладкости классического решения. 

Отметим в заключение, что для областей с границами типа Ляпунова 
факт совпадения классического и обобщенного решений тривиально выте- 
кает из одного результата Жиро (3). 

В настоящей работе факт совпадения обобщенного и классического 
решений задачи (1) устанавливается при выполнении условий, обеспечи- 
вающих существование классического решения (т. е. для произвольной 
нормальной области). 


$ 1. Некоторые свойства обобщенных решений задачи Дирихле 


Всюду в дальнейшем предполагаются выполненными следующие усло- 
вия: функции а;; (2) и с(1) определены в некоторой открытой области С, 
принадлежат в ней классам: 


а (2) Е сем, с (2) 6 Св) (и> 0) 
и, кроме того, всюду в области С 
м 
с(1)>0, а; (1) =а (2), У щвёбБ>а У (= со > 0) (7) 
$, =1 = 
для любых вещественных &, &,..., м. 

Пусть в — произвольная связная открытая область, лежащая вместе 
со своей границей Г в области С, и пусть ] (5) — некоторая функция, 
непрерывная в замкнутой области (5 Г) и удовлетворяющая условию 
Гёльдера с показателем ци (и > 0) в области 5. 

Рассмотрим обобщенный объемный потенциал 


, (2) = \ Ко(м, у) 7 (4) ду, (8) 
8 


тде Ко(х, у) — фундаментальное решение уравнения Г = 0 для области Т, 
ограниченной поверхностью типа Ляпунова *, и такой, что (8 реа: 
Известно [см. (?), стр. 35], что 2(2) всюду внутри области & удовлет- 
воряет уравнению /[2 = —} и что 2(т) 6 СР) в замкнутой области (5-Ё Г), 
а следовательно, 26 И’Ф (в). 
Сформулируем и докажем следующие утверждения. 


* Доказательство существования ‘указанного фундаментального решения см. в 
книге (?), стр. 64. 
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ЛЕММА 1. Для того чтобы функция и(1) была обобщенным реше- 
нием задачи Дирихле 
Ги = 7 (в области т (9) 
вер (8) *, 
необходимо и достаточно, чтобы функция и (1) = и (1) —5(2) была обоб- 
ценным решением задачи Дирихле ** 


[ло = 0 (в области н) 


о (10) 
(ш-+ 5) 62 (8). 


Доказательство. Пусть и (5) — произвольная функция из 2). 
Возьмем последовательность {и»„(7)} непрерывных и непрерывно диффе- 
ренцируемых в области в функций и„(2), равных нулю в пограничной 
полосе области в, такую, что 


0. 


Па ии] Е 
Па [| и» ПУ 


Для каждой функции и» (5) этой последовательности на основании первой 
формулы Грина получим: 


(аьбраь ЕЦ Хар в ещо] ео 

ип [2 ах а Е СИ | 41 = 0. 
8 8 6—1 

Так как функция 0(2) принадлежит пространству И/’® (5), афункция /(х) 

непрерывна в замкнутой области (8 -|- Г), то в последней формуле можно 


перейти к переделу при п-> ©о под знаком интеграла; учитывая, кроме 
того, что [2 = —} в области ©, найдем: 


м 
Г И Е 
м У а; бы. Я. -- со —т а = 0. (11) 
8 = - 
Запишем теперь тождество, справедливое для функции ®(5) и любых 
двух функций и(1) и (1), связанных равенством (5) = и (5х) —5 (2), 
из которых хотя бы одна принадлежит пространству И’ (2): 


1 паба дах Е 0? = = \[ У вау, би. си? — 2] а 


8 1) & $]—1 
м М 
05 дь я ди до 
Е \ м .2 ив 1 НА 
| м >» “4 д, д=; - с |4 ау Я 5 ГС пу | =. (12) 
& Вы Е = ее 


* В дальнейшем ради удобства мы часто будем записывать граничное условие 
обобщенной задачи сразу в обобщенных терминах. 


** Обобщенным решением задачи (10) называется такая функция 1 = и, которая 
доставляет минимум функционалу 


и д 
о.т=\[ У аб ба ст 
в е 7 
в классе так называемых допустимых функций у, т.е. таких функций у, которые удов- 


и 


0 

ее условию (7 + 2) ЕЛ (8), где о — любая заданная функция, принадлежащая 
И’, (5). Доказательство существования и единственности такой функции ш см. в 
работе С. Г. Михлина (7) (стр. 134). 
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0 
Если же и (7) принадлежит классу 2 (3), то, в силу (11), тождество (12) 


г. в следующее тождество: 


м у а 22, в у а) —— э:. зат си? — 217 [42 + 


ГО ЕЕ в 19 


+ +2 |42 (ши (0). (13) 


# Бы 


Из последней формулы непосредственно вытекают утверждения леммы. 
В самом деле, как в случае необходимости, так и’в случае достаточ- 


ности, функция и (#62 (8), т. е. для нее справедливо тождество (13). 
Но из этого тождества, в силу того, что ] (2) и ©(х) представляют собой 
некоторые фиксированные функции, следует, что минимумы функ- 
ционалов, отвечающих задачам (10) и (9), достигаются одновременно. 
Лемма доказана. 
ЛЕММА 2. Пусть ш® (5) есть обобщенное решение задачи (10), 
а и (8) (1) — обобщенное решение задачи 


А) (в области 8’), | > 4) 


0 
(21—и®)6Б(#’), 
где 5’ — произвольная строго’ внутренняя подобласть области ‘8. Тогда 


всюду в области с’ 
20(8°) (<) — 148) (1). 


Доказательство. Функция (5) дает минимум функционалу 


О -) => > а; Г. а ссы | а (15) 


в 1 
0 
среди всех функций % (2) таких, что (2 — ш®) ЕР (5'’). Построим функцию 


ре 


18° (2) в области &', 


/ 


108) (4) в области 8 —#. 
== 0 
Очевидно, что (2 — и) 6 Ва ). Отсюда вытекает, что (ш-- 2) ЕР (3) (ибо 


= © ть 
(ш — 8) 6 Б(5) и (и® - )6Б(3)), т. е. функция (5) является допу- 
стимой для задачи (10); следовательно, 


О, (и) > 0: (и®). (16) 
Но (2) = ш® (2) при х6(е — 8’) и № (2) = и (1) при 265’, поэтому 
Оз (и?) > О (ш®). (17) 


Так как функция (9) (2) является допустимой для задачи (14), то из (17) 


следует, что . 
26(=’) (1) == 12(8) (<) 


в области 8’. Лемма 2 доказана. 
ЛЕММА 3. Если ил (1) — обобщенное решение задачи 


[11 = 0 (в области я 
0 
(м1 = ф1) Е р (2), 
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а и (2) — обобщенное решение задачи 
Гл» =0 (в области й 


0 
(и. — $) 62 (8), 
то функция и (2) = ий (2) - 15 (1) есть обобщенное решение задачи 


[= 0 (в области ей 


0 
(# — (1 + $2)) ЕР (8). 
Д оказательство. Утверждение леммы сразу следует из очевид- 
ного тождества: 


5 Ок (шла - из) 210% (и: — 0) = @а (ил) - О (№). 


5 2. О совпадении классического и обобщенного решений 
задачи Дирихле 


ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Пусть в некоторой открытой области С 
задан оператор (2) с коэффициентами аз; (х) и с(х), удовлетворяющими в С 
условиям (7) и принадлежащими классам: аз; (2) 6 С"®, с (2) 6С®Р (в > 0) 
в области С. Пусть, далее, $ — произвольная нормальная область, содер- 
жащаяся вместе с границей Г в области С, и } (1) — любая функция, 
непрерывная в замкнутой области ($-- Г) и принадлежащая классу 
С®* в открытой области $. Тогда существуют и классическое, и обоб- 
ценное решения задачи Дирихле 

[и = —} (в области в), 
и | = 0, 


(1) 


и эти решения совпадают между собой почти всюду в области в. 

Доказательство. Факт существования классического и обобщен- 
ного решений задачи (1) следует из сказанного выше; докажем совпаде- 
‘ние этих решений. 


Классическое решение задачи (1) представляет собой сумму функции 


2 (2) и функции №) (2), являющейся классическим решением задачи 
[ло = 0 в области 
(Ш 2) |5 =0. 


Обобщенное решение задачи (1) представляет собой, в силу леммы 1, 
сумму функции 2(7) и обобщенного решения ш® (2) задачи (18). Следо- 
вательно, достаточно доказать, что совпадают‘ классическое и обобщенное 
решения задачи (18). 


Пусть {5"} — последовательность областей, ограниченных поверхно- 


стями Г» типа Ляпунова, такая, что (8, + Г») Св (п=1,2,...) и что 


любое замкнутое множество, лежащее внутри $, принадлежит всем обла- 
стям 8и, начиная с некоторого номера п. 


Обозначим через т классическое решение задачи 


[4 =0 (в области 2»), 


(Ш). =0. (19) 
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й (=) > 
Так как р существует, то, по теореме Винера, распространенной на 
оператор (2), 


(2%) 
Шкл —> 8) 


равномерно з любой строго внутренней подобласти 5’ области в. 
8% . 
Пусть шоб — обобщенное решение задачи (19). Докажем, что 


(2т,) 
в об. 


м 
в области эн. 


Поскольку граница Г» области <„ принадлежит классу Ляпунова и 


краевое значение задачи (19), равное (—5 ()), принадлежит классу С®, 


то, согласно результату Ж. Жиро [см. (8), стр. 42], о ССВЮ. взоб- 


‚ласти (9» —— Г») и, следовательно, имеет интегрируемые с квадратом по 
‚3„ первые производные. Положим 


(ет) (п) (т) о (п) 
Ни О о 06 =0 -Е об. 


м (9%) (&п) 
Фора. в силу леммы 1, м и об. являются соответственно классиче- 


‘ким и обобщенным решениями задачи 
[1 = —} (в области <), \ (20) 
и. =0, ] 


(п) 


(т) 
и достаточно доказать совпадение икл и иоб’. Возьмем произвольную 
0 
функцию ФЕД (2») и представим ее как предел в норме И’ -) (<„) поеле- 
довательности непрерывно дифференцируемых и равных нулю в погра- 


.. . - ео 
ничной полосе области с„ функций фи. Применив к функциям Икл И Фт 
по области с„ первую формулу Грина, найдем: 


ди. 9ф (6) 
р (21) 
т 95; дх. 
#1, 151 7 п 
(т) 
(здесь учтено, что Гикл = —] в области $»). Так как, в силу сказан- 


(ат) 
ного выше, икл имеет интегрируемые с квадратом по области &„ первые 
производные, то в формуле (21) можно перейти к пределу при т-— со 
под знаком интеграла. 


0 
Таким образом, для любой функции ФЕД (3») получим: 


М (2п) и 
М К (22) 
8ъ ие, = ь РЁ 


что совпадает с интегральным тождеством [см. (5)], определяющим в 00- 
ласти ©, обобщенное решение задачи (20). В силу единственности 
последнего, 


(пт) ый (21) 
Икл ==Иоб 
и, следовательно, 
(и) (п) 
кл == \0б 


в области 5. 
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Докажем теперь, что и ->№® при в,->8 в метрике И’, ` (2’) в лю- 
бой строго внутренней подобласти 5’ области 8 (напомним, что и обоз- 
начает обобщенное решение задачи (18)). 

Достаточно доказать, что для любого = >> 0 найдется такой номер М (=), 
что при п >М ($) 


(т) (8) 
об -— 06 


| 


Возьмем с самого начала номер п столь большим, чтобы начиная 
с этого номера все области 83" содержали область # в качестве своей 


<:. (23) 


(1) (= 
У (8) 


— (вп) 
строго внутренней подобласти. Обозначим через об. обобщенное реше- 
ние задачи 
[1 = 0 (в области и 


ЕО 
(1 — шв) ЕД (8). 


В силу леммы 2, : 


= (вт) (<) 
№066 = Шо 


всюду в области 8„, а стало быть, и в области 8’. Поэтому 


(8) 


(вт) (8) 


| — 106 И’) = шов — об ие (24) 
Таким образом, достаточно доказать, что при п > М ($) 
(8%) —(8п) ‹ 
0 =. Р 
| об об О = (25) 
Ф = (ап). (ат) ео 
ункция # =шхз — Фо представляет собой, на основании яеммы 3, 
обобщенное решение задачи 
[ло = 0 (в области 2»), ) 
26} 
(а) — 
[2 — (&® + 5ТЕБ (в). 


По определению обобщенного решения %®, функция (и @® == 2)ЕБ(е). 
Поэтому существует последовательность {4ф»} непрерывно дифференци- 
руемых в области в и обращающихся в нуль в пограничной полосе об- 
ласти 8 функций, сходящаяся в норме и (2) к функции (и® в), т.е. 
для всякого в > 0 найдется такой номер т, что 


5) 
ео = = [2256 Но — фи | <: (27) 


(здесь введено обозначение ф = ш® ++ 2 — Ф».), причем функция Фи (5) 
) з 
обращается в нуль в некоторой пограничной полосе 6» области © 


5. 


Поскольку последовательность областей г„ стремится к © так, что 


всякое замкнутое множество, принадлежащее области 8, содержится во 
всех областях &„, начиная с некоторого номера, то при п >М№М (=) ЧЕ 


0 
ЕР (8). Поэтому при п > М ($) задача (26) эквивалентна задаче 
[ло = 0 (в области ©), 


и—Фер(е,). ТР 
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Так как ф(2) — допустимая функция задачи (28), то, в силу опреде- 
ления обобщенного решения задачи (28) (или (26)), решение 


Бы 5 
удовлетворяет неравенствам: 
Ок» (№) < Ок» (©) < 0+ (®) < сои | Ф| ув) (29) 
т 


(мы пользуемся обозначением (15)). 
Сопоставляя формулы (29), (27) и условия (7), найдем: 


(п) (=) 
| №06 — 156 | 


=) = бани. Л (8. 


(т) 
Тем самым окончательно доказано, что последовательность {шоб } схо- 


дится в метрике 78) (52°), а стало быть, и в среднем, к 2 в любой 


- а (Еп) (вп) 
строго внутренней подобласти 8’ области 8; но шоб ==\,л ‚ причем по- 


(т) 
следовательность {кл} сходится равномерно в 5’ к функции %®. 


Отсюда следует, что 


} (=) 
8) — 1006 


почти всюду в области 5. 

Теорема доказана. 

Замечание 1. Изложенный выше метод позволяет в предположе- 
ниях основной теоремы доказать совпадение обобщенного и классического 


решений задачи Дирихле 


Ги = —} (в области 8), 


и =ф, 


если только функция $(2) непрерывно дифференцируема в замкнутой 
области (2 —— Г) и принадлежит классу С" (и > 0) в открытой области 8. 

Замечание 2. Изложенный выше метод существенно упрощается 
для случая, когда область © не только нормальна, но.и имеет границу Г 
типа Ляпунова. 

Замечание 3. Изложенный выше метод позволяет обобщить основ- 
ную теорему на случай, когда область & не является нормальной, а пред- 
ставляет собой совершенно произвольную ограниченную связную область. 
Имеет место следующее утверждение: 

Пусть выполнены все условия основной теоремы, за исключением тре- 
бования нормальности области 8, которая теперь предполагается лишь 
ограниченной и связной. Тогда обобщенное (в указанном выше смысле) 
решение задачи (1) совпадает почти всюду в области в с обобщенным 
в смысле Винера решением этой задачи. В частности, можно утверждать, 
что обобщенное решение имеет всюду внутри в непрерывные вторые про- 
изводные и удовлетворяет внутри в уравнению Ги = —} в классическом 
смысле. 

Доказательство этого утверждения является дословным повторением 
доказательства основной теоремы. 


530 В. А. ИЛЬИН и И. А. ШИШМАРЕВ 


В заключение авторы приносят глубокую благодарность А. Н. Тихо- 
нову и Б. М. Будаку за их внимание к этой работе и М. И. Вишику 
за консультацию. 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
2% (1960), 531—548 


Н. К. БАРИ 


О ВСЮДУ СХОДЯЩИХСЯ К НУЛЮ ПОДПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ 
ЧАСТНЫХ СУММ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОГО РЯДА 
(П редставлено академиком И. Н. Векуа) 


В работе рассматривается вопрос о поведении индексов подпоследо- 
вательностей частных сумм тригонометрического ряда, которые сходятся 
к нулю. 


В. Я. Козлов (') доказал, что существует тригонометрический ряд 


[22] 

Ув: ши2, У ый > 0; 

П=1 
обладающий свойствами; если 5„(2) — его частные суммы, то найдется 
подпоследовательность {пк}, для которой 5», (2)—>0 всюду при К-—> с, 
и притом равномерно. на (5, п — 06) при любом 2 > 0. 

Из доказательслва этой теоремы нельзя вывести никаких заключений 
относительно того, с какой скоростью пх-—>оо в разобранном автором 
примере. Классические результаты по проблеме единственности разложс- 
ния функции в тригонометрический ряд позволяют сразу ‘сказать, что 
случай п, = невозможен, если не все коэффициенты ряда равны нулю, 
и сравнительно легкими рассуждениями можно показать, что и случай 
Пк: — Пк С (Е =1,2,...) также невозможен. Возникает вопрос, 
какова должна быть скорость стремления п» в бесконечность для того, 
чтобы было возможно построить ряд с 5„,(2) такими же, как в при- 
мере Козлова. Мне кажется чрезвычайно вероятным, что для этого не- 

Пт 


обходимо условие — ^^ ->со при Е—>со. Пока мне не удалось это до- 
к 


казать, но целью настоящей работы является дёказательство следующей 
теоремы. 

ТЕОРЕМА. Какова бы ни была монотонно возрастающая и стремя- 
цаяся в бесконечность функция (Е), существует тригонометрическии 
ряд из синусов, для частных сумм которого имеем: 

1) 5„,(2)—0 всюду на [0, =], 

2) 5„,(2)—0 равномерно на [5, =] для любого 6 > 0, 

3 ЕН <= 
для всех Е, начиная с некоторого К (не зависящего от 5). 

Для доказательства этой теоремы нам понадобится установить спра- 


ведливость следующей леммы. 
ЛЕММА 1. Пусть 


т. =У Вузт (1) 


К=1 
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— любой нечетный тригонометрический полином и 6 — любое, 0% 6 < т. 
Для любого натурального р найдется функция Н (2) такая, что 

4) Н (<) нечетна; 

2) Н (а) =0. ча 15, = 

3) Н(2) имеет непрерывные производные до порядка р включи- 


тельно; 
4) первые п коэффициентов Фурье у функции Н (5) — те же, что 


у полинома Ть ($); 
5) если р= п, то можно подобрать Н (5) так, чтобы 


2т. 
ин < к”(5) ть < (2) 
где 6 == о К — абсолютная константа (норма берется в пространстве 
С [- м, п]. 

Заметим, что в работе И. Е. Гопенгауза * в качестве вспомогатель- 
ного результата к основной теореме доказывается, чго для любого не- 
четного тригонометрического полинома Г» (2) и для любого интервала (а, 6), 
лежащего на [0, *], можно найти нечетную функцию Н (5), равную нулю 
на (а, 5), имеющую первые п коэффициентов Фурье те же, что у Г» (2), 
и обладающую производными всех порядков. Однако воспользоваться 
тем методом, которым И. Е. Гопенгауз строит `Н (5), мы не имеем воз- 
можности, так как он не оценивал |Н (2)| через |Т»„ (1) |, и нам не ка- 
жется, что нужную для нас оценку можно получить из его метода. 
Поэтому мы строим функцию Н (5х) совершенно иначе, и хотя она в на- 
шем построении заведомо не будет бесконечно дифференцируемой, зато 
будет обладать необходимым для нас свойством 5). 

Доказательство леммы 1. Положим 


т 
Н(®) = Уазш/ на (—5, 5), (3) 
1=1 
Н (5) =0 на Е РИ: 8] и [6, п], (4) 
где число т и константы су, с»,..., ст мы подберем позже. Условия 1) 


и 2) леммы удовлетворены. Так как функция Н (5) нечетная и имеет 
производные всех порядков на (0,65) и на (05, п), то для выполнения 
условия 3) леммы необходимо и достаточно, чтобы 


Н® (8) =0 для К=41,2,...,р. (5) 
Но так как при любом К имеем на (—8, 8): 


кт 
18° (2) | = © УЛсзшу ы если К четно, 
9=1 


К т 
1 (2) | = |(=) Ус 608} --2 | если К нечетно, 


9—1 


то отсюда сразу следует, что для выполнения условия 5) необходимо и 


* 
Эта работа пока не опубликована, но ее результаты были изложены автором 
на семинаре по теории функций в Московском университете весной 1959 г. 
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достаточно, чтобы 


т 3 
С. а 
УЛ =0 (6) 
= 
для всех нечетных А, не превосходящих р (для четных К равенство (5) 
выполнено без всяких ограничений на числа с;). 
Полагая, для удобства, 
НЕЕ ев 
ВЕ 6] (7) 
и записывая р в виде 
решили: р 5—4, (8) 
смотря по тому, четно оно или нечетно, мы видим, что выполнение 
условия 3) леммы равносильно выполнению системы уравнений: 


21. —0, 
м ИО (9) 
У 28—24, = 0. | 
ыы ) 


Условие 4) леммы приводит, в силу (1), к требованию: 


п 


я Н (9) за Ка 6 = в и 


из которого, учитывая 3) и 4), получаем: 


8 
Усзш/ тат Ата = 5 в {=1,2;... п). (10) 
7—1 
Полагая 
— =0 (11) 


и совершая замену переменного. х = 9, находим: 


5 п 
@узЕ | зил 1 хэш Ах 4х = в 51 71 Ак 4, (12) 


0 


[-) 


где 
ИТ (13). 


Не ограничивая общности, мы можем считать @ иррациональным; дейст- 
вительно, пусть мы умеем для’ любого 6’ построить функцию В (т), 


’ 


удовлетворяющую всем условиям леммы 1, если только т —= 0’ иррацио- 
нально. Тогда выберем 5’< 6 и таким, что 0’ иррационально; построив _ 
Н (2) для такого 8’, мы видим, что и для 5 условия 1) —4) леммы 
удовлетворены. Кроме того, так ‘как @ можно взять как угодно мало 
отличающимся от 9, то и условие 5) сохранится, если только в нем кон- 
станту К заменить на К’, где К’> К, но отличается от него как угодно 
мало. 


5 известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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Итак, пусть @ иррационально. Кроме того, из (11) следует, что 
0<68<1. Из (13) получаем: 
№ 


каковы бы ни были Ки 7. Поэтому после элементарных выкладок на- 
ходим: 


ав; = (— 1) 0 эт вл =, (14) 

где зт Абл == 0. В силу (10) и (12), отсюда получаем: 
+ "| и: К и Е 
6 р 1 а 2 Я 8 (& = а, й (15) 

Вводя Е (7), имеем: 
Е ре 
х не те а и 
Положим, ты краткости, 

ь г 
р = — 5 (= 1, 2... п). (17} 


Тогда, соединяя (16), (17) и (9), мы приходим к системе уравнений: 


а 1 
Ув = @=1,2,...,п), 


1—1 = Ак 
Е _ 


т 
№ Рь == 0, 
В 


т 

о 6. | 

= 
До. сих пор т оставалось произвольным. Сейчас мы выберем его так, 
чтобы 

т=и- $, (19) 

где $ определено формулой (8). Теперь число уравнений будет совпадать 
с числом неизвестных (.,..., [„, и для разрешимости системы (18) необ- 
ходимо и достаточно, чтобы был отличен от нуля детерминант * 


и, а р 


С ОО Е ОО 


4 1 1 
1—2 22 — 12 та | 
1% = п % т : (20) 
1 1 
2 2 2 
. т 
Де ОЭ Е т2:—2 


_.* Если $ =0, то в детерминанте надо писать только первые п строк; если $ =1, 
то последняя его строка состоит из одних единиц. 
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Для того чтобы убедиться, что О, =0, рассмотрим вспомогательный 
детерминант 


1 1 1 
реа ЕО Я, — 
1 1 1 
Е О В и, — Уп , 
й Л Бо 
21 28 оз ть 
д” т Иа а 


где все х; и У, различны между собой, причем т = п -- $ (относительно 
5 =0 или $ =1 см. сноску на стр. 534). Мы докажем, что Д (21,...,Ят». 


У1,.... Уп) при сделанных предположениях всегда не равен нулю, а 
так как 


[о =р я в т, м, а йа. (21) 


где Л, = А0, то, действительно, здесь все т; и у; различны между собой, 
а потому неравенство 2, ==0 будет доказано. 

Для вычисления 0 (21,..., Хш, У1,..., Уп) вычтем из всех элементов каж- 
дой колонны, кроме последней, элементы последней колонны; после 
этого в первых п строках в ]-й колонне будет стоять элемент 


. 


ее, -у) 


В так преобразованном детерминанте вынесем из К-й строки множитель 


Е (пля К =1, 2,...,п); тогда получим: 
т УК 


ПР (51, Яо, Жль Ул Уп) == 


Ят — #1 в — й 
я — Пален Зе 
й и — 21 Я Й 
5 П 1-5 т 1 У Я У 
(и — Ух) 
А 0 а 0 1 Е 
Е=1 
1—1... Лт т Хт 
Не во о ВИО 6 
8—1 $—1 $—1 8—1 8—1 
д — Ч Хт—1-— Ят Фт, 


Разложим этот детерминант по элементам п -|- 1-й строки;` в полученном 
после этого детерминанте из элементов каждой строки, начиная с п -- 2-й, 
вычтем. предыдущую строку, умноженную на 2»; после этсго из 7-й 


5* 
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колонны (/=1,2,..,т— 1) вынесем за скобку множитель ти — 7}; 
в результате найдем: 


Я 1 
т — Ти: — 91 
тр—1 а ао о Е о 
г (2 т 2;) 1 1 
НА = С 
П.Т Чт) = =8 > АХ т У 
И @„-—= 1 х 1 
Е=1 бт р 3 т 
8—2 5—2 
т ке: бт 


(знак -- или — здесь и дальше мы не уточняем, так как это для нас не 
важно). 
‚Если $ >2, то отсюда заключаем: 


т—1 
П бо) 
По, бт, Ур 9) == Ра... У № 
П (ах у) 
= 


Таким же образом мы переходим к Д (21, 4.,..., Хто, Ул»... Уп) ит. Д. ДО 


тех пор, пока не дойдем до детерминанта 0) (21,..., Хи, У1,..., Ул). Для 
его вычисления сначала действуем так же, как при переходе от 
О (%1,..., Ти, У...) к О(%1,....Ят-ь И,...Уа), но После разложе- 


ния преобразованного детерминанта по элементам п-- 1-й строки уже 
просто выносим за знак детерминанта общие множители, что дает: 


х п 
(#142 — 2) 
2=1 
Д (о, оды фени) Ра, Фа Ури Мн), 
П (21-42 — Ук) 
К=1 


где, теми же приемами, обнаруживаем, что 


Пен =) 
р (21,..-, бил, Ул»... , Уп) г А (2... т, У1,...› Уп), 


И (ти — Ук) 
К=1 


если положить 


1 1 1 
УХ а 7, — \ 
О \ (22) 
1 1 1 
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Соединяя все предыдущее, находим: 


я У) = 


т—1 т—3 п 
г (и — =) Ц (тт — 2) И (тп — 2) 
— = гы "- А (м Ин (23) 
Н аи) П аа): Пн 
де &—1 К=1 #1 


:л 


лонны элементы последней колонны; после вынесения за знак 'детерми- 
нанта общих множителей, найдем: 


п—1 :] | 1 

П (т, —2,) Ел Яи—1 — 1 

71 | 
Д (21,..., Хи, Уль Ут) = еее В, | 

П (=, — ур) 1 а 1 1 

#—1 21 —% а и 


Если теперь вычесть из элементов каждой строки элементы последней 
строки, вынести общие множители и разложить детерминант по элемен- 
там последней колонны, то получим: 


ЕЕ 


ПЕ п—1 


П а, —=2) И, -у) 
= К=1 } 
=— = я 58 И, Ул) 


Продолжая этст процессе, находим:" 

т 8—1 п 8—1 
ПП @,;-—=) ПП, -ж) 
о, Уиь М.) == В а (24) 


П т (, —8)) 


о у у И В, (25) 


Знак -- или — мы уточнять не будем, так как это нам нигде не по- 
надобится. Для нас важно, что если все 5; и у, между собой различны, 
то, как показывает формула (25), детерминант Д(21,..., Хть Ул»..., Ук). 
никогда не равен нулю. 

Как мы уже отмечали, отсюда вытекает, что О, = 0, а потому систему 
уравнений (18) можно разрешить относительно [;; после этого по фор- 


Для вычисления Д (21,..., Хп, Уль..., Уп) вычтем из элементов каждой ко- 
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муле (7) находим с; подставляем их в (3) и видим, что для любого р 
найдена функция Н (5), удовлетворяющая первым четырем условиям 
леммы. 

Для перехода к доказательству справедливости условия 5) заметим, 
что из (3), (4) и (7) следует: 


МЕ: 


не У1= У, (26) 


1=1 


° где [; — решения уравнений (18), а потому 


[615 | 


тде через 2%; и. минор элемента, стоящего в А-й строке и ]-Ий 
колонне детерминанта Л.. В силу (17) и (1), 


ТА, а (27) 


р° 
Ры 
ТР. 


л 6, п з С п 
[2% | = 357 | 5 бя | л МТ» (2) [42 < 5 о || 7» (2) | 
` 0 
(28) 
Поэтому из (26), (27) и (28), полагая 
Вы; 
1<)<т 
находим: 
ИИ (2) | < т 6-Г(ть п, 6) |7 (2 || (30) 


Оценим Г (т, п, 6). С этой целью заметим, что если обозначить через 
Ок; (51,..., т» Уз»... Уп) Минор элемента из К-й строки и ]-го столбца 
‚ в детерминанте 0 (21,..., Хш, У1,..., Уп), то получим: 

0 
В; 
По 


В; ие а з ^2) 
Я р т №) 


(31) 


Если < п, то 


Рь; (21, Х5,..., Ст» Эоььо ол (ть 2—1, 2-1. , Фть Ул,»...› У кл, Ук- ль. --› Уп) 


(32) 
Поэтому нам надо оценить 


Л (21... 1, у». Я» 91+, Ур» Ук». + > Ув) ых 
Ра 9) Зе 
в в т р—1 о 
П Пе, 5) ПШ Па,-=) ПП 9 -ч) 
т 181 а ЕЁ 
т р п : 
П Пе, -5) И а п Ш, У») 
Ю—1 8—1 $=1 р=1 8 =1 р=1 


7’ 


где знак ’ означает, что в произведении не фигурируют скобки, содер- 
жащие 1; или у,. После сокращения общих множителей числителя и 
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знаменателя будем иметь: 


О (21,..., Я Яра»: и» Ул Ук Ук-а»-- +» Ую) я 
оу) Е 


И-П -%) 


== т (33) 
Пе, —=) Пур) 
$8=1 Ф=1 
8+) РЕ 


Подставляя в (33) 2, =, уу = =, в силу (34) и (32) находим: 


п } 
Пали 1—9 


[3] Е 
| ты — я и для 15 Ки. (34) 
- 9 Ш Ш 
$=1 й=1 


На основании (29) и (34), 


т ГР Ш— 21 | — №6? | 


ни 1 р=1 8—1 5 
Г (т, п, 9) са 0"? Е 7 | 91 Кдл | т, п С 
1)<т | 
В+ —1 


Для оценки величины Г(т, п, 0) положим 
0 = га, (36) 


1 1 
где г — целое, а [4 <=. Если г=0, то а>0, и, в силу |%| <>, 


имеем: 
[ эт Адл, | = | зщ ла | >> 2% = 240. (37) 


Далее, 
т 


5 — 26| = П 15° — а? |<] $ = (т!)^. 
$=1 


$=1 $—=1 


Поэтому при г =0, в силу (37), 


т 
П [52 — ^26? | 


р (те 38 
Е (38) 


Если г == 0, то произведение 


т т 
[15 — 220?| = [8—9 |[($-- #0) 
8—1 #=1 


содержит множитель |" — 8 | = |%|. Но тогда 
АВ. |1: 12а т 39 
эт Абл | — |9пло | < 2 (39) 
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Кроме того, если & > 0, то 


т 7—1 т 
П 5—1 = По-+а-9 в-г-@< 
$5=1 8=1 8=и-4-1 
ВЕЕР 
7—1 т 
<По-1-9 П в-д=ни—м! 
$=1 8=7-1 


а тг 1)! 
ен) < Печ". 


1 


Отсюда и из (39) при г 0 иа>> 0 следует: 


И 52 — 220? | 
Ви 1 (®— г)! (в т! (т — га т +! 
В 8 т < 26 . `` 00 


Если же г -Е 0 ид 0, то 


т, т—1 т, 

8—9 = ее Пе-—г—-э«< 

—— 8=1 $=7-1 

< Пе-эе-—"- 9 =е- Ци! 
$=1 $1 


П (#5 ^0) = ]] ла) < Печ =" Ее, 


г| 
$=1 $5=1 $5=1 


откуда выводим: 


Пе ве 
8=1 1 (т—#-+ 1! (тг)! (тт! (а -т! 
"`зш|  < 7 . — 20 - (“40 


Сравнивая (39), (40) и (41), мы видим, что при любых г и о всегда 


п 152 — #26? | 
а (т — г) | (тг 4)! 
| 91 ол | < 20 ь 


Отсюда, в силу (35), имеем: 


а: | 
1 == 
Г (т, < орет. ШАХ, а Е т (т — т)! (т г + 1)!(42} 
15/5 Пе 
8—1 К=1 
857 ОЕ 


ъ 
Для оценки П |? — р20?| заметим, что если 7 — р0 > 0, то 
р=1 


[7 — 20| = — рб < т, 


и, аналогично, 
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а если / — р < 0, то 

| — 29| = рб —у< п; 

поэтому, учитывая, что т > п, заведомо имеем: 
п 


Пи - 2% <тПо- 20) < т (+4)... Оп) < т НТ (43) 
ф=1 Р=1 
Наконец, оценим знаменатель дроби в о (42). Мы имеем: 

т, 1—1 

Пе и ел Пе-эПе-л= ив 


8—1 Не 
$) 


_ ®+Ю!1"-—®! 
[17 —ю ен. 
Отсюда, из (42) и (43) получим: 


4 2—1 (те! (т — г) (т п) т" 
Г(т, п, 0) <2 [> а т (т ЕТ Г ЕК" 06° 


1<)<т 
Заметим, что если хи у— целые и у<х, то выражение 
(2! (2— у! 


при постоянном х растет вместе с у, а потому его наименьшее значение 
достигается при у= 1; в этом случае оно равно , 


(ее ба А (1 


и поэтому 
(т)! (т — Л (п В)! (п — 1 > (т!) (п. (45) 
Кроме тогс, из (36) следует: 
г< 0+1 <п-1 при Ёп, 
т. е. г< п, а так как выражение 


(тг 1)! (т— г)! 


растет вместе с г, то оно достигает максимума при Г = п; в этом случае 
оно равно 


(т-п- 1)! (т—п)! 


Отсюда, из формул (44), (45) и неравенств А<п, ] < т заключаем, что 


ет (т п 1)! (т — п)! (т п)! т" 
Г (т, п, < 2() тп АСИ 


1 \27—1 МН . 
=2{5) тп (т + п -- 1) И ПИ (46) 


До сих пор у нас число т было произвольным; точнее, в силу (19), мы 
имели т = п - $, где $ — любое. В случае, когла функция Н (5) имеет р 
производных, где р= 2, мы, в силу (8), имеем $ =п, а потому 

т; = 2п. (47) 
Подставляя это значение т в (46) и заметив, что Зи -- 1 < 4п, находим: 


1 21—1 ы 3п) 12 
Г(2л, п, 6)<16 (5) пе” бт. (48) 
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Применяя формулу Стирлинга, получаем: 
2—1 
Г(2п, п, < А, (5) п2С", (49) 


р 


Далее, подставляя в формулу (30) т = 2п и пользуясь (49), находим: 


3 


бе 
55 


тде А, и С — абсолютные константы (с= 


ГН (91 < 4» (1) "ист 


где А, — новая константа. Наконец, выбрав К °достаточно большим для 
того, чтобы 

Аотйе" = К” (50) 
для всех п, мы можем написать: 


ине к" (+) "Пт 


Таким образом, Н (1) удовлетворяет и последнему условию 5) леммы. 
Лемма 1 полностью доказана. 

Замечание. Если не требовать того, чтобы в лемме 1 условие 5) 
было выполнено для всех п, а ограничиться лишь И достаточно большими, то 
за константу К можно принять любое число, превосходящее С (напри- 
мер, К = 70), так как при этом условие (50) будет справедливо для всех 
достаточно больших п. 

Нам понадобится еще одна лемма, которая, как нам кажется, может 
иметь и самостоятельный интерес. 

ЛЕММА 2. Пусть е>0 и 6, 0<6<л, — любые числа, и пусть 
Т» (2) — произвольный нечетный тригонометрический полином порядка п. 


2 
Существует такая абсолютная константа В, что если 0 = р ‚ = 


и У удовлетворяет неравенству 


= И 7-е’ р 


то найдется нечетный тригонометрический полином О (т) порядка 2—1 
такой, что 

1) первые п коэффициентов Фурье у 0 (х) — те же, что у Т„ (т), 

2) |0 (х)| <: на (6, п), (52) 


3) 191 < (+) ть (53) 


Для доказательства возьмем функцию Н (2), которую мы строили в 
лемме 1 для случая р = и, т. е. 


2% 
Н (х) = Усзш7х на — 6, 9), г 
(х) Ра у 7 $ ( ) (54) 


Н (2) =0 вне (—0, 0), 


где числа с; подобраны так, чтобы условия леммы 1 были удовлетво- 
рены. Положим х = 6 для —д<х«ви 


ФИ =Н(6. 
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Тогда функция Ф (1) будет определена на — л< < л уравнением 
. 21% 


Ф (8 = См с; 1 7, 


= 
т. е. является тригонометрическим полиномом порядка 2и. По неравен- 
ству С. Н. Бернштейна и в силу (54), при любом р имеем: 
1 (|< (21 Ф (0 = (п)? шах [ (2) | = (2и)*|Н (9). = (65) 
Но для —60<1<0 


Н® (п (Рф 
«= (+) Ф° 6, 
а вне (—6, д) 

Н®) (5) = 0. 
Поэтому, в силу (55), 


1” |< (5) ан 


Если теперь положить р =2п, то из (2) находим: 


Нч (ь) ук" (5 ть 


т. е 
' т Л с п | 
"(91 < (>) Крит (а, (56) 
где А, =4АК — новая константа. Установив это, положим 
- 7 (2) =Н (2) — Ть(2). (57) 
Тогда ясно, что функция /(5) нечетная, что 
7 (<) = — Т» (2) на [0, п] (58) 
и что (5) имеет вид 
71(=®) = 7 Вуз Ах, (59) 
п-т 
потому что первые и коэффициентов Фурье у Н (5х) и Т„(2) одинаковы. 
Так как 
1” (в) = НН (5) — "= (60) 
и, в силу неравенства С. Н. Бернштейна, 
ле” (9) < ие" (2) |, (61) 


то из (56), (60) и (61) заключаем: 
Ге [ 5-Я | пять) 1< 2 ($) "Крят 


ТГ. (2)]. (62) 


Как известно [см., например, (?), стр. 122], если функция / (5) имеет 
непрерывную производную порядка К, то для любого у 


Жи (К) - 
вре, (63) 


где Е, (/) — наилучшее приближение /(х) тригонометрическими полино- 
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мами порядка не выше %. Поэтому, полагая К = 2п, находим из (62) и (63): 


м, 1Т, (1 


й, < 2к?:(5) т о (64) 


у 
где 
К. = 12?К, = (24)*К. 


Обозначим через 5,(2) частные суммы ряда Фурье для ]{(2) и через 
т, (2) — сумму Валле Пуссена 
5, (#) + 5,4, (2) Ве Е, т (22) й 


ту (2) == у ? 


тогда т, (2) есть нечетный тригонометрический полином порядка 2—1 
и, в силу (59), его первые п коэффициентов Фурье равны нулю. 

На-основании известных свойств сумм Валле Пуссена и формулы (64), 
имеем для —л< < л: 


т т @. (2) 
|7 (2) — т, (2) | < 4, (1) < 8Кь т п о {65} 


Положим О, т 
В =УЗА, = 48 У2К; (66) 


тогда из (65) находим: 


И 2%, те - ро ИТ, (=) | \ 
| о В (67) 
До сих пор у было произвольным; полагая 
: 
"=, (68) 
выберем у таким, чтобы 
п \2" & 
[5] д ПТ. ©’ (69) 


и рассмотрим полином т,(5х), взятый для выбранного значения у. Тогда 
из (67), (68) и (69) следует: 


[1 (4) — т, (2)| < —п<тж<л. (70) 
Но, в силу (58), полагая | 
О (2) = Т»ь (5) - т, (2), (71) 
имеем: 
|О (1) | < е на [5, м]. (72) 


Таким образом, удовлетворено условие 2) леммы 2, 

Далее, О (х), как и т,(2), есть нечетный тригонометрический полином 
порядка 2—1. Из того, что у т,(2) первые и коэффициентов Фурье 
равны нулю, следует, что у 0 (1) первые и коэффициентов Фурье - - те же, 
что у Т»(2). Наконец, из (70), (74) и (57) выводим: 


19 (2) |< = || Г (2) | НУ (@®) | <=+21| 7 (2) | Я (9 ||. 


Не нарушая общности рассуждений, мы всегда можем считать 
ё<|Т, (2) |; тогда имеем: 


| © (2) | < 317» (®) | ИН (@1, 
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а потому, в силу (2) и (66) (учитывая, что А < 70), получаем: 


од [к" ($) +3 тебе < в" (Ут. 


Отсюда, в силу (68), следует, что (53) выполнено, т. е. условие 3) лем- 
мы 2 тоже удовлетворено *. 


Таким образом, лемма 2 полностью доказана, поскольку выбор У 
из (69) и (51) один и тот же. 

Доказательство теоремы. Пусть функция 2(А){ со, а в 
остальном произвольна. Найдем столь большое Ко, чтобы 


2В 


У < 1 при > А, (73) 
где В — константа из леммы 2. 
Положим 
р 
= при КД, 
Ре 
|. = 2 при {< и 
у У: (Ко) |: 
Ясно, что п, | 0, и из (73) следует: 
1 
Е (ее. >), (75) 
Положим 
ВИ. (76) 


Тогда 6, | Ои 0, < 1, в силу (73) и (74). Отсюда, полагая 
баб. п, (77) 


имеем: 030, < лид, |0. Пусть п<т<...<щ <... им < 
<...<\<...— две последовательности целых чисел, которые мы 
определим по индукции так: положим 


В, С 
1 


Пусть Пл, П,...,Пк и %,,\,...,\к Уже определены, причем для всякого 
] < 
п; 
= (78) 
1; 


и, кроме того, 
п; = 2%; —1 (7 — 7. 3, ... К). (79) 


Тогда полагаем п;-, = 2%, —1, затем определяем у;,+, из условия (78), 
где надо положить 7 = -Р Ц, ит. д. 
В силу (78), для любого К теперь имеем; 


аи 
Е 
ПЕ 


* Константу В можно принять равной 24? = 576; впрочем, все встречающиеся 
здесь константы оценены очень грубо, я подчеркиваю лишь, что они абсолютные. 
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Поэтому из (79) заключаем: 
п 
пы < 2 — ЕТ. 
"х 
Но тогда, в силу (74), 


м-в (® для АА, (80) 


пу 


Установим одно неравенство, связывающее числа п,,, У» и \,, которое 
понадобится для дальнейшего. Так как из (78) следует, что 


А (81) 
"А 
то прежде всего отметим справедливость неравенства 
па 271 
И < ь. ы. 
Далее, из (81), (74) и (79) получаем: 
о а 151 ео 
к р. 


(эта оценка весьма груба, так как в силу (66) число В очень велико, 
а для получения (83) достаточно В >> 2). В силу (83), во всяком случае 
Аи + м-+...- 0 < 21%; поэтому из (81) имеем: 


в 
м 


а так как числа ", монотонно убывают, то и подавно 


ту; : 
& т2”* = МЕ, 


п, 2 
—_ < |”... м. 84 
м Ш 2 ок т; ( } 
Неравенство (84) позголит нам голучить ряд из синусов, который удовле- 
творяет условиям теоремы. 


Пусть 
5, (2): =91 (т) ев, 


Если в лемме 2 положить = 11, Г» (2) =зшх, п=ш=1 у=м и 
п = 1, то в силу (89), (76) и (77) найдется такой нечетный тригонс- 
метрический полином О(х) порядка 2^.—1, у которого первый коэф- 
фициент равен 1, как у зшх, причем 


|0 (+) | < "1 на [61, л] 


| о 4 
10 (=) 1 < (+. | зщ 2 || = ыы 
Положим 5», (х) = 0 (1), где п. = 2%, — 1; тогда 


|, (2) | <": на [51, м] 


| т 1 
1.5», (2) || < И (85) 


причем коэффициент при зил у 5», (5) равен 1, как у 69», (2). 
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Если в лемме 2 положить 
Т» (1) = 9, (1), в=\»; 


то для у, удовлетворяющего условию 


И ов 
(в) Зы (98 
найдется полином 0 (5х) порядка 2у —1, для которого 


[О (2) | < из на (8», л) 


191 < (2) 15, |. 
Но в силу (84) и (85) имеем: 


2т 
и т 
( НО 
и поэтому неравенство (86) выполнено для % =\.. Значит, можно найти 
полином 9, (1) порядка пз = 2%, —1, для которого. 


|5, (2) | < 1» на (8», л) 


151 < (#)"15. 91 < (1) (2) 
в силу (85). 
Допустим, что мы уже рае, нечетные тригонометрические поли- 
номы 
5, (2), 5, (2), ...,9т; (2) 
такие, что | 


|5»; (2) | < п; на (6;, п) (87} 


15,1 (1) "(1)"... 


Тогда, в силу (84) и (88), имеем: 


п; 


ве бт (Нал Е (88) 


В т 2 п ПА 
Е и < Г © (=) || ° 


Следовательно, полагая в лемме 2 
$: == Тр», Т» (2) = 5" (2), 


мы можем найти нечетный тригонометрический полином 6», + (7) поряд- 
ка пк: = 2%, —1, у которого первые п» коэффициентов Фурье — те же, 
что у 5», (2), причем | 

ты (2) | =: т; на (6», л) 


9ы@ 1 < (115.1 (1.)"..- 


Таким образом, для ] =А--1 условия (86) и (87) снова выполнены. 
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Пусть теперь 


со 

Я Ви, зп их (89) 

п=1 
›— тригонометрический ряд, у которого 6, =1 и для пк < п < пк (Ё > 2) 
коэффициент 6, — тот же, что при зшилх в полиноме 65„,(л). В силу 
построения этих полиномов ясно, что 5», (1) являются частными суммами 
ряда (89) с индексами их и эти индексы удовлетворяют условию (80). 
Так как 6,->0, то для любого 6 > 0 найдется такое №,, что 6, < для 
К >А,. Поэтому, в силу (87), имеем: 


[5 (2) | < "„_, на (8, м) 


при К > №, а так как 1,->0, то 5»„,(2) равномерно сходится к нулю 
на всяком (6, л). Кроме того, ряд (89) сходится к нулю при х=0, и, 
таким образом, теорема полностью доказана. 


Поступило 
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О КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЯХ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


АХ} (2) 
ф (2) 


(Е > 1) для функций } и пар [7, # |, образующих 


В работе изучается поведение отношения 


ний @® М8) 

ФИ ’ $ 
некоторые резидуальные множества * соответственно в пространстве не- 
прерывных функций и в квадрате этого пространства. Полученные те- 
оремы не имеют точных аналогов при К =1; в этом случае имеют место 
несколько более слабые утверждения. 


и пар отноше- 


Введение 


В $ 1 рассматриваются действительные функции, определенные и не 
прерывные на сегменте [0,2л]. Пусть С ([0,2л]) — банахово пространство 
всех таких функций / (с обычным определением операций и нормой || | || = 


= шах |/(5)|) и пусть АЁ7 (2) (26[0,2л], х- М 6[О,2л]) — несимметри- 


0<х<2т 
ческая разность А-го порядка (Ё > 1) функции ] с шагом # в точке х, т. е. 


К 
5 = < 1 ем. 


Зададим в промежутке (0,2л] положительную функцию ф(Й. В $1 изу- 
АЕ (2) 
Ф (1) 
торое резидуальное множество в пространстве С ([0,2л]) (теорема 1 и 
следствия 1 и 2). 
Пусть С? ([0,2л]) = С ([0,2л]  х С (10,2 ]) — пространство всех пар функ- 
ций |}, 2], где / и © принадлежат С ([0,2л]), с метрикой 


чается поведение отношения для функций ], образующих неко- 


р([1, 81, 1, 811) = шах (|1 — № ||с(то.2= 1) ‚8 — #1 Исдозят ) 


и обычным определением операций над парами. 


‚Ре а ЕС) 
В $2 изучается поведение пар отношений ое р 


[/, 8], образующих некоторое резидуальное множество в пространстве 


С: ([0,2л]). 


для пар 


* Множество М пространства Р называется резидуальным в пространстве Р, если 
дополнение Р\\М будет множеством 1-й категории в Р. 
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При исследовании вопросов, изложенных в настоящей работе, основ- 
ными отправными результатами послужили. следующие теоремы (для слу- 
чая К = 1). 
А. Пусть ф(4) — положительная функция на (0, 1|, Не (#)=0. 
—0 


Тогда в пространстве С ([0,1]) будет резидуальным множество всех функ- 
ций ], для каждой из которых при почти всех х6[0,1) имеют место 
равенства: 
= 71% -—/(®) _ А маы р рывы м Храме 
ны ФЕИ Е Ф() 2 
(см. Ярник (3), теорема ПЦ]. 

Б. Пусть $ф(#) — нечетная непрерывная функция на [— 1,1], $Ф(1)>0 
для 6 (0,1]. Тогда в пространстве С ([0,1]) существует такое резидуаль- 
ное множество, что любая функция | из него обладает свойством: для лю- 
бых данных чисел хиа, 0<:<1, — с <а< - оо, существует последо- 
вательность {} такая, что 1, = 0, -50, 

(2 +ь,) — 1 @) 
Ф (1) 
(здесь не обязательно все #„, начиная с некоторого, положительны) [см. 
Ярник(5)]. 

В. В пространстве С? ([0,1]) существует резидуальное множество пар 
[1, &], обладающих следующим свойством: имеется множество Е ([}, 8]) 
меры нуль такое, что для любых данных действительных чисел т, аиб, 
х6[0,1) \ Е(17, 8), — © За<- о, — © << - с, существует по- 
следовательность {}(п_>1) такая, что в, > 0, и—0 и имеют место 
соотношения: 

а а (*) 


п п 


(©, ®) 


—а (по) 


Если не требовать, чтобы 1, —0-, а только требовать, чтобы 
и —0, 1, = 0, то выбор последовательности {1}, удовлетворяющей соотно- 
шениям (*), можно осуществить для всех 26 (0,1) и пар [7], 8] некоторого 
резидуального множества [см. Крейчи (3)]. 

Доказываемые ниже (для случая К > 1) теорема 1, следствие 1 и те- 
орема 3 являются усиленными аналогами теорем А, Б и В (ибо нет 
исключительных множеств меры нуль, а все числа &, > 0). 

Ради краткости изложения (в отдельных местах) мы приводим тео- 
ремы для пространств С ([0,2л]) и С? ([0,2л]), но эти теоремы тем же ме- 
тодом доказываются для пространств С ([а, 6]) и С”([а, 8]) п>2), 
где [а, 6] — любой конечный сегмент. Ниже вместо С ([0,2л]) и С? ([0,2л]) 
будем для краткости писать С и С2?. 

АЕ] (2) 
Ф(Й 

В случае & =1 из известных в литературе результатов вытекает сле- 
дующее утверждение: 

В пространстве С == С ([0,2п]) множество М всех функций ЕС, для 
которых при всех 6 [0,2л) 


(#0 -—] (1) 


1 ра ани (1.1). 


$ 1. О поведении отношения 
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будет пустым при Та 


«с и 6у0ет непустым множеством 1-й 
#->0-- т 


категории при Иа 
>04 Ф (1) 
Действительно, как известно, при $(1) = и любой функции / ЕС ра- 
венство (1.1) не выполняется для несчетного множества значений х [см., 


например, теорему 1 в работе Ярника (1)]. Отсюда следует, что при 


— со (предполагается, что $ (1) >> 0 на (0,2 *]. 


не существует функции /6С, для которой при всех х6[0,2л) имеет мес- 
то равенство (1.1). 
Пусть теперь 


7 


-—0-- Ф (И 
или, что то же, 

25- 
Возьмем ](5)=х на [0,2л]. Тогда равенство (1.1) будет выполняться 
при всех 56[0,2л). Следовательно М не пусто. Докажем, что М 
будет множеством 1-й категории в пространстве С. Рассмотрим два 
случая. 

1) Пусть ша т < со. Тогда, как следует из результата Сакса (“), 


20+ 
будет резидуальным в пространетве С множество всех функций ЕС, 


для каждой из которых существует множество мощности континуума 
значений х, при которых 


Следовательно, рассматриваемое нами множество М будет 1-й категорь. 
в пространстве С. 
ФО 
2) Пусть Нш-?® — со. Как показано Ярником [см. (3), $1, заме- 


1-—0-- 
чание к теореме Ш], в этом случае будет резидуальным в пространстве 


С множество всех функций /6С, для каждой из которых при некото- 
ром #=2(/) 6 (0,25) | 

В" 

0-Е ф (1) 
Следовательно, и в этом случае множество ЛМ будет 1-й категории в 
пространстве С. 

В случае разностей порядков выше первого результат оказывается 
иным. Как показывает приводимая ниже ‘теорема 1, при К > 1 (и при 
Пшф (й=0) множество всех функций / ЕС, для которых при всех д 6 [0,2л) 

АЕ] (2) 


О Ы 


будет резидуальным в пространстве С. 
6* 
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ПОВ ни 


ТЕОРЕМА 1. Пусть Ф(1) — положительная функция на (0, 24], 
— Ф(В =0и Е > 1— натуральное число. Тогда в пространстве С будет 


я множество $5, всех функций 1 ЕС, для которых при каж- 
дом х6[0,2л) одновременно имеют место два равенства: 


АЙ (о) 
ПЕНЫ МА, АВ И 
‚= А ($) 
| Па 
1—>0-— ф (1) = 


При К =1 имеет место аналог теоремы 1 с точностью до множеств 
меры нуль (см. теорему А введения). 

Отметим, что теорема 1 содержит в себе утверждение 1) для 4] 
теоремы 1 работы (4), согласно которому множество всех функций / ЕС... 
(С. — класс всех непрерывных функций периода 2л), для которых при 
каждом 5 

па 7) 
+4  Ф(0 
будет резидуальным в пространстве С». 

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что 

ф() не убывает на (0,2л] и 


т. ’ 


а г Зи® 


(соответствующее рассуждение имеется в доказательстве теоремы 1 ра- 
боты (“)). 

1) Построим функцию / 6 С.„, для которой при всех х имеют место ра- 
венства (1.2) и (1.3). 

Пусть 6, — некоторое натуральное число. Мы имеем: 


К 
4 Ар Ь 2. Е а 
Асов (1) зп би (= 5 ) з^ —5 (К нечетное), 
к 
| (-1)*2 60$ 6 (+5 5) зп. ше" (Е четное). 


При К>1 для любого действительного числа х можно подобрать числа 
:,п, ы,п такие, что 


1 ’ 
<, <" <, 
ка 
м [(—1) * с0з6,2] >а4>0, 
вы (К нечетное) 


А [(—1) 2 с0з6,2)] < —а 


х, 
ИЛИ 
к 


в (= 1) 2 соз ара, 
1 = (К четное), 
А В 1) * соб 
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где г, $, 4— константы (при фиксированном /), причем г>0, 52” 


/ л 19 2 п 
= == = = = Па 
(можно ВЗЯТЬ Г = 3), 5 п Е АИ т 


Пусть >> 1 нечетное. Тогда при 6,26 |, я] (шо 2л) полагаем 


аи 


при 6,2 Е (= 0, 2л (шо@2л) выбираем 1, „, О<Ь „< 2л, так, чтобы 


"| 


при 6х | > п] (шод 2л) выбираем м о. < 2п, так, чтобы 


.( 
15л 


при Е [^ | (шо 2л) полагаем 


т д 
| = 946 (то@а2м); 


п 17 
) =я6 7 (под 2л); 


Если К четное, то $. пи &:„ можно выбрать аналогичным образом. 
Подберем числа а„ > 0.и натуральные В, (п =1, 2,...) так, как ука- 
зано при доказательстве теоремы 1 работы (“), и положим 
Е © 
ты 1) ° Уа:созбх (К нечетное), 
+1 
0) == 
АЕ 
> Пе р а: с036:х (Ё четное). 
1$=1 
(Дальнейшие рассуждения мы проведем для случая нечетного №; в слу- 
чае четного К рассуждения аналогичны.) Тогда 


вы 
А. = Хам (—1).° ©0882]. 


При п>2 и любом фиксированном х имеем: 
Ем. п—1 


ДЕ, „/ (2) > ав! м 1) * с0з6,2] — № а; | А! 260$ 6% | — 


{=1 
со 
р 
я а: | А, вс08 д |. 
1=п-1 
Согласно сказанному выше, 


А [(— ИА: — с036,<] > 


хп 
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Поэтому так же, как в работе (“), получаем при указанном выборе а» 
и 6», что при всех достаточно больших п 


48 „! (2) а 
Ого 
Следовательно, при любом х для функции /](7) выполняется равенство. 
(4.2). 

Докажем выполнение равенства (1.3). При п > 2 и любом х, согласно 
выбору #.„ и оценкам в доказательстве теоремы 1 работы (“), имеем: 


ео п—1 

к (а А [(—1) * совы + ХА созбд | -- 
РО Их, п = хп 

+ у а | А, созх| < зананыий г а оао у а. 
1=т-Е1 Их, п и, Я—1 2=и-1 

Отсюда получаем, что 

А", 1 (+) ы 
1х, т — а,а (2) к К 2% > 

о 

е $ (5, 5, Ф ( т ф 5. ) ета 


Далее, аналогично работе (4), находим, что при всех достаточно боль- 
ших п 
Ав 1) : 
хп 
м < (-— < РОТ” 
Ф (1, п) 


Отсюда следует выполнение равенства (1.3). 
2) Докажем резидуальность множества Эзхк в пространстве С. Пусть и — 
‘ 
натуральное число. Обозначим через Л» (соответственно М») множество 
всех функций /6С, для каждой из которых существует по крайней ме- 


1 
ре одно значение х6 [0,2л —=| такое, что при всех &, 0< _ Е 
АЕ] (+) / АК} (2) 
—__<п а 
Ф( < ( соответотвенно О ) 


Эти множества замкнуты в пространстве С (что доказывается аналогич- 


но тому, как доказывалась замкнутость множеств в в работе (“)). Мы 
Ф, } 
имеем: 


С\$, „= И М». - И М. 
Пй=1 П=1 
со 
о $... есть множество типа С5 в пространстве С. Дока- 
жем, что 9,, всюду плотно в пространстве С. Возьмем некоторую функ- 
цию]. 69. а алгебраический полином р (2). Покажем, что сумма 


Ио ре 5 „. Пусть 


р = шах [р (2) 
2п 
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При 26[0,2л), 2 -- №6[0,2л] будем иметь: 


| ЕР (=) | Ир 3 
$0 0 <^ 
(16 вр т <), 
А (НР) (2) _ Ай (а) ы (А -Р) (2) _ А (9) 
О ТОЬА Е о 


Отсюда следует, что 1 рЕУ. ‚ (при любом алгебраическом полиноме 
р(2)). Так как полиномы р(2) лежат всюду плотно в пространстве С, то 
множество а всюду плотно в С. Но, как известно [см., например, (°), 
гл. ГУ, теорема 29; гл. УП, $ 7], в полном метрическом пространстве 
всюду плотное множество тина Сь будет резидуальным. Поэтому ®> х 
резидуальное множество в пространстве С. 

Отметим два следствия теоремы 1. 

Следствие 1. Пусть ф(1) — положительная непрерывная функция 
на (0,2з], д ф( =Ои Ё>> 1 — натуральное число. Тогда любая функ- 

ия 


ция } из резидуального множества $> ‚ теоремы 1 обладает свойством: 


для любых данных чисел тина, О%х<2л, — о <а<- оо, существу- 
ет последовательность {в} (п>1) такая, что &, > 0, &в-0, 

АТ 1 (=) 

00 —а (п—> со). 

Доказательство. При а = + © иа= — со следствие 1 сводит- 
ся к теореме 4. Пусть теперь фиксированы произвольно числа д иа, 
хе [0,2л), — о «а< - оо. Рассмотрим последовательности 0. 
Н — 0}, РЕ #.->0, такие, что 

А, 1 (2) АТ 7 (2) 
Е, нь (п-—> оо). 


Ф (1) Ф (#,) 
А 


2п— 
При фиксированном х функция от { ——_— непрерывна для #6 (о, =). 


-Ф(_ Г. 
Поэтому существует такая последовательность {1}, ш>0, &->0, что 
даже 
АЕ, 7 (=) 
—Ф@)_ 
Это следствие не имеет точного аналога при К = 1; в этом случае 
имеет место предложение, в котором не обязательно все {„, начиная с 
некоторого, положительны (см. теорему Б введения). 
Следствие 2. Пусть ф() — положительная функция на (0,21, 
нЕ ф( =0, > 1 — натуральное число. Обозначим через 5, к множе- 


= а. 


0 всех функций }ЕС, для которых при некотором ту = 2(]) Е [0,2л) 
существует (конечный или бесконечный) предел 


ТИ | АХ; (2) | 
1->0-- ф (#) ; 


При К> 1 множество %+, ‚ будет 1-й категории в пространстве С. 
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Доказательство. Пусть 
ТАУ (00) 
Е 
1->0- ф (2) 
Отсюда следует, что либо 


= {. 


либо 


Значит, СС ел, где 9» — резидуальное множество теоремы 1. Сле- 
довательно, множество %,» будет 1-й категории в пространстве С. 
Предположим, что К =1. Рассмотрим два случая. 


1) Пусть Ша 0 < со, или, что то же, 
>о- 
Ф() =О( (1>0--). 


Тогда, как следует из результата Сакса (2), в пространстве С будет ре- 
зидуальным множество всех функций /6С, для каждой из которых су- 
ществует множество мощности континуума значений х, при которых 
На 9—7 
->о- Ф( 
Следовательно, в этом случае множество %,, будет резидуальным в 
пространстве С (и мы не получаем аналогии со следствием 2). 
2) Пусть 
и ®@ — = 55. 
Но 
В этом случае, как следует из теоремы Ауэрбаха и Банаха [см. ($), 
теорема 1] и теоремы Ярника [см. (3), теорема Ш], будет резидуальным 
в пространстве С множество А всех функций /6С, для которых при 
каждом 26[0,2л) одновременно имеют место соотношения: 


Уи 


— Ф (1) ме Е 
=—/@+)—] (1) 

и 20, (1.5) 
: @-)—1 06) 

и С < 0. (1.6) 


Возьмем любую функцию /6 А. Предположим, что при некотором 
2. 6[0,2л) существует (конечный или бесконечный) ‘предел 


. [1 (20 + 8) — (то) | 
не Ф() ыд> Е 


Тогда из (1.4) следует, что [ = - оо. Из (1.7) (при [= - со) вытекает, 
что либо 

| 1 (0- ) — 1 (2) ы= 
г Ф(И) ыы. 
либо 

В А (ж-- #) — 1 (2) а 

0+ Ф(1) 


КОНЕЧНЫЕ РАЗНОСТИ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 557 


Но то и другое несовместимо с соотношениями (1.5) и (1.6). Значит, 
%1СС\ А и, следовательно, 1 будет множеством 1-й категории в С. 
В этом случае мы получаем результат, аналогичный следствию 2. 
Итак, при А = 1 множество 3. + будет резидуальным в пространстве С, 
если 
Па 
ыы 


и %,„: будет множеством 1-й категории, если 


Отметим, что для любой функции ф(#), удовлетворяющей условию след- 
ствия 2, при К =1 будет множеством 1-й категории в пространстве С 
множество 31 всех функций ЕС, для каждой из которых существует 


конечный или бесконечный) предел 
у 1.7’ 
о (2) (1.7) 
на множестве Е (]) не меры 0. 
Действительно, из равенства (1.7’) следует, что либо 


т Те 9-7) #(%), 


1->0- Ф (#) 
либо 
зе О ее 
р Ф(1) Я). 


Так будет при каждом хе Ё()). Значит, реа С\\ А., где А, — резидуаль- 
ное (по теореме П работы (3)) множество в пространстве С функций /, 
для которых почти всюду на [0,2 л) одновременно выполняются соотно- 
шения: 


— (Е ] (2) ПЛО Ш 
ЕО ее 


Поэтому %.,: будет множеством 1-й категории в пространстве С. 
.‚ М/@) М8) 
8 2. О поведении: пар отношений м 


Докажем две теоремы. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть ф(Г) — положительная функция на (0,2п] 
Вт Ф( =Ои > 1 — натуральное число. Тогда в пространстве С 
= 


будет резидуальным множество В всех пар [}, 8] Е С*, обладающих свой- 
ством: для любого данного числа 16 [0,2п) существуют четыре последова- 


тельности {1%} (#=1,2,3,4;п=1,2,...) такие, что #0 > 0,80 (оо), 


А" (=) Ат (+) 

Е ры РИ, в 
Ар / (@) Аш Е (@) 

ее оны унлеис я 
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Е п 


Ав) / (2) АЕ (+) № 
С о 
А / (=) А 8 (2) 

И оо, о) (28) — (2.4) 


Доказательство. Множество всех пар [/, 2] 6 С°, таких, что при 
каждом х6[0,2л) существует последовательность р О-о. для 
которой выполняются оба соотношения (2. #), обозначим при # = 1,2, 3,4 
соответственно через о, со бою, И оо. Тогда В 
есть пересечение множеств 9% с индексами. Для доказательства резиду- 
альности множества А достаточно доказать резидуальность множеств 9%. 
Эта резидуальность не следует непосредственно из теоремы 1, ибо мно- 
жество пар [/, /] и множество пар [1, —/], где } — любая функция из С, 
будут (замкнутыми) нигде не плотными множествами в пространстве С°. 
При доказательстве резидуальности можно, без ограничения общности, 
считать, что 

и 
ых Ф (1) < ыы 
(соответствующее рассуждение имеется в доказательстве теоремы 1 ра- 
боты (“)). 

Докажем резидуальность множества %15,4= в пространстве С”. 

Пусть п — натуральное число. Обозначим через А„ множество всех пар 


функций [], 8] 6 С?, обладающих свойством: каждому числу хЕ [0,2 л— . | 


соответствует некоторое число $, == {и ([7, 8]), < &< ее ‚ такое, что 
одновременно выполняются неравенства: 
Ат 1 (2) АТ Е (2) 
ЕЕ п =>, . 
рег уе а ео 
Мы имеем: 
со 
35 со, оо = П Ап. 
п=1 


Покажем, что А„ — открытое множество в пространстве С?. Рассмотрим 
его дополнение В„ = С*\\ Аи. Это есть множество всех пар [1,5] 6 С?, обла- 


дающих свойством: существует такое число 26 [0,2 л— = ‚ что при 
п 


любом #, о. не выполняется по крайней мере одно из нера- 
венств (2.5), значит, при любом фиксированном #,0< м либо 
ДЕ 1 (о) 
$0 <” 
либо 
ДЕ Е (то) 
Ф(1) 
либо имеют место оба этих неравенства, Множество В» замкнуто в про- 
странстве (С?, что доказываетсн’” аналогично тому, как была доказана 


< п, 
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замкнутость множеств о. в работе (“). (Следовательно, множество 
о, будет типа Сь в пространстве С?. Докажем, что 1» всюду 
плотно в пространстве С?. Возьмем некоторую функцию лее и любые 
алгебраические полиномы р(2), 4(2). Покажем, что 


| Ш-р, В+ 9] © о, оо. 
Так как 
к 
ое 9) 5. 
то существует такое постоянное число М (р, 9), что при х6[0,2л), 
д -- ЕЁ [0,2 м] будем иметь: 


[4Ёр (| 14а (2) | 
ПОСТ] 
Тогда при указанных ди 


А (п + Р) (2) __ АЁл (2) 
ф (2) = 98) 

м9 @) _ М (2) 
Ф (2) = ф(1) 


Отсюда ясно, что [1 | р, /1 + 916 %+»,-+о. Так как р и 9 — любые ал- 
гебраические полиномы, то %:»,1= всюду плотно в пространстве С*. 

Мы доказали, что множество 9%,» является всюду плотным мно- 
жеством типа Сь в пространстве С?. Отсюда следует, что %+ ‚+ явля- 
ется резидуальным в пространстве С”. Резидуальность остальных мно- 
жеств 9% с индексами доказывается аналогично (при доказательстве 
всюду плотности множеств %1»_ю И %_„х-= рассматриваем пары 


т = р, =) = 9]). 
ТЕОРЕМА 3. Пусть положительная функция ф (1) на (0,2 п] такова, 


< \. 


\ 


—М, 


— М. 


к 

.: ке + 

что существует конечный предел Пт а с, где К >1 — некоторое за- 
>0-- 


данное натуральное число, причем если с =0, то будем предполагать, 
что функция ф(№ не убывает, непрерывна и Итф(1) =0. Тогда в про- 
1—0- 


странстве С? будет резидуальным множество 5% всех пар 1}, | Е С*, 
обладающих свойством: для любых данных действительных чисел т, а и 
Ь, 0<х<2п, — оао, — © << - о, существует последова- 
тельность {1} (п >1) такая, что В, >0, щв-0, 
АЕ 1 (#2) АЕ Е (2) 
а . = (п-> оо). (2.6) 
Эта теорема не имеет точного аналога при К =1 (см. теорему В 
введения). 
Доказательство. Пусть а, В, т, д — рациональные числа, & < В, 
18 и п натуральное число. Обозначим через А(п; а, В; т, 5) множе- 
ство всех пар функций [/], 8] 6 С*, обладающих свойством: каждому числу 


1 
2 в[ 0,2л — я соответствует некоторое число # == &,.н (р, 8]), < &< =’ 
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такое, что одновременно выполняются неравенства: 


1 (2) АЕ. 8 (2) 
Не а 
А 


Мы имеем: 
% = П А (п; 0, В; т, 6), 
п;а,В; 
\,5 
где п пробегает все натуральные числа, %, В. $ пробегают все рацио- 


нальные числа так, что & < В, т< 6. Включение 


еп Ао, В.О) 
о - В 


очевидно из соотношений (2.6) (если взять в них, например, а = 5, 


= 1+) . Включение 
ПА (п; а, В; т, 6) 9% 


можно доказать аналогично доказательству одного включения в работе (5), 
Действительно, пусть 26 [0,2 л), — < За - о, — ©<Ь<- о, 


ЕП А(п; в, В;Т, 6). 
т;а, 8; 
*,5 
При всех достаточно больших п имеем: 26 [0,2 *— = . Выберем раци- 
ональные числа ош, Ви, Ти, 6, так, чтобы 


би < В», би->а, Вь->а, тк бы, Та->б, би: 


Так как [], 8] 6 А (п; о», Ви; Тв, дп), то существует такое {х„, 0< РЕ 


что одновременно выполняются неравенства: 


А „7 (2) Аи (2) . 
< ое.) № т т. 


Значит, последовательность {#, ={.„} такова, что имеют место соотно- 
шения (2.6). 

Дополнение В (п; , В; т, 6) множества А(п; о, В; 7, 8) — это множе- 
ство всех пар [7, 8] 6 С?, обладающих свойством: существует такое число 


1 
Е [0,2=— =| ‚ что при любом +1, 90<Е< — ‚ не выполняется по край- 


ней мере одно из неравенств 


АЕ У (2 АЕ Е (2) 
$0. р и СО 


Значит, выполняется по крайней мере одно из неравенств 


С =. 


4# 1 (2) ав Ва 


Ф (2) 21 РР 


Множества В (п; о, В; т, 6) замкнуты в пространстве С?. Действительно, 
пусть 


м 
О > р: 


{[Р, 81} С В (п; а, В 1,8) (1=1,2,...) 
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{А в} — [7, 8] 
в метрике а С?. Пусть 6 [0,2*— = таково, что при лю- 


бом БО<Ех < ‚ выполняется по крайней мере одно из неравенств 


АЕ (ая) ав В—а 
Р-Я, (2.7) 
АЕ ва (21) в 

ныУ Ро» Вет — 5 (2.9) 


Без ограничения общности можно предположить, что х:- Ё, где 
560, 2п— = (в противном случае мы из {[/, 2} выбрали бы подпо- 


следовательность). Тогда 
АР р (в) > №18), АЕ (2) —> Аге (Е). 


- 
Возьмем произвольно некоторое &, 0<1< ;.. Для него при бесконечно 
многих значениях & выполняется по ие мере одно из неравенств 
(2.7), (2.8). Отсюда следует, что будет выполняться по крайней мере 
одно из неравенств 


41 (=) ав Ва о 9—1 
Ра ео 


Значит, [/, 8] ЕВ (п; в, В; Т, 8). 
Отметим, что 


(2% = 0 В (п; о, 3; Т, 5). 
не 
Рассмотрим следующие случаи. 
1) Пусть функция ф (1 =й (>> 1). Докажем, что каждое множество 
А (п; “,3; т, 6) всюду плотно в пространстве (С°; тогда замкнутые мно- 
жества В (п; и, В; т, 9) будут нигде не плотными в пространстве С*, а мно- 


жество 5% будет резидуальным в С°. 

Возьмем в С? шар (0 ([р, 4]) с центром [р, 4] и радиусом р; без ог- 
раничения общности считаем, что р и 4— алгебраические полиномы. 
Нужно показать, что в этом шаре есть пара [7], 2] Е А (п; а, В; т, 9). 


Пусть 
р = шах ( | “3 ЕВ р (2) |. Ре (2) |). 


Подберем Л, 0 < А — ‚ столь малым, чтобы при всех 26 [0,2 п—= и 


16(0, А] выполнялось о 


ре (д — р (е-- 91 + |499 (9) 92-0 | < ша (8558, 57) (2%), 
(2.9) 


где 4, г, 3 — константы (при фиксированном К), фигурирующие в дока- 
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де: л. 
зательстве теоремы 1. Отметим, что, поскольку $ >, 4 = 2” ми су, 


== Е 
4" Кеш К1 _П 


16 А 
Так как; например, 
ДЁр (2) = #р® (д -- 81) 
(0<8< 1), 
1 А 
то из неравенства (2.9) следует, что при всех 26 [0,2 — "| Е Го, | 


выполняются неравенства 


АЕ Рр(1) = | 
: О = в —, (2.10) 
АР а(=) . $ 

: ы —4®(2) о. (216 


Выберем натуральное число т так, чтобы 


ый 2.12 
ат* . ) 
$ А 

<. (2.13) 


Дальнейшие рассуждения проведем для случая нечетного Ё > 1; при 
ка 
четном Ё рассуждаем аналогично, только вместо (—1) * берем множи- о 
к 
тель (—1)?. 
Как показано при доказательстве теоремы 1, для любого действитель- 


| 5 ’ 
ного числа х можно выбрать в сегменте |, =] такие числа и. 


что будут выполняться неравенства: 


К 
А, [—-10 ” со та] 


НЕ ая эк 


Е 
А [([—4) ? 03 тя] 


А = (# \А 5 
х 
Отсюда, в силу непрерывности при фиксированном х функции от # 
А- 
АЕ [(—1) 2 соз та] 
В 


Га у феоонь 
на |, = следует существование такого числа 1. Е, |, что 
А 
А^, [(—1) 2 соз та] 
х ат 


(Е. зу 5^ 
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Положим 


К + 
й ТО] и. 


: к к 
-1(2) = — | —94® (2) | 4) оз тх. 
т 


` Тогда, в силу неравенства (2.12), 


К К 
кр МВ. 


Поэтому если положить ] = р-- й, 8 =4 + /, то получим: [7, ] ЕО, ([р,9]). 
Далее используем следующее равенство. Пусть Ри С принадлежат С. 
При 26[0, 2л], х- №610, 2л] имеем: 


Е 
АЕ(ЕО) (2) — Е (1) АС (2) = У (—1)" (5) [Е (# + й) — Е(2)1б (а а) = 


1=0 


Е 
ос ы [2 (21-й) — Е (26 (2-й). 


1$=1 


Положим 


К К-1 
А (1) — ав Е: р® (&), С (1) 5 ы Е (—1) > с03 тт. 
2 ат 


Тогда | 
(Е@)(«) =в (а), №16 (9) = (У. 


При хЕ [о, 2 — = имеем: 


и. й (2) - 
ГИ 5 р) (1) + 
К 
а К с гр" 
А Е (в) И: 5 8 (—1) с0$ т? (2 + И.) 
+25 (ро — 9+ и.) ТИ 
" Г 
Далее, так как #, 2-.., то 
Е 
| 5^ (—1) ? созт (2+ и”) | к к 
о (2.14) 
ат” (1) ат (>) 4г 
т 
При #=1,..., № из неравенства (2.13) будет следовать: 
9 о 5 
и’ ЗМ, < Ё. = <А. 


Поэтому при любом 260, ®—9 |, на основании неравенств (2.9) и 
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(2.14), получаем: 


А’. й (2) 


их + 2® (2) | < 


В. 
4.28% — -: а 4 ы 
аг^ 


- т А 
Итак, при любом хе Го, 2 — = существует такое #6 [о, | ‚ что 


А". 7 (2) 
Не с р®® (4) 


Ва 
=. и (2.15) 


1 
Аналогично можно показать, что при любом 260, 2—5 и ука- 
занном выше Г’, ‘одновременно выполняется неравенство 


Ат» (2) 


х Го 
в 


о (2.16) 


Так как 
ДЕ, } (2) А" р) ДА, В (2) 
1х 1х 


’ 


рее В Рея 
то из неравенств (2.10) и (2.15) следует, что при каждом 26 |0, 2п — —| 


и соответствующем {, 6 (0, ы СВ (©, | 
и № ИО 
и — ор Акы 


<р(х) ва. нь = — р® (+ ЕЕ 


А", и. (=) 
е т 


Аналогично, на основании неравенств (2.11) и (2.16), можно вывести, 


я < < В. (2.17) 


Л т 
что при каждом 20, 2—-, | и указанном выше #, 


А", йе (=) 


т< < 5. (2.18) 


и й 
Неравенства (2.17) и (2.18) доказывают, что [], 8] Е А (п; а, В; 7; д). Тем 
самым для случая Ф (1 = (к >> 1) теорема доказана. 
2) Пусть положительная функция Ф(#) на (0, 2л] такова, что суще- 
ствует конечный предел 
1% 
ВЕ й СЕ 
т ил Ф(П ’ 
причем с > 0. В п. 1) мы доказали теорему для случая, когда ф(#) =, 
так что соответствующее множество %, будет резидуальным в простран- 
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стве (С?. Зададим любые действительные числа х, аи 6). 0<#<2л, 
— 0 <а< о, —ю<Ь<- с. Пусть [], #] — любая ‘пара из 3». 
Тогда существует последовательность {1}, и —>0--, такая, что | 
411), о №8 

; — 


и с т. С 


со 
(считаем, что "> = оо). Мы имеем: 


421) МУ@ ах 


> — „бб — а, 


9 мо 
№8 (2) МЕ) М 
инь С, 


т. е. соотношения (2.6) выполняются. 
3) Пусть неубывающая, непрерывная, положительная функция ф (1) 
на (0, 2л1 такова, что 
Втф (В =0 
1->0-Е 


# 


с = Им О. 


1->0- Ф (1) 
Так же, как и в случае 1), достаточно доказать, что в любом шаре 
О, ([р, 4]) с центром [р, 9] (р и а— алгебраические полиномы) и радиу- 
сом р есть пара [], 2] Е А(п; о, В; т, 9). 


Пусть 
6 
В ЕЕ 
Так как, например, при 5Е[0, 27), ЕЕ, 21] 
Х 
НЕЕ ре 


Ф(1) Ф(0 ' 
то можно подобрать Л, 0< В ‚ столь малым, чтобы при всех 


260, ж— | и 16(0, А] выполнялись неравенства: 


ДЁр (2) В—а ' 

ине 2.10 
0 ( 10) 
АР (2). ` 76-4 й 
С <". (2.11/) 


Выберем натуральное число т так, чтобы 
®(*). 

: р бу 
Я, (2.12.)} 
А - че 4 й 
ЗА, 0 


Дальнейшие ‚расе. дения проведем. для случая. нечетного & >. 1. (дяя 
случая четного К рассуждения аналогичны). = | 

Как следует из рассужления, подобного соответствующему рассужде- 
нию в случае 1), для любого действительного числах можно выбрать 
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5 т 
в сегменте [= Е = такое число #,, что 
т т 


Или 
® 4) 2 
а 1) с08 тя] фз 
ф(#..) Ф (5) 
Далее, положим и 
$ Е З ЕЕ 
Ф (— 2 ы =) 8 2 
й (5) = ° (=) . (4) соз тх, 71(2) = °() . т (—1)  созтх. 
Тогда, в силу (2.12’), 
8 $ 
$ (=) в = Ф (5) 
а < —— <р. 
Поэтому, если положить / =р-й, в =а-[ 7, то получим: 
7, ЕОь(р, 9]. 
Мы имеем: 
Аи, (2) 
о (2.15) 
Ф(1,.) - 
А. (=) 
аа (2.16') 
Ф(#,) ы 


Из неравенств (2.10°) и (2.15'’) следует, что при каждом 5 6 |0, 21 — = 


и соответствующем #. 6 (0, Ас (0 | 


> Ап 
В а ав и" в— а- В 
п ет В 
Аналогично, из (2.11’) и (2.16'’) при указанных выше хи Г, получаем: 
ЕО 
т 0 
т 
Теорема доказана. 
Поступило 
10. УТ.:1959 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
24 (1960), 567—604 


А. А. ТАЛАЛЯН 
О РЯДАХ, УНИВЕРСАЛЬНЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО ПЕРЕСТАНОВОК 


(Представлено академиком И. Н. Векуа) 


Для любого базиса {ф‚ (х)} пространства Г» [0, 1] доказывается суще- 
со 


ствование ряда У а,Ф» (<), который обладает следующим свойством: для 


П—=1 
любой измеримой функции /(т) члены этого ряда можно перессавить 
так, чтобы вновь полученный ряд сходился по мере к ] (2). 


Введение 


Пусть {/.(х)} — последовательность почти везде конечных измеримых 
функций, определенных на отрезке [0, 1]. 
Ряд 


У @) (1) 


И=1 


называется универсальным, если для любой измеримой функции } (5), 
определенной на [0,1], существует последовательность возрастающих 
натуральных чисел {п»„} такая, что 


шо 5, (2) = 72) (2) 
почти всюду на Г, 1], где 
5 () = > (1) (п=1,2....). (3) 


Существование универсальных тригонометрических, рядов было дока- 
зано в работах (1!) и (?). 
В работе (3) было доказано существование универсального ряда 


Ханфь (2) 


п—=1 
для любой полной ортонормированной системы {фи (п)}. При этом 


Пш @ =0 
пи—со 
(относительно этой теоремы ‘см. также (*“), стр. 372). 
Аналогично приведенному определению универсального ряда в обыч: 
ном смысле можно дать также следующие определения. 
Определение 1. Ряд {1) почти везде конечных измеримых функ- 
ций называется универсальным относительно перестановок в классе всех 
7* 
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измеримых функций в смысле сходимости почти всюду (в смысле сходи- 
мости по мере, в смысле суммируемости почти всюду линейным мето- 
дом Г), если для любой измеримой функции ] (2) * члены ряда (1) можно 


переставить так, чтобы вновь полученный ряд 
со 


Ул, (@) (4) 
&=1 
сходился почти всюду на [0,1] (сходился по мере на [0,1], суммировался 
почти всюду на [0, 1] методом Т) к функции ] (2). 

Определение 2. Ряд (1) почти везде конечных измеримых функ- 
ций называется универсальным относительно подрядов в классе всех 
измеримых функций в смысле сходимости почти всюду (в смысле схо- 
димости по мере, в смысле суммируемости почти всюду линейным мето- 
дом Т), если для любой измеримой функции ] (2) из ряда (1) можно вы- 
делить подряд 


У ль, @) (пп <".<... Зщ<.. .), (5) 
К 


который сходится почти всюду на [0,1] (сходится по мере на [0, 1], сум- 
мируется почти всюду на [0,1] методом Т) к функции ] (2). 

Можно определить универсальности относительно перестановок и от- 
носительно подрядов также и в классе почти везде конечных измеримых 
функций. | 

Для этого в определениях 1 и. 2 класс всех измеримых функций за- 
меняется классом почти везде конечных измеримых функций. 

Тот факт, что существуют функциональные ряды (1), универсальные 
относительно перестановок в смысле сходимости почти всюду в классе 
почти везде конечных измеримых функций, был отмечен Орличем. 

При этом членами ряда, указанного Орличем, являются полиномы, 

введенные Серпинским [см. (8) и ($)]. 
_ Далее, следует отметить результат П. Л. Ульянова о том, что суще- 
ствует ряд Фурье некоторой функции Г (5) по некоторой ортогональной 
и нормированной на отрезке [0,1] системе функций {ф„ (2)}, который при 
трех различных перестановках всюду на [0,1] сходится соответственно 
к |<, к — со и к некоторой функции, отличной от РЁ’ (5) [см. (1), тео- 
рема 11]. 

В связи с’вышеизложенным, в настоящей работе рассматривается во- 
прос о существовании универсальных относительно перестановок рядов 
по заранее заданной системе функций Фа (2)}, являющейся базисом 
в пространстве Г. 

Оказывается, что для любого нормированного базиса {ф„ (5)} простран- 
ства Гр [0,1], р> 1, существует ряд 

со 


Ханф» (2) (6) 


| И—=1 
с.коэффициентами Чт, стремящимися в, нулю, который универсален одно- 
временно относительно перестановок .и..относительно подрядов в классе 
‚ всех ‘измеримых функций в смысле сходимости по мере, 


* (+) может равняться -- оо или — со на множестве положительной мёры` 
р 
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Возникает вопрос: для каких базисов {ф»„ (2)} будет иметь место ана- 
логичное предложение, в котором сходимость по мере заменяется сходи- 
мостью почти всюду? 

Этот вопрос частично решается для системы Хаара: доказывается 
существование ряда по системе Хаара, который универсален относительно 
подрядов в смысле сходимости почти всюду в классе почти везде конеч- 

ных измеримых функций. 
р Доказательства вышеупомянутых предложений будут даны в главах | 
Ти П настоящей работы. | 

В главе Ш рассматриваются общие функциональные ряды, которые 
универсальны или в обычном смысле, или в смысле перестановок. Тео- 
ремы, доказанные в этой главе, устанавливают некоторую взаимосвязь 
между этими универсальностями. 

Из теорем главы Ш, в частности, будет следовать, что для любого 
нормированного базиса {ф„ (1)} пространства Г, [0,1] существует ряд 


со 

7 апфл (2) (а, — действительные числа), 

п=1 
универсальный относительно перестановок в классе почти везде конеч- 
ных измеримых функций в смысле суммируемости почти всюду на [0, 1] 
методом (С, 1). 

Вышеупомянутые теоремы без доказательств сформулированы в ра- 

боте (?). 


ГЛАВА 1 


В настоящей главе доказывается следующая 
ТЕОРЕМА 1. Пусть {ф» (1)} — система функций, образующих норми-, 
рованный базис в пространстве Г. [0, 1], р>1. Тогда существует ряд 


>} аиф» (2) (а» — действительные числа), (1) 
Пт 
где 
Пол 0%. == 0). (2) 


обладающий следующим свойством: какова бы ни была измеримая функ- 
ция /(т), определенная на [0,1], члены ряда (1) можно переставить так,’ 
чтобы вновь полученный ряд 


У ау Фу (2) 
К—=1 


сходился к }(2) по мере на [0,1]. 

При доказательстве этой теоремы применяется следующая 

ЛЕММА. Пусть {фл (2)} — нормированный базис пространства Г [0,1], 
р>1, и 1 (2)— произвольная функция, принадлежащая классу р [0,1]. 
Тогда для любого в > 0 и целого положительного п можно определить 
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множество е, и действительные числа @ту1, @т4,..., @т так, чтобы 
выполнялись следующие условия: 

1) пез 6 < в, 

2) [ак | < а, п-1 << т, 


[т 
3) > акФк (х) —1 (2) = 8, где Сео —= [0,1] —_ 60 а 
=и--1 Се 
о У а (2) | <ё+2|/ (2). 
Е=и-1 е 
для любого измеримого множества е, ес св и для всех $=п- 1, 
ПЕ, зит 


Эта лемма непосредственно следует из леммы 2 работы (®). 
Доказательство теоремы 1. Перенумеруем все полиномы © 


рациональными коэффициентами: 
О о (3) 


и возьмем последовательность положительных чисел {2}, где 


со 
Ве о а &к < + ©. (4) 
Е 
п =— )=Р =0 
рименяя лемму для ё =—, 71 (1) = Р: (1) и п=0, мы можем опре- 
делить е, и числа а1, 4›,...,ав,, обладающие свойствами 1) — 4), где &, 


7 (2), п и е заменены соответственно на т, Р\ (1) п: ие,. 


Предположим, что для чисел 


81 82 2—1 


АЕ ЕН 


и функций 
Р, (т), Рз(т),..., Ра (2) 


определены множества 


ет, 2, .-. , бк 
и коэффициенты 
ат, @5, ... ‚ ат, @т,-1, ... ‚ ап», ... › по ия Чт 
так, что для любого {< — 1 имеют место условия 1) — 4), где вместо 
2. 

=, |, ПИ © взяты соответственно — Рь, п и е; (считаем по = 0). 

Полагая 

ы 
Е 9} 1=Рь, п — ПШ, 

мы, в 

‚ в силу леммы, определяем числа @л,_ +1, бп, 4, ..., @п, и мно- 


жество ех, обладающие следующими свойствами: 


. ру 
* Мы обозначаем ( \ 11 (©) | ра) А 


е 
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ыл 
1. шез = > 


& 
2. |4. | <, тать, 


№ мх 
г 
3. | У 0(@-—2Рь()| <-*, 
8=п—1-1 се 
ы & 
УТ оне О] 
пу е х 


для любого измеримого множества е, ес се’, и для всех $, таких, что 
пт. 

Итак, можно определить последовательность действительных чисел 
а,, последовательность множеств {е} и последовательность натуральных 


чисел {п}, «п, Ё=1,2,..., для которых выполняются усло- 
вия 1—4. 
Докажем, что ряд (1) с коэффициентами а», п =1,2,..., удовлетво- 


ряющими условиям 1—4, будет искомым рядом, фигурирующим в фор- 
мулировке теоремы. 

Пусть 1(2) — произвольная измеримая функция, определенная на 
[0,1]. Пусть А, В, С — множества точек отрезка [0,1], где функция }(5) 
соответственно принимает конечные значения, значение -- со и значение 
— оо, т. е. 


А=Е(11 (2) | < - °5), (5) 
В=Е(} (1) = + о), (6) 
С= (1 (а) = — 6). (7) 


В наших дальнейших рассуждениях не исключаются и те случаи, 
когда одно или два из этих множеств пусты или имеют меру нуль. 


Очевидно, 
ВО (8) 
и 
тез А -- шез В -- шезС = 1. (9) 
Положим 
1(2), т6А, 
1(2)={ +1, @26В, (10) 
— ао 


Возьмем полином Р,, (2) и множество Е! такие, что 


Ру, (2) — Л (к, < >, (11) 


шез Ё, >14 — =. (12) 


Так как 8, а, [см. (4)], то, полагая 
А, = Е, ‘сек - (43) 
в силу свойства 1, где Ё = №, будем иметь: 


тез Ат > 1 — т, (14) 
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ЛИ ВИ 


а в силу (11) и условий Зи 4 для К =, имеют место неравенства: 


пр, 
Х ю®-л@|. <, 
1=Ик, 11 А: 
У @4Ф: (1) < 5х, 2" 2 | Ты, (2) | е 
п, е “ 


для любого ес А, и п + 1<п < Ии.. 
Пусть Фи, (1) — функция из системы {ф» (7)} такая, 


есть наименьшее число, не совпадающее ни с одним из 


пан 2 .. Пр 


Положим 
ту, 
9—( ХУ ван, 9), 
№ (2) = ] м 
1 — ажФи, (5), 
— 1 — ам Фи, (2), 


(15) 


(16) 


что индекс т: 


чисел Пе.—1 | 1 , 


хЕА, ы 
(17) 

хЕВ, 

ЕС. 


Возьмем полином Р,, (1), К, > Ё,, и множество Е, такие“[что вынол- 


няются неравенства:. 
г 
| Ри, (1) — № (т)| Е, — 2 
шез Я, > 1 — —. 


Положим 
А, = Еь-сеу.. 


(18) 
(19) 


(20) 


Так как &х,< &,, то, в силу свойства 1, где К =Ё., будем иметь: 


тез 4, > 1 — о. 


(21) 


В силу (18) и условий 3, 4 для К =й,, имеют место неравенства: 


=’, 
_Х щ@®-в®| <ь, (22) 
пу, 1-1 А: 
> | <, +2] РЕ. (23) 
Е Пу. 11 е 
для любого ес А, и п, | +1< п<иь,. 
Из (22) и (17) следует: 
пр, 49 
_ > афо-+оь@ + У ®-/®| —<ь (9 
Пя, -а+1 пу, 1-1 (АА,) 
"к, 
оф (2) Х са (й-1|  «ы, (25) 
`- ть, 1+1 | (ВА) 
пк, 
Чт, (2) - > оф! «а. (26) 
пу, 11 (СА,) 
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В силу (10), (15), (17), (18) и (20), будем иметь: 


п, 


[Р», (т) | (АА, А.) < рн Я (2) ==. № а: (+) 


=, 1-1 


Е 


(АА: А;) 


в [ат Фит, | +5 <: Е 5> ЕЕ | ат, | . 


Отсюда, в силу (23), получаем: 


Х а (1) 


пр, 1+ 1 


<а, + 2 (#1 - & | | ам, | ), 


(АА:А,) 
Пу.—1 -Р 1< п< Пх.. 


Сравнивая соотношения (23), (17), (18) и (20), легко ‘видеть, что имеют 
место также неравенства: 


(27) 


п. 


Я (2) в, ЗО Ее, |1) (28) 
пу, 11 В.А: 

УХ а(з) ке в, (29) 
ее СА, 


для п, + 1<п<п,. 

Предположим т что уже определены множества 41, 4.,..., А 
и числа т1 < т. <. < т 1; Пу ЗП Пат, <... < Пи —1 <пь,, 
обладающие следующими свойствами: 

а) каждое число т,, 1 <5<1—1, не удовлетворяет ни одному из 
неравенств И»; < т: < пу, 1 << ь и есть наименьшее натуральное 


число, большее всех чисел то, т1,...,Тг_—1 (при$ = 1 полагаем т. = 0); 
при этом Ин < И 1- 
Ь) шез 4; > 1 — =. (30) 
1—1 
|5 | у аырь (2) + аз т, (2) | 
т=1 8=—пу, НР 
3; 
+ Х 0ю®—10 <=. (31) 
8=п:— 11 (АА;) 
9 
9) |. ХУ 4 (1 < (32) 
| пт | (В.А) 
п" 
е) |пт а ич ее О Рава (33) 
пк (С- А+) 
| Х аю® «ен + 2 (ев Е а [4=;_, |), 
8—=пь:—11 (АА; 14+) 


(34) 
Пн ЗП Пн, 
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2) > а;Фз (2) < Эк; ++ 2 (1 + &- [ат |), 
8=пПь.— 1+1 (В.А; ) 
з Е 35 
ПП, (2 
в)| > а-4, (2) «ан + 2(1 На + [4т_,|), 
8=пП: 1+1 (С-А;) . (36) 


Пу;—1 <п < Пк; - 


Пусть т; — наименьшее натуральное число, не удовлетворяющее ни 
одному из неравенств п»: -- 1 <" < пк, 1 </<Ь, и большее всех 
чисел т1, ть, ..., Тр. 

В силу свойства а), очевидно, будем иметь: 


т <т.<...«т.1 «т. (37) 
Положим 
" 
|1 (2) — [ > а (®) Раф, (#2, х 6А, 
Е -Ь ЕЕ 
ин) = | (38) 
м 1 — аж фм, (2), хЕВ, 
| —1 — @аифи, (7), хЕС. 
Возьмем полином Р›ь, ты (1) и множество Ё, ;: Такие, что выполняются 
неравенства: у 
= 
| Ри (2) а Ра (2) Е} 41 < та Й (39) 
пен Е, (40) 


При этом мы можем предполагать №;+, выбранным настолько большим, 
чтобы число Их; ть фигурирующее в условиях 2, 3, 4, где К=А;ща, 


было больше всех чисел та, ть,...,Т; Пк, Пк... Пн. 
Положим 
Так как 2:1 Зач+ь 10, в силу свойства 1, где К =; 1, будем иметь: 
шез 4; >21 — 1. (42) 
В силу (39) и условий 3, 4 для К = №. имеют место неравенства: 
п р 
№ азФз (1) — +1 (2) «Зе, (43) 
= 1+1 Ат 
т 
> (а) | «ен + 2|Рыц ®) [в (44) 
И е 


для любого ес Аз, ПП <, ,. Из (43) и (38) следуют нера- 
венства: 

р бк, 

[У а-я», + 


7—1 8=пх„—и-1 
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НН 
я > а,Фз (1) —] (т) <Зеан, (45) 
че -т (АА; 1) 
Аа . 

Чт. Фт, (т) НЕ № а5Фь (т) < 1-1, (46) 

ат (В- А+ 1) 

Па 

бы о а.Фь (7) За. (47) 

и (СА 1) 


В силу (31), (38), (39) и (41), будем иметь: 


2; 
| Ра (2) | (А-А; А; 1) <— = | Ст; Фт, (+) | то 


1 


= Ч» пк; | 
+|70-х| >» кф] Ха @ < 
Т=1 п, 1+1 8=пу, 11 (А- А; Аз) 


<= —- 21-1 = | ат; |. 


Отсюда, в силу (44), получаем: 


п 


уз азФ: (7) 


п 1- 11 


Зе, + 2 (#1 - ен + [ам |) 
(А-АЕАНЬ (48) 


(Ик ф1 Е 1 < п < Ты). 


Сравнивая соотношения (38), (39), (41) и (44), легко видеть, что имеют 
место также неравенства: 


в 


> азФь (2х) 


п: 1 1 


< 2, ЗЕ 2 (1 аЕ 21-1 Е | ат; ), (49) 
(ВАЛ 


п 


у? азФз (7) 


т 1 


Е ие Ир ТЕ 
(СА) 


длЯ ПЦ <П < Пк 
Соотношения (45)—(50) устанавливают существование последователь- 
ностей множеств {А;} и чисел {т:} и {пк,}, для которых имеют место 
условия а) — В) при любом Е =2, 3, 4,.... 
Пусть ряд 
со 
Фра», ь, (2) (51) 
уУ=1 
получается при помощи перестановки членов ряда (1) следующим обра- 
зом. 


Обозначим 
Мо=0, М =п, пы: (=1,2,...) (52) 
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и положим 


| если у= У М, (и, 
$=1 
р р р 1-1 (53) 
ыы Зи) если ЗМ У 
$— $=0 $=0 
[ (ОТ, 2... ПИ =), 


Из свойства а) и соотношения (53) видно, что {р,} есть некоторая 
перестановка последовательности натуральных чисел и, следовательно, 
ряд (54) получен перестановкой членов ряда (1). 

Для дальнейшего полезно заметить следующее. 

Ряд (51) получается из ряда 


пк, к 
$2 азФз (1) я @т:Фт, (2) =- 
пу: —141 
пт, и 
НЕ о а.» (7) -- ат.Фть, (2) Е --- Е — азФз (т) -- ат: Фи; (1) -..., 
8—=пу, 1 $=пП 11 (54) 


если мы подряд выпишем все его члены. 

Для того чтобы доказать, что ряд (541) сходится по мере на [0, 1] 
к / (2), покажем, что он сходится по мере на каждом из множеств А, В, С 
к / (2), и тогда, в силу (8), теорема будет доказана. 

Сначала докажем, что ряд (51) сходится по мере на множестве Ак / (2). 

Пусть 6_> 0 — произвольное положительное число. В силу (30) и (4), 
можно взять & настолько большим, что если обозначить 


со 
В№=АП 4, (55) 


= 


то.будем иметь: 
шез В; > шез А — 8. (56) 


Покажем, что ряд (51) сходится в среднем (степени р) на множестве Ез 
к 7 (2). Из этого будет следовать сходимость по мере в силу (55) и (56) 
и в силу того, что д > 0 может быть сколь угодно малым. 


Пусть => 0 — произвольное положительное число. Возьмем и >ь на- 
столько большим, чтобы имели место неравенства: 


а < =. при & >, (57} 
вы + 2 (а | | аи; „|< 5 при >. (58) 


Это можно сделать в силу (4) и в силу того, что ши а, = 0 (см. условие 1). 
п-—со } 
Положим 


’ 


Ю 


%= У М, + (59) 


8—1 
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и рассмотрим частную сумму ряда (54): 


в @р,Фр, (1), т > \. (60) 


У—1 


Имеет место одно из следующих трех равенств: 


г О, 
я @р,Фр, (2) = р азФз (2) -- ат, Фит, (2) Е 
У—=Т 8=Пр, 1-1 
тк, ПЕ 
г У азФз (2) -- ат.фи.-[ + Чт; Фи У азф: (1) (61) 
=, а ЕЙ 


для некоторого #2 1, 


о @р,Фр, (2) = 


У=1 
т ИА 
— р азФез (2) -- ат.Фии (1) Е. --Е № азФз (2) -- ЧтФт, (2) (62) 
=, —1-Е1 ИЕ" 


для некоторого > 4, 


> @р,Фр, (2) = 


У=1 
т п 
= ХХ 9.60(@ та @ Ра @- М а @) (63) 
=", 1-1 - 8—Пь— А 


для некоторого {> +1 и м. --1<5п <, 
Предположим, что выполнено равенство (61). Тогда в силу свойства с) 
[см. (31)] будем иметь: 


<. =:. (64) 
(А-А; ) 


у @р,Фр, (2) — 1 (2) 


У=1 


Так как в 1> 5, то, в силу (55), (57) и (64), получим: 


Ур», —/ | <=. (65) 


У=1 


Е5 


Если выполнено равенство (62), то, применяя условие с), можно на- 
писать: 


За [м |. 
(АА; ) 


У ар», (2) — /@) 


У=1 


Отсюда, так как Е. в силу (55) и (58) получаем: 


749—188 | <». (66) 


уУ=1 


Е5 
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“Наконец, рассмотрим случай, когда выполнено равенство (63). Снова 
применяя свойство с), где вместо # взято &—1, будем иметь: 


р 
и. ар,Фр, (5) — / (2) < 
тов (АА; 1 А; ) 
За - |4 | } 2% о 
8=Пк; 11 (ААА; } 
Так как > -+-1>ь-+1, то 
Её с АА, 1 А. (683 


Применяя условие ]) [см. (34)], из (67) и (68) получаем: 


У а», фр, (2) — 1 (2) || <За- |4 ‚| + гв + 2(е-а- ва), (69) 


У=1 


Ез 


где правая часть неравенства меньше г в силу (57) и (58). 
Таким образом, мы доказали, что для любого г >, имеет место не- 
равенство 


У 4.» (2) — /(@) 


У=1 


<, 


Е 


где число \ при фиксированном д зависит только от &. 
Итак, ряд (50) сходится по мере на множестве А к / (2). | 
Теперь докажем, что ряд (50) сходится по мере на множестве В к -| со. 
Для этого заметим, что из (32), (30) и (4) следует, что 


пк: 
ша | ат. Фиц_1(2) + > азФе (а) = (70). 
>00 ати, 


почти всюду на множестве В. 
В самом деле, пусть 6_>> 0 — произвольное положительное число. 
В силу (30) и (4) можно взять & настолько большим, что если обозначить 


Е; = В У 4» (71) 
то будем иметь: не 
шез Е; > шез В — 6. (72) 
Так как в силу (71) Её с В.А; для любого > и, то 
т: 
ат, Фт,_1(2) + У 449:()—1| «а 124. 
тп Е 
Следовательно, 
со ПК р со 
2. \ ат, |Фт; (2) + Я 44$()| < Ут<-ою. (13) 
1% 2; вт, +=0 


Из (73) вытекает, что соотношение (70) имеет место почти всюду на мно- 
жество Ё;. Так как д >0 может быть сколь угодно малым, то из (72) 
следует, что (70) имеет место почти всюду на В. 
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Пусть теперь М >0и => 0 — произвольные положительные числа. 
Легко видеть, что в силу (70), применяя теорему Егорова, можно 
взять [о настолько большим, что 


пк, 


шез В.Е | У 44а + 
8=пр, 1-1 
: — . 
+У [ны @®+ М |< м+3($" << 4 
+=2 8=п;— 1-1 - 


для любого [> Ц. 
Из (4), (30), (34), так как а„-»0, легко следует, что существует 


’ 


>В такое, что 


тез В -Е [а „Фи: _, (2) < — < = Е (75) 
м Аа 
тез ВЕ | У а-фь (2) <—3(5)*]|<*, НЫ, (76) 
8=пк, 11 


для любого п, Ик -1< п < Ик. 
Положим 


1 


ь= УМ, ++ (77) 


$=1 


и покажем, что для любого г > % 
г 


тез В.Е {> ар,Фр, (1) < м) <) (78) 


У=1 


Имеет место одно из следующих трех равенств: 


г пи: 1 в 
У. = У офф У [наф + № 4%), 
У=1 8=пк, 1-1 $=2 8=пПк 1 о 


(79) 
где У мы 
Уз @р,Фр, (5) = 
У=1 


пк, пк; 


= У щ4®-У [дату о Фич (2) + Я 9 @] -- атФт, (2), (80) 


а=тк, 11 1=2 пк, 11 
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где >> В, 


- п, 1 | и ИР 
У = У [вн = Хо (2) + 
и $=И 1-1 4=2 $=пк =— 1-1 

я= Я Фт, (2) Е У азфе (4), (81) 


=пк на- + 


где 1>Ь ии п 1 <п пы. 

Когда имеет место равенство (79), неравенство (9), следует из нера- 
венства (74). 

Когда имеет место равенство (80), неравенство (18) иЗоСролотВЬНЫВ 
следует из неравенств ('74), (75). 

Когда имеет место равенство (841), неравенство (78) следует из нера- 
венств (74), (75) и (76). 

Таким образом, выполнение неравенства (78) полностью доказано. 

Так как выбор числа % зависит только от М ие, где М и = — про- 
извольные положительные! числа, то из (78) следует, что ряд (51) схо- 
дится по мере на множестве В к -- о. 

Точно так же можно доказать, что. ряд (51) сходится по мере на мно- 
жестве С к — со. 

Итак, в силу соотношений (5), (6), (7), (8), мы заключаем, что ряд 
(51) сходится по мере на [0,1] к / (я). 


ГЛАВА П 


В настоящей главе доказывается существование ряда по системе Хаара, 
который универсален относительно подрядов в классе почти везде конес* 
ных измеримых функций в смысле сходимости почти всюду. А именно, 
справедлива следующая 

ТЕОРЕМА 2. Пусть {ф»(х)} есть ортонормальная система Хаара. 
Существует ряд 


со 


х @тФь (х), (1) 


®—1 


обладающий тем свойством, что для любой почти везде конечной измери- 
мой функции ](т), определенной на [0,1], существует возрастающая 


последовательность натуральных чисел п<п.<...«т <... такая, 
что ряд я 
($) 
а (х) 2 
У пк Фах ( ) 
К—1 


сходится почти всюду на [0, 1] к }(х) *. 


* Н. В. Бари доказала, что для данной почти везде конечной измеримой функ- 
ции / (2) существует ряд (1), сходящийся к 1(2) почти всюду (см. [3], стр. 527]. 
Метод, примененный Н. К. Бари, неприменим при построении ряда (1), универсаль- 
ного относительно подрядов. 
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Для доказательства теоремы нам понадобится 

ЛЕММА. Пусть {фл ()} есть ортонормальная система Хаара и (х, В) — 
произвольный интервал, лежащий в интерваме [0, 1]. Пусть, далее, 1> =>0, 
9 > 0 — произвольные положительные числа, 4 — произвольное действитель- 
ное число и п — произвольное натуральное число. Тогда существуют дей- 
ствительные числа @п, ава,..., ат ий множество А такие, что выпол- 
няются условия: 

1) шез А > (В — в) (1 —=) —5, Ас (а, В), 


т 
о и | < для всех ХЕА, 


= 


2) 


3) У афь (2) =0 для всех 16 (а, В), п<;5<пт, 
К=пв 
>} чифк (2) 


А=п 


4) <! для всех Е [0, 1], п; < т. 


Доказательство. Как известно, функции системы Хаара 
О О оао оо (3) 
определяются следующим образом: 
х© (2) = 1 при 2610, 1], 
Г 1 при х6 о, 5), 
ОЕ при 26(>, 1], 
0 в остальных точках, 
И 2. при 20, $) р 
хх —И2 при 2е(т, 5], 


О в остальных точках, 


и вообще 
юо-+И, имы- ИХ, 
[+И 2 ши 26 узы, уч), 
% (2) = -И 2” при 26 (бе, ия] | 


0 в остальных точках. 


Через {ф» (1)} мы будем обозначать функции системы Хаара, перену- 


мерованные в порядке (3). 

Известно, что если функция ](х) суммируема и мы остановили ее 
разложение по системе Хаара на члене, содержащем Х®, то соответ- 
ствующая частная сумма (обозначим ее через 5» (2)) для любой внутрен- 


8 известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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ней точки х интервала 


+ ® _ [22—2 2—1 
д» <= [ от ы от ) 


или 


от ты 


выражается так: 


5»(®) = | ле, 


| а" | зн 
8х 


(5) 
где 5" = 61” или дь 

Из условия (5) и из Е (4) легко видеть, что если |} (2)|< М 
при 2610, 1], то все частные суммы разложения функции / (57) по си- 
стеме {ф» (1)} будут удовлетворять неравенству 


п 


У 4 (2) |< 


К=1 


<М для всех х6[ 0, 1], п=1,2,...„ (6) 


где 
1 


= 72) к (=. (7) 


о 


м ь 
Рассмотрим некоторое разбиение отрезка [0, 1] на 2` равных частей, 
такое, что 


Мп, (8) 


где п — натуральное число, фигурирующее 1 в `‘формуларовко леммы. Обоз- 
начим точки деления через 


0=52 <<... <«#н=1. (9) 


Пусть &, /о — соответетвенно наименьший и наибольший индексы 
0<&<»л<1, для которых выполняется неравенство 


<, < 1; < В. (10) 


Выберем № настолько большим, чтобы помимо (10) выполнялось также 
неравенство 


д 
(в) <. (41) 
Определим функцию \ (=) следующим образом: 


а 


О в остальных точках. 


(12) 


Разделим отрезок [2,,,2;] на части А,, Д.,.. 


‚ А, так, чтобы на каждом 
из интервалов Д;, 1 <<, все функции 
{ М 
Хозе пех у (13) 


принимали постоянные значения, и возьмем внутри каждого А; интер- 
вал 6; длиной 


19| = =| А: 1. (14) 
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Определим функцию Ф (5) следующим образом: 


а | 
Фа) [= пРи 266, (=1,2,...5) В 


0 в остальных точках. 


Положим 
1 (2) = (а) —Ф(а). (16) 
Очевидно, что имеет место неравенство 
75 ЕТ, #610, 1] (17) 
и что 
7 (5) = (5х) для всех х6[ 0, 1] — У 6:. (13) 


1—1 
Легко видеть, что для любой функции ф, (5) из конечной системы (13) 
справедливо равенство : 


1 (2) Фе (2) 4х = 0. (19) 


Фе—э—= 


В самом деле, в силу (12), (15) и (16), 


1 


ое = У а; | $ (2) 4 —. Ф (т) а = 
0 пе 5; 
- 14 (41—16), (20) 


где через 4; обозначено значение функции Ф, (2) на интервале Д:. 
Принимая во внимание (14), мы видим, что из (20) вытекает (19). 
В силу определения точек деления (9) и в силу того, что (1) =0 
при тЕ [21%,, т,,], из равенства (19) вытекает следующее утверждение: 
Если ряд 
со 


У а, (1) (24) 


К=1 
есть разложение функции ] (5), то 


1. ак =0 для всех АЕ И АЛЬ 


8 


де 


У акф, (1) = 0 для всех те [2 2,], $ = А 
К=1 


Возьмем т настолько большим, чтобы 
т 
| Хан, (2) —/(@)| <8 (22) 
°К=1 


всюду на некотором множестве А, где 


С Ни а у, $, шезл_> шез |. х;] — й} &.] == — к (23) 
= 


$=1 


8* 
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о А Е о 
В силу определения отрезков Д; и в силу (14), будем иметь: 
шпев [144,23] — #8} = (2, — 14) (1 — 2). (24) 
1 


Из неравенства (11) следует: 


(в, — 4) (4—8) > 8—9 —в)—5 (1—2). (25) 
Из (23), (24) и (25) вытекает: 
шез А >> (В —а) (1 —=)—8, Ас (а, 8. (26) 


Таким образом, множество А удовлетворяет условию 1) леммы. 
Заметим, что в силу неравенства (8) и свойства 1 будем иметь: 


5 


я оф, (7) = У аф, (2) для любого $> п. (27) 
1 


к=п 


Так как при х6А /(1) =а[см. (12) и (5)], то, в силу (22) и (27), по- 
лучаем: Г 


| о вид, (2) — | <8 при Е А. 
Е=й 


Таким образом, условие 2) тоже выполнено. 

Выполнение условия 3) непосредственно следует из свойства 2 и ра- 
венства (27), в силу неравенства (10). 

Выполнение условия 4) следует из неравенства (17), равенства (27) 
и неравенства (6), если в последнем заменить ЛМ на ее . Лемма доказана. 

Доказательство теоремы. Рассмотрим множество {(, В), 4, =}, 
зависящее от трех параметров, где интервал (х, В) пробегает все интервалы 
с рациональными концами, принадлежащими [0,1], 4 пробегает множество 
всех положительных и отрицательных рациональных чисел, = пробегает 
множество всех положительных рациональных чисел. Пронумеровав это 
множество, мы можем представить его в виде последовательности 


(ол, В,), 1, 81], [(0, В»), 45, 82], сс о (2х, В»), 4х, 8], о (28) 


Возьмем последовательность положительных чисел {6,}, где 
6, —>0 при К-> о. (29) 


Применяя лемму для (9, В) = (ох, В»), 4 = ак, = = к ид =д,, К =1,2,... **, 
мы можем определить последовательности действительных чисел ал, @»,... 
‚.., @п,-.., Натуральных чисел 0 = т <т<...«<т. <... и множеств 
{Ак} так, чтобы для каждого К = 1, 2... выполнялись следующие условия: 


* В этой последовательности элементы отличны друг от друга, но параметры, 
стоящие в разных элементах, в одинаковых местах могут совпадать. 

“* Предположим, что при применении леммы для номера Ё мы получили т = ть; 
тогда, применяя эту же лемму для (Ё -- 1), берем п = ту + 1 
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&) А» ы (як, Вк), шез А» > (Вь — чл) (1 — в) — би, 
х 
В) | № аф, (2) — а, < 6, для всех х6А,, 
ту 
У ы: 
1) а:ф, (1) =0 для всех хЕ (а, В,), т 1 << ть, 
ту 1-1 
6 | я г |4» | 
) | аф, (1) | < тие 2610,1], т 153 т,. 
{ =т, 1-1 Е 
Покажем, что ряд 
У вы, (2), (30) 
И—=1 


где коэффициенты {а,} удовлетворяют условиям а), В), 1) и 8), будет 
удовлетворять требованиям теоремы. 
При доказательстве теоремы будем пользоваться следующим свойством 
ряда (30). 
Пусть 1(52) -- ограниченная измеримая функция, определенная на 
измеримом множестве Е, Ес [0,1], 1>=>0, 6 > 0 — произвольные поло- 
жительные числа и п — произвольное натуральное число. 
Тогда существуют натуральные числа пи, И.,...,Пш и множества 


Е’ 


где 


щихся интервалов с рациональными концами Л! До,... 


и Е", удовлетворяющие следующим условиям: 
а по №, 
Ь) Е СЕ, шез Е’ шез Е —&— 6, 
с) бе СЕ, шез Е” > шез СЁ — 6 (СЕ = [0,1] — Е), 
4) |; ап ,Фи; (7) — (2) < д для всех хЕЁ', 
=1 

е) у ат фт, (2) = 0 для всех х6 Е", 1<35<т, 

К=1 


19) у ао фах (2) | <3-,- для любого х6[0, 1], 1<$;<т, 
К=1 


М = зар |ф (2) |. 
хеЕ 


Легко видеть, что существует конечное число попарно не пересекаю- 


числа 41, 4.,..., а; и множество Ё, такие, что 


2 
У |А»| < шез Е +2, 


р=1 
Е) 
’ = „’ Ге) 
ве: А шез Е, > шез Е — 5, 
Ф=1 
1$ (2) —4.1< 2 при 264», р=1,2,...,}, 


тах {|4 !. |4» |,..., [4;|} < М. 


‚ А;, рациональные 


(31) 


(32) 


(33) 


(34) 
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Возьмем интервал Ар и число 4». Очевидно, в последовательности (28) 
существует подпоследовательность вида 


[А а»; о [Ар вы ДА ВР (35) 
где 
„2 9=1,2,..., и ви -»е при 4-> 5. (36) 


Применяя условия а), В), Т), 8) для К = с достаточно большим 
индексом 4 и учитывая (29) и (36), легко видеть, что для номеров 


5, = Тир, 5, =, и множества Вр = А, будут выполняться условия: 


В.А, а, (37) 
| } аз Ф; (5) —4,| <= для всех х6В,, (38) 
5 
№ а:Ф, (1) =0 для всех хЕДь, 5, <;< 5 | (39) 
98, 
ть. ’ [а 

|. 2 а, (2) |< и < для всех 26[0, 1], 5,<5<5,. (40) 
В этих ее р принимает значения 1,2,...,}]; при этом, очевидно, 

мы можем требовать, чтобы выполнялись также неравенства: 
<<< (41) 


Положим 
ет 82 8) 


У ав, -- Ха, +... + У ах @ = Ув, @ (4) 
й $ Е=1 


е | : 
1= 1 1—= ыр 8 


и покажем, что числа п; < п.<... < пш, определенные соотношением (42), 
и некоторые множества Ё’и Е” будут удовлетворять всем условиям 
а) — {). 

Выполнение условия а) непосредственно следует из (41) и (42). Выпол- 
нение условия Г) следует из (39), (40) и (42), так как интервалы 


Ар, р=1,2,..., 7], попарно не пересекаются. 
‚ Выберем множества Ё’и Е” и проверим остальные условия. 
Положим 
7 
‚ ох 
ЕЕ. В. (43) 
р=1 


В силу (37) р ре 


пез, = шов, >С 2!) 1—®—-. (44) 


1 = 


>. 


Так как в силу (32) имеет место неравенство 


х | Ар| > шез Ё, > > шез Е — 5 3 (45) 
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то, учитывая (44), получаем: 
3 
шез №} В, > шезЕ-(1 в) —2. (46) 
= 


Из (31) и (32) непосредственно следует: 


шез >) А».СЕ <. (47) 
©=1 
2 


р 
Отсюда, учитывая, что, в силу (37), у Вр с У Ар, будем иметь: 


а р=1 
шез >} ВСЕХ. (48) 

Из (46) и (48) следует: 5 
п, ве) НО (49) 


р=1 


„Из. (32), (43) и (49) получаем: 


ЕС Е, шезЕ’ > шезЕ (1 —в) — ^ — 8 > шезЕ —в—8. (50) 


Таким образом, Е’ удовлетворяет условию Ъ). Докажем, что на мно- 
жестве Е’ выполняется условие 4). В самом деле, пусть хЕЁЕ’. Тогла 
из (43) и из первого соотношения (37) следует, что 


хЕЛ,Ео- Вр (51) 
для некоторого р=1,2,..., /. 
Так как интервалы Д, попарно не пересекаются, то из (39) и (42) 
следует, что в этой точке х имеет место равенство 


"„ 
5 


а = Хоф (©), (52) 
Е—1 а. 

Из (33), (38), (51) и (52) получаем: 
| У вы, (@) — $6) |< 8. (53) 
К=1 


Так как 1 — произвольная точка из множества Е”, то выполнение усло- 


вия 4) доказано. 


Положим 
и 10, я у А» -СЕ, СЕ. (54) 
р=1 
Так как , 
тез Е” = шез СЁ — тез у А›СЕ, (55) 
р=1 у 


то в силу (47) будем иметь: 
шоз Е" > шез СЕ — > шез СЕ — 8, (56) 
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я 


а в силу (54) 
Е" с СЕ. 

Таким образом, множество Е” удовлетворяет условию с). Остается 
проверить, что на множестве Е” выполняется условие е). В самом деле, 
если ХЕ”, то, в силу (54), ЕД» для всех р=1,2,...,], а тогда 
из равенств (39) и (42) непосредственно следует условие е). 

Приступим к доказательству теоремы. 

Пусть 71 (5) — почти везде конечная измеримая функция, определенная 
на [0,1]. Используя свойства а) — {) ряда (30), нам нужно будет выделить 
подряд этого ряда, сходящийся к ](5). Возьмем последовательность 
чисел {1}, где 


со 
>. Ют (57) 

К=1 
Первый шаг. Так как функция ] почти везде конечна, то суще- 
ствует множество Е Е[0, 1], шез Е > 1 — т, где /(2) ограничена. При 
меняя условия а), Ъ),...,е) * к функции 1 (2) = (2) при ЕЁ, = = о 


9 = (№ те, п = 1, мы можем определить натуральные числа п. < п.<... < Им, 


и множество Е так, чтобы выполнялись условия: 


ВСЕ, шозЕ, > шов Е — № (1) > 1 ть (58) 
С | 2 2 2 = 
| У в, 9—1) | < (1) < №, =. (59) 
К=1 
Предположим, что в р-м шаге определены натуральные числа 
п<п.<... «пр и множество Ер такие, что 
шез Ёр > 1 — Т’ (60) 
У 12 
| У} а: ф, @) — 19 |<, 6 Е» (64) 
Е=1 
Положим 
1» (2) = 1(®) — х ба», Фи; (#), 2610, 1]. (62) 


к= 


Так как функция /»(2) почти везде конечна на множестве СЁ», то 
существует множество Ё, 


ЕССЁ» шеЕ> ме 08, ВЫ, (63) 


на котором функция ]»(х) ограничена. 
Применяя условия а), Ъ),...,е) к функции 4 (2) = /» (2) при 26Е, 


С у 
На первом шаге из этих условий достаточно применять только условия 
а). Ъ) и 9). 
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а 4 , “=-щ5 И П=Пт, мы можем определить множества ВВ, 
и натуральные числа п’, п.,...,пП,, так, чтобы удовлетворялись условия: 
пт < п, < к о. (64) 
у ы ы т "р 
Е СИЕ СЁь, тез Е! > шезА— ее > шез СЕ — Рн ой т а г, (65) 
2 
Ес СЕ, шез Е. > шез СЕ — на ; (66) 
т’ 
Хех, |< при збЕ 67 
5 "® в р т (67) 
у а, „9 И =0 для всех хе Е, 1<3;<т.. (68) 
К=1 
Далее применяем условия а), Ъ),..., е), #) к функции 1 (1) = [р(2) при 
2 
ей, в= "РМ, 9 = Ре и В =п. 
„Так как, в силу (61) и (62), 
2 
зир| 1» (2) |= М <“, (69) 
хеЕр 


то мы можем определить множества ЁЕ;, ЕЁ. и натуральные числа п’, 
п’,...,П’„ так, чтобы выполнялись условия: 


2 т” 
п „< п, < п,< ... ЗП, (70) 
Е Е, шШез Е > шез Ё,— ыы. (71) 
2 
Е с СЕ» шез Е: > шез СЕ, — ЗЕ, (12) 
г т 
> а, ®-ь@ <, 268, (73) 
&=1 
Ха (@=0 для ЕЕ», 1«5;<т,, (74) 
2 К 


2 
< : - ТЕ = } хе [0, 11, 1 <;< и”. (75) 


сотр У 


Зея, 0+) „9, 0+ а, $,.(?) 


Е=1 
В силу (64) и (70), мы можем написать: 


Птр-1 
У ап,Фи, (21) + > а... (8) + з а. (2) = > ани», (8), (16) 
=1 Ё=1 


где 
п<п2<... ЗПтр<... < Пт. (77) 
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& 


Кроме того, по предположению [см. (60) и (61)], выполнено условие: 
т. 


у) 
> вы, ®— 1 (8) 


К=1 


< №, 26Ё» шез Ер> 1 — 1. (78) 


Покажем, что существуют множества ЕЁ: и Ёр, удовлетворяющие 


условиям: 
Тр 
У ан», (2) 1 (2) | < №,, ЯЕЕрь тез Ер+:> 1—Пры, (79) 
К=1 
У ат Фи (2) | < Пр+ь тЕеЕЬ, тез Ир > 1 —Пр— Пр: (80) 
КтТр-1 
для любого $, тр 1 <; < тру. 
Положим ' 
Ер+1= Е, Е» Е! Е.. (81) 
Из (65) и (72) непосредственно следует: 
к ити т т т 
Е.Е ССЕ» шез Е, Е, > шез СЕ — 21 — 2+1 — 148. (82) 
Так как, в силу (63), СЕ Е», то из (66) получаем: 
2 
тез Е». Е, >> пез Е — 1. (83) 
Из (71) и (53) находим: 
ВСЕ», | ше ЕЕ Ввоз, ВЕ (84) 


Так как 1-+2< р: < 1 [6м. (57)], то в силу (81), (82) и (84) будем 
иметь: 

тез р, >21 — Пру:. (85) 
Итак, множество Ёр;, удовлетворяет второму неравенству (79). По- 
кажем, что на множестве Е, выполняется первое неравенство (79). 
Пусть. 26 Ёр+,. Тогда, на основании (81), или СЕ. Е,, или ЕЕ! Е.. 

В первом случае, в силу (62) и (67), будем иметь: 
р 


т’ 2 
> вин, (++ Ха, (9—7 (0 <. (86) 
К=1 к= № 


Из (74), (86) и (76) вытекает первое неравенство (79). 
Выполнение неравенства (79) в случае ЕЕ, Е доказывается анало- 
гично. В этом случае применяются условия (62), (68) и (73). 
Докажем условие (80). Положим 
а (87) 
Из (60) и (83) вытекает: 
пез Ир, > 1 — Пр Пра - (88) 
В силу (68) и (76), для любой точки ЕЁ, = Е, сумма вида 
8 


г 
у а" Фик (т), тр-Е 1 5 < Тр 1 


к=тр- 1 
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или обращается в нуль, когда $ < т» + т’, или совпадает с суммой вида 
> $ 


” " и 
— а,” фи, (2), 1 < $< т ‚ 
К=1 
а тогда неравенство (80) вытекает из (75). 
Итак, мы доказали, что существуют возрастающие последовательно- 
сти натуральных чисел {п,} и {тр} и множеств {Е} и {ЁЕ»}, для кото- 


рых ряд 


> ан фн, (2), (89) 
К=1 
выбранный из ряда (30), удовлетворяет условиям (78), (79) и (80) для 
любого р>2. 
Покажем, что ряд (89) сходится к /(1) почти всюду на [0,1]. 


Положим 
Е = > ЦЕ, (90) 
= 
осо © | 
Е = У ПЕ, (94) 
1=11=% 


Из вторых неравенств условий (79) и (80) и из неравенства (57) выте- 


кает: 
пез Ё,==1, шезЁ,=1. (92) 


Очевидно, будем иметь также: 
тез Е, -Ёу= 4. (93) 


Итак, для доказательства теоремы достаточно установить, что ряд (89) 
сходится к ] (2) в любой точке 6 Е Ё.. 
Если т6Е,-ЁЕ., то существует число р, такое, что 


ХЕЕр и хСЕр для всех р > р.. (94) 
Пусть в > 0 — произвольное положительное число. Возьмем ру такое, 
что 
й „(8 
М, И (95) 
Для любого $ > т» имеет место одно из следующих равенств: 
о 
5 1 
в ке , 
> а, Фи, (2) = У Ч„,Фи, (2) для некоторого р>рР,, (96) 
К=1 ИЕ) 


5 тр 


в ИН, 6) О (97) 


К=1 &=1 тр-1 
(тр 1 < $ < Мр+ у). 
Когда имеет место (96), из (78), (94) и (95) получаем: 


5 


у @и,Фи,(Х) —/(5)| < в. (98) 


и=1 
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Когда имеет место (97), из (78), (80) и (95), учитывая (54), находим 
— а, „Фи, (2) — / (2) : а -- Иры 8. 
= 
Таким образом, (98) имеет место для любого.5 > т и Поскольку число 


Тр зависит только от &, теорема доказана. 
0 


ГЛАВА Ш 
Теоремы настоящей главы относятся к общим функциональным ря- 
дам, универсальным либо в обычном смысле, либо всмысле перестановок, 


и устанавливают некоторую взаимосвязь между этими универсальностями. 
ТЕОРЕМА 3. Если ряд 


со 

Х в (2), 

п=1 
где и„ (1) — почти везде конечные измеримыс функции, определенные на 
[0,1], является универсальным в смысле сходимости по мере относительно 
перестановок, то члены этого ряда можно переставить так, что вновь 


полученный ряд 
со 


У Ч (2) 

к=1 
будет универсальным в обычном смысле, т. е. для любой измеримой 
функции }(х) существует последовательность < К<...<«В&<... та- 
кая, что 

№ 

Ш >] и, (2) = 7 (2) 
почти всюду на [0,1]. у 
ТЕОРЕМА 4. Пусть дан метод Чезаро какого-нибудь положительного 

порядка. Если функциональный ряд 


Х л@), 


где ]»(т) — почти везде конечные измеримые функции, определенные на 
[0,1], универсален в обычном смысле и для некоторой последовательности 
натуральных чисел пп< п.<...< т <... имеет место равенство 


111 Г; (2) = 0 
К—>оо 


почти всюду на [0,1], то этот ряд будет универсальным относительно 
перестановок в классе почти везде конечных измеримых функций в смы- 
сле суммируемости почти всюду на [0,1] данным методом Чезаро. 
Очевидно, что из теорем 3 и 4 непосредственно следует 
ТЕОРЕМА 5. Пусть дан метод Чезаро какого-нибудь положительного 
порядка. Если функциональный ряд 


У ль (а), 


И=1 


где }» (т) — почти везде конечные измеримые функции, определенные на 
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[0,1], универсален относительно перестановок в классе почти везде ко- 
нечных измеримых функций в смысле сходимости по мере, то он будет 
универсальным относительно перестановок в классе почти везде конечных 
измеримых функций в смысле суммируемости почти всюду на [0,1] дан- 
ным методом Чезаро. 
Очевидно, что ‘из теоремы 1 главы 1 и из теоремы 5 непосредственно 
следует 
ТЕОРЕМА 6. Пусть дан метод Чезаро какого-нибудь положитель- 
ного порядка. Тогда для любого нормированного базиса {ф»(2)} прост- 
ранства Г [0,1], р> 1, существует ряд 
со 
> а Фи (5) (а„— действительные числа) 
1 
с коэффициентами а», стремящимися к нулю, универсальный относитель- 
но перестановок в классе почти везде конечных измеримых функций в 
смысле суммируемости почти всюду на [0,1] данным методом Чезаро, 
т. е. для любой почти везде конечной измеримой функции некоторый 
переставленный ряд 


> а, Фь,(2) 


и=1 
будет суммируем почти всюду на [0,1] этим методом к }(х). 


$ 1. Доказательство теоремы 3 


Пусть ряд 


со 


и), (1) 


п=1 


где и» (1) — почти везде конечные измеримые функции, универсален от- 
носительно перестановок в смысле сходимости по мере, т. е. для любой 
измеримой функции }(х) найдется некоторая перестановка ряда (1) та- 
кая, что вновь полученный ряд 


со 


>. в, (2) (2) 
К=1 
будет сходиться к] (5) по мере. Прежде всего заметим, что если ряд (1) 
универсален в смысле сходимости по мере относительно перестановок, 
то он остается таким и после удаления любого конечного числа его 
членов. 
В самом деле, предположим, что из ряда (1) удалены функции 


и. (т), ил,(т), -.., ти (2). 


Пусть ] (5) — произвольная измеримая функция. Положим. 


ть 


Е (2) = 1(®) — >] инь, (2). (3) 


К=1 
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Так как ряд (1) универсален в смысле сходимости по мере относи- 
тельно перестановок, то его члены можно переставить так,что вновь по- 


лученный ряд 
со 


2 вы (4) 


К=1 


будет сходиться по мере на [0,1] к Ё (2). Тогда, очевидно, ряд 
со 


Уи, (2), (5) 


К=1 


полученный из ряда (4), после удаления функций и„,(5), Им, (7), ... 
...› ии (2) будет сходиться по мере на [0,1] к / (2). В силу произволь- 
ности /(1), вышеприведенное утверждение доказано. 

Для доказательства теоремы поступаем следующим образом. Перену- 
меруем полиномы с рациональнымы коэффициентами 


И о Я 2 (6) 
и возьмем последовательность положительных чисел {=,}, где 
со 
У вх + =. (7) 
К=1 


Переставим члены ряда (1) так, чтобы вновь полученный ряд 


со 


о ма (2) 


К=1 


сходился по мере на [0,1] к функции Р; (5). Тогда мы можем взять т: 
настолько большим, чтобы 


шос Е | 


> | < ал. (8) 


Уи (2) — Р, (2) 
= 


Пуеть и», (1) есть функция с наименьшим индексом п; таким, что 
И», (1) не совпадает ни с одной из функций и, (1) (<), и (1) аа 
1 2 


мех в) (1). 
пи 
Положим 
Е (т)= Р› (2) -| У в (2) т] (9) 
К=1 ПК 
Выкинув из ряда (1) функции и (1)(5),..., и (1) (2), и..(2), мы можем 
а] тт, 


остальные функции переставить так, чтобы вновь полученный ряд 
со 
Хи в) (10) 
№=1 ПК 


сходился по мере на [0,1] к Р(5). Тогда мы можем взять т. настолько 
большим, чтобы 
т 


шез Ё У и (2) —Е (2) 
пк 


А=1 


>< (11) 
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В силу равенства (9), отсюда следует: 


шез Е | 


Уи (2) + ин, (2) + Хи „(9 — Р, (2) > 
К=1 ПК К=1 ЧА 


ь, | <. (12) 


Предположим теперь, что уже выбраны функции 
и, (1 (2), ил) (2), ...; Иа) (2), им, (2), ..., ина (2), и (1), и (2), (43) 
1 2 пи 1 Пту 


обладающие следующими свойствами: 

а) все индексы функций конечной системы (13) отличны друг от 
друга, причем п: < п.<... < пь где п; — наименьший индекс, отличный 
’ от остальных индексов конечной системы (13). 

Из этого свойства, очевидно, вытекает, что все функции и, (2), 


из (1),..., и! (1) входят в систему (13). 
Ь) Имеет место неравенство 
1 
тез Е [> ( В до +, (+ > и.о (2) — | > в] < а. (14) 
У=1 А=1 


Исключая из ряда (1) все функции (13), мы можем остальные функ- 
ции переставить так, чтобы вновь полученный ряд. 


р (15) 
К=1 ПК Е 


сходился по мере на [0,1] к функции 
Рори их и (2) Е ин, (2. (16) 
У=1 К==1 ПА 
Тогда можно взять т;1, настолько большим, чтобы 
т -1 


шез Е [| 2 и дн ® — Е (2) | > ен | Зе. (17) 


Из (16) и (17) следует: 


1 7:1 
шез Ё | я (> и „с › (2) - и», (2) + > и (+11) (@) — Ры- (1) | ры. ен | < а. 
У=1 К= К=1 пр г (18) 
После выбора функций и „о ей нео (2) выбирается функция 


Пт 
ит, (21) с наименьшим индексом п:11, отличным от индексов всех этих 


функций и функций выбранной конечной системы (13). Таким образом 
будет определена последовательность натуральных чисел 


п, п, т (19) 
которая удовлетворяет условиям а) и Ь) лля любого {> 2. 


Из условий а) непосредственно следует что последовательность (19) 
есть некоторая перестановка последовательности 1, 2,...,п,.... 
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Последовательность (19) запишем в виде 


Р1, рэ, - +.) Р»,... (20) 
и рассмотрим ряд 
У! ир, (3). (21) 


У=1 
Покажем, что ряд (21) универсален. 
Так как последовательности (19) и (20) совпадают, то из условия Ь) 
следует существование возрастающей последовательности натуральных 


чисел у, <\.<... <«\к<... таких, что выполняются неравенства; 
Е 
шез Е | | У} и», (4) — Ра (9 [>] <еь Ка а: ры (22) 
У—=1 


Пусть /(2) — произвольная измеримая функция. Легко видеть, что 
из последовательности (6) можно выбрать последовательность Рх, (2), 
обладающую следующим свойством: 


Ша Ри, (2) = / (2) (23) 
>00 
почти всюду на [0,1]. Тогда, в силу (7) и (22), будем иметь: 
ук; 
бт > пр, (2) =7(а) (24) 


почти всюду на [0,1] [см. (4), леммы 1 и 2, стр. 372, 373]. Теорема 3 
доказана. 


$ 2. Доказательство теоремы 4 


В этом параграфе мы докажем более общую теорему, из которой 
будет вытекать теорема 4. 
Следуя Д. Е. Меньшову, будем обозначать через Т”’ все линейные 
методы, матрицы которых |ак| удовлетворяют следующим условиям: 
со 


1°. Ряд я ак абсолютно сходится для всех достаточно больших зна- 
К=1 
чений [и 


№ Урак=А. 


50 к—1 


о 5 
2. Для всех достаточно больших значений { 


со 
О 
У! [а | < М, 
—1 
где М не зависит от (. 
о > 
3. Шпак =0 `` (Е =1,2,...). 
о о у 
4’. ШаТь=0, где т; = шах" |4 |. 
$—со 1«5<- с 
Известно, что условия 1°, 2°, 3° необходимы и достаточны для регу- 
лярности метода, определяемого матрицей |а»|, и, таким образом, мето- 


Й > 
ды Т’ регулярны. При этом легко видеть, что методы Чезаро положи- 
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тельного порядка являются методами 7” [см. (19)]. В силу этого очевидно, 
что теорема 4 вытекает из следующей теоремы. 
ТЕОРЕМА 7. Пусть дан метод Т’и ряд 


2 7 (5) (1) 


почти везде конечных измеримых функций, определенных на [а, 6], уни- 
версальный в обычном смысле. Предположим также, что для некоторой 
возрастающей последовательности натуральных чисел {К;} 


Ша Дь (2) =0  ^ (2) 


почти всюду на [а, 6]. Тогда для любой почти везде конечной измеримой 
функции 7(т) члены ряда (1) можно переставить так, чтобы вновь полу- 
ченный ряд был суммируем почти всюду на [а, 6] заданным методом Т’ 
к функции 1 (2). 

Теорема 7 доказывается почти дословным повторением рассуждений 
работы (1), примененных Д. Е. Меньшовым для доказательства следую- 
щей теоремы: 

Если {ф» (2)} — ортонормированная система и числа а„ таковы, что, 

со 
а < Е оо, 
ИТ 


то члены ряда 
со 


У! анфь (2) 


п=1 


можно переставить так, что вновь полученный ряд будет суммироваться 
почти всюду методом Т’ к функции /(7), удовлетворяющей условиям 
теоремы Рисса — Фишера. 

Доказательство теоремы 7. Легко видеть, что в силу (2) из 
последовательности {А;} можно выбрать возрастающую последователь- 


ность т: < т. <...< Тк <... такую, что ряд 
[®.®) 
и 
Лик (2) (3) 
&=1 
почти всюду на [а, 6] будет абсолютно сходиться. 
В самом деле, пусть 2х > 0, К =1,2,..., и пусть 
со 
к! 
Ук < =. (4) 
и—1 


В силу условия (2), существуют возрастающая последовательность {т}, 
тк} С {№}, и последовательность множеств {Ёк} такие, что 


[Анк (29 | < вк при 26», (5) 
шез Ёх > —а— &х. (6) 
Положим Е 
Е = Ша шЕ Ех = У П Еу. (7) 
п=1 К=п 


9 известия АН СССР, серия матеметическая, № 4 
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з 


Ясно, что на множестве Е ряд (3) абсолютно сходится и что 


тез Ё =6 — а. (8) 
Обозначим через ри, [=1,2,..., последовательность целых положи- 
тельных чисел, отличных от чисел тк, А =1,2,..., и перенумерованных 
в порядке возрастания. 
Легко видеть, что ряд 
со 
1», (2) (9) 
$=1 


универсален. В самом деле, пусть / (2) — произвольная измеримая функ- 
ция. Обозначим через ф(х) сумму ряда (3) и положим 


Е (2) = 1 (т) + $(=). (10) 
В силу универсальности ряда (1), существует возрастающая после- 
довательность натуральных чисел р, < р.<...<р,. <... такая, что 
Рь 
Ша $ (2) = Р(2) (11) 
К=1 


почти всюду на [а, 6]. 
В силу определения ряда (9) мы можем написать: 


Рь “ат 1 
Я ь@®= У м@®-+ У, @. (12) 
К=1 8—1 8=1 


Так как 
За 2 


Пт У /и, (2) =$ (2) 


т>со 8—1 


почти всюду на [а, 6], то, в силу (11) и (12), будем иметь: 


и 
Иш У», (2) =/ (2) 
7—0 8—1 


почти всюду на [а,6]. Тем самым универсальность ряда (9) доказана. 
Предположим теперь, что {(2) — почти везде конечная измеримая 
функция, и обозначим 


| 
и (2) = №1, (3). (13) 
8=1 
В силу универсальности ряда (9), мы можем определить последова- 
тельность целых положительных чисел [;,] =1,2,...,[;< 1:4: таким 
образом, что 
а 14; (2) = (2) (14) 
2—со 
почти всюду на [а, В], где 
$ (2) = / (2) —$(2). (15) 


Другими словами, равенство (14) имеет место в каждой точке некото- 
рого множества Ё, где 


Ес [а, 6], шезЕ =В— а. (16) 


Так как функции т (2), [=1,2,..., и 4ф(х) почти везде конечны 
на [а, 6], то для каждого значения ] можно определить положительное 


| 


в ДИ Дб 
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число С; и множество С; так, чтобы выполнялись условия: 


Гу < Ель аа [1+ (2) | + [$ (2) < Г; для ЕС, (17) 
<<; 
в; с (а, 5), шез 6; > —-а—-.. (18) 
Полагая 
С = Баш}, (19) 
9—0с 


из (18) будем иметь: 
Сс (а, 6), шезб=фв—а. (20) 


Рассмотрим некоторый метод Т. с матрицей |аз|, удовлетворяющей 
условиям 41° — 45. 


Положим 
1; = шах Т., (20°) 
1<8<- о 
где 
Тв = шах [аз |. 
1<А<-со 


Из условия 4° следует, что 
Пи 7; = 0. (21) 


Определим лве последовательности целых чисел А; иц,, / =1,2,..., 
следующим образом. 

Берем Л: =р, = 0. Далее, предполагая, что числа А, и] >14, 
уже определены, и учитывая соотношение (21), определяем число ^] 
таким образом, что 


р ь 1 
1 < ^,, 1,6 И = те . (22) 
(©, $ 
По условию 25°, ряд р |а::| сходится рля каждого значения #. Поэто- 
и=1 


му можно определить целое число р; так, чтобы выполнялись нера- 
венства: 


ть. (23) 


Ан в 28< 5; 


где 
д; = шах » |ащ|. (24) 


1<1<^; т 
о 


Таким образом мы определяем целые числа Л; и р; для всех значе- 
ний |], и при этом неравенства (22) и (23) выполнены рля всех 7 > 1. 


Положим 
№ = 0, =МЕ А а (25) 
Тогда из (23) будем иметь: 
< и, < Ву (7 =1,2,3,.. .). (26) 


Кроме того, из условия и; = 0 и из (25) вытекает: 


Я 
(ив) = (27) 


=} 


9* 
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` Определим последовательность целых положительных чисел 
О Арво ср онас (28) 


следующим образом: если п удовлетворяет неравенству 


ш<пт<р, 71=1,2,3,..., (29) 
то полагаем . 
У ВЬ (30) 
где 
ЕД ПИ, (31) 


Следовательно, когда п неограниченно возрастает, принимая после- 
довательно значения, удовлетворяющие неравенству (29), числа у» после- 
довательно принимают все значения 


< ро. (32) 
Аналогично, если п удовлетворяет неравенству 
оз.) (83) 
мы полагаем 
МЕ, (34) 
где 
а 
К= У (ыы №) п ву. (35) 
г 


Таким образом, когда п неограниченно возрастает, принимая после- 
довательно значения, удовлетворяющие неравенству (33), у, принимают 
последовательно все значения 
‹ о И (36) 

Так. как и! =0, то числа у„ определены для всех значений п и, кро- 


ме того, очевидно, что. каждое целое число встречается в последователь- о 


ности (28) ровно один раз. 


Мы получили, что последовательность (28) является некоторой пере- 


становкой последовательности натуральных чисел 1,2, 3,.... Следователь- 
но, ряд 
[©.®) 
Ул, (2) (37) 
И—=1 


отличается от ряда (1) только порядком членов. 


Докажем, что ряд (37) суммируется почти всюду на [а, 6] методом 
То к функции (2). 


Положим 
$" (2) = /,„ (1), 4 (@=0, (38) 
если п удовлетворяет неравенствам (29), и 
ф (2) =0;- %@ер, @®, (39) 


если п удовлетворяет неравенствам (33).. Е 
Очевидно, будем иметь: 


ыы) = №» (2-Е к @) (п 2,...). (40) 
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Для того чтобы доказать суммируемость ряда (37) почти всюду ме- 
тодом То к 7/(52), достаточно показать, что ряды 


У 8) (41) 
и < 
Уф (@) (42) 


суммируются соответственно к \р (1) = 7 (12) —ф(2) икф(»). Из (38), (39), 
(33) и (34) следует, что ряд (42) получается из ряда (3) прибавлением 
членов, равных нулю. Следовательно, ряд (42) почти всюду на [а, 6] 
сходится к ф(2). Так как медод ТГ, регулярен, то ряд (42) почти всюду 
суммируется методом То к ф (2). 

Докажем, что ряд (41) суммируется методом То к 4$ (2) = (а) = (2) 
в каждой точке множества С.Е (общей части множества Си Е), где 4 и 
Е определены выше [см. (14), (19)]. 

Рассмотрим ряды 


№ @ 1х $к (2) (1 == В 2, .. ой (43) 
К=1 
где аз. — элементы матрицы, соответствующей методу я и 
к 
52 (2) = У! Чи" (9. (44) 
ь п—=1 


Пусть х — произвольная точка множества С.Е. Чтобы доказать, что 
в этой точке ряд (41) суммируем методом Го’к 1ф(5), надо доказать, 
что в этой точке ряды (43) сходятся для всех достаточно больших зна- 
чений & и обладают суммой, которая стремится к 1ф(5) при #—> оо. 
° В силу условия 1° (определение метода 7’) можно доказать, что в 
рассматриваемой точке х ряд 


У [ав | - 15 @ — $6) (45) 
#1 


сходится для всех достаточно больших значений { и обладает суммой, 
которая стремится к нулю при {> со. В самом деле, нусть 


На 

6:; (2) =] У [@к|| 5х (2) — ф(2)|, (46) 
УАНЫ 

28) эедажя [ла, (2) — $ (2) |. (47) 


Так как точка х принадлежит множеству С.Е и, следовательно, 
множеству Е, то из (14) вытекает, что 


10 27) =10. ь (48) 
9->со 
С другой стороны, точка х принадлежит множеству @ и, следователь- 
но, в силу (19), существует число ]„ такое, чтохЕеС; для всех ] > ]х. 
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—- 


_ Из (44), (38) и (39) будем иметь: 


и 


73 г й 

У УК Утв, С. 
г=1 п==р,-Н1 тр 
за=\ я ны сви (50) 


Г=1 пи, 1 


Сравнивая (49) и (50) с (29) и (30) и учитывая (13), (25) и (27), по- 
лучаем: 


1 
з0-Я У рю Х Ь--® <<), 68 
Т=1 $= г 41 а 
где 


ЕААНА В 


3 1. : 
т) = ыы Я Тез (1) = ти, (2) (и; <Е< +). (52) 
Т=1 $=1. 1-1 
Предполагая, что 

м<а«мМы (=10,...), (53) 


рассмотрим функции сх, (2). В силу (46), (51) и (52), будем иметь: 


р, Ва 
(= Х [| (а) — (2) |+ [я,@ — %@)| Х || 
КИ КЕ 
(54) 
В. ЕН И,). 


Индекс { в первой сумме есть функция от А, определяемая равен- 
ством [=1._-- Е — и, (следовательно, [„_, <1<,). 

Если г=]—1 или г=], ]—1 >], А, ЗАД, то ЕС, п, в сн- 
лу (17), (47) и (54), получаем: 


Ву 
би, (2) < 1, у [ак | Е г, (2) № [4%]. (55) 
‘к РУ К=р’,-т 


Следовательно, из определения чисел т; (см. 49) и из условия 29 
(определение методов Т и Т’) будем иметь: 


бе (2) < Г. (в, — в,) + Ме, (2) < Гуль (в, — в) МЕ, (2). (56) 
Из (20), (53), (25) и из первого неравенства (23) получаем: 
Те Ар Вет ЗВ на. (57) 
В силу (56), (57) и (22), будем иметь: 
ба, (1) < > + МЕ, (5) 


(58) 
(г = уе- или ре & У «АН ,). 
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БОИ РИ р Ем 
< 4... (59) 
Кроме того, из ЕС, и из неравенств (54), (17) следует: 


НИЕ 


бы (3) < 1. а, 


К=р,--1 


‘откуда, в силу (24), (23) и (59), получаем: 


6+ ®) < Бо. < = (>> 1» Мам). (60) 


Из определения чисел 7; (см. условие 4°) и из первого неравенства :: 
{57) будем иметь: 
[ок |5 т; (=1,2,3,. <). (61) 


Полагая г <], из соотношения хе; при />]., из неравенств (54), 
(17) и из (61) получаем: 

бт (<) < Т», Г. (№: т и) (г < р ‚ — 1х, ^; < 1< ^;41). (62) 

Если #> ^;.45, то можно определить число ] > ]»„-- 1, удовлетворяю- 

щее неравенству (53), и тогда из (60) и (46) следует, что ряды (45) 

сходятся в рассматриваемой точке х. Итак, эти ряды сходятся в точке 


х для всех достаточно больших значений &. 
Обозначим через Т: (5) суммы рядов (45). Очевидно, 


ПЕ У бл (2) -- 6—1 (2) -- 04; (2) + У 5(1) @>\,-), (63) 
71 т=)-1 


где / определяется неравенством (53). 
Докажем, что 


Ни 7: (2) = 0. (64) 
#00 
Из ыы, (62) и из того, что и: =0, получаем: 
2—2 
у ба. (1) < т», Г; р (на — М») = т,Р 3 №1 


т=1 
Отсюда, в силу (22) и в силу соотношения Пт] = ос, будем иметь: 
4->00 
7-2 
Пл > би (1) = 0. (65) 


#—>со 
Т—1 


Так как 7 >/„-+1, то из (58) вытекает: 
ба (< - а Ма;— (1), 
бя; (2) = + МЕ; (2). 
Отсюда, в силу (48), получаем: 
Пи 9,1 (2) =0, ши 9 (2) = 0. (66) 


* Первое неравенство (57) удовлетворяется при условии А; < 1. 
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Е = 


Кроме того, из неравенства (60) следует: 


м Об (1) - тт 


т=) 1 
и, таким образом, 
Нш У (1) =0. (67) 
1—со те 


Сравнивая (63), (65), (66) и (67), получаем соотношение (64). 

Итак, доказано, что для любого ХЕСЕ ряд (45) сходится для всех 
достаточно больших значений { и обладает суммой, которая стремится к 
нулю при {> со. 

Так как шез С.Ё =В— а, то это означает, что ряд (41) суммируем 
почти всюду на [а, 6] методом Ту’ к ф(2) =] (2) —$(2). 

Мы уже показали, что ряд (42) суммируем почти всюду на [а, 6] 
методом Т, к $(2). Следовательно, в силу (40), ряд (37) суммируем 


почти всюду на [а, 6] методом Г. к] (5). Доказательство теоремы закончено. 
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И. И. ИБРАГИМОВ 


НЕКОТОРЫЕ НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО ТИПА 


(П редставлено академиком М. В. Келдышем) 


В настоящей работе устанавливаются некоторые экстремальные 
свойства целых функций экспоненциального типа, интегрируемых в р-й 
степени на всей вещественной оси. 


Обозначим через И’? (р>1) класс целых функций / (2) экспонен- 
циального типа э, для которых существует интеграл 


со 
о 


МЛ» = \ [7(2) Ра < о. 
—© 

С. Н. Бернштейном (т) доказано, что для целой функции ] (2) экспо- 
ненциального типа с, ограниченной на всей вещественной оси (из клас- 

са В.), имеет место неравенство 
пах | / 12) < 55 шах. |7 (5). (0.1) 

—с<х<®о —с<х<о 

Это утверждение в более общем виде сформулировано в книге Н. И. Ахие- 
зера [см. (?), стр. 154 — 160]: если /(2) — целая функция из класса 


У (р>1), то 
|521 4-7” (2) - сова. (2) |6 < |1 (®) |, (0.2) 


где а — произвольное действительное число. 
Напомним, что для каждой целой функции вида 


[2 


Па = уе | 490 4ь (0.3) 


сопряженная функция / (2) определяется посредством формулы: 


2) = г 6 э1ет и) ей ф (и) ди. (0.4) 


Для функций /(2) из класса УР (р>1) имеет место замечательное 
неравенство С. М. Никольского (3): 


+ 1 


Фр < 20? Руфь (1«5р<р<о). (0.5) 
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ы ъ (р) 
Ряд экстремальных свойств целых функций из класса И’. ’ выявлен 
в работах автора (“), (5), (6); в частности, в работе (°) доказано, что если 
1<р<2ир<р < о, то 


|7 


1 


- 


17 (2) ь (0.6) 


и, кроме того, 


шах 172)! < (=) ИФЬ @<р< >). (0.7) 


—©<ю<х<о 


Р. П. Боас (7) доказал, что если 1(2) Е и то 


еде (а — в) ее < 2 (62 оу — шо)? | / (2), (0.8) 
где « — произвольное действительное число. 
В предельном случае, когда р= ос, пверма |](5)|%5 означает 


зир |7(2)|- 


—©<<х<о 
Неравенство Боаса (0.8) является очевидным обобщением и уточне- 
нием неравенства 


У (а. (р> 1, (0.9) 


где 


Ус ь = вах 1769], Ув = \ Ура. 
В настоящей работе мы прежде всего деполним исследования. рабо- 
ты () по- поводу неравенства (0.6); а именно; доажом, что вели 2 < р< 
р < <, 10 


1 1 аЗеТАХ 


уе < (2) Уи, ``. ед. © 


что является уточнением неравенства (0.5). 


Далее, в работе доказывается, что для функции /(2) из класса И ва 
{р>1) имеет место неравенство: 


, т 
, ЗВ рбу \ в 
а ие и) И пу) сов | < (Рен и)" 1(®ь, (0.11) 
—с<х прУу 
где « — произвольное действительное число. 

Наконец, тем же методом, каким доказывается неравенство (0.11), 


мы докажем, что если ] (2) Е И’® (1х2) и 15 ро<р <, то 


1 1 


бери а 
| (о-в Да-да | 52 (2)? 7 (овзоу — во) * | ()ь, (0.12) 


где  — произвольное действительное число. 
При доказательстве неравенства (0.12) мы пользуемся двумя утверж- 
дениями, доказанными в работе (5). Первое из них состоит в том, что 


любая целая функция /(2) из класса И’? (1 <р<_2) может быть пред- 
ставлена в виде (0.3). 
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| Второе утверждение состоит в том; что для функции 
й со 
© == — 
о (2) у | ев у (а (0.13) 
имеет место неравенство 
з 2-Е аа г = 
ее) 42 < (2л) = (0.14) 
—в —©о 


| 1 1 : 
ие 1 < ро2н = — ЭЁ- 1. Первое из этих утверждений является уточне- 


' ннем известной теоремы Винера — Палея о функциях из класса ®, 
а второе получено с помощью одной теоремы Титчмарша [см. (3), 
стр. 128}. 

1. Пусть 71(2) Е И’ пр>2. Предположим, что 


| а 


‘Заметим, что неравенство (0.6) в случае р’= со и 1<р<.2 для целой 
функции 


8 (2) = И(®Р 


из класса ие. имеет вид: 


Е с2^ т 
шах |8“ | |964 
тли 
‚7. о г 
- ок ой ок 
шах И)“ <” | НФ 9. 
—с0<х<со > 
Отсюда следует, что при р>2 имеем: 
1 
9 : 
шах |715 (%) 1/61» (1.1) 
Пусть теперь 2< р«<р’ < <. Очевидно, 
С. й" № "2 й ой С р 
Уи Г 4е=  ЫФГ У) < (шах |7)’. Ра, 


Отсюда, в силу (1.1), следует, что 


в 
ф 


( ИФ’ < (®) Че”. У 


Извлекая корень степени р’ из обеих частей последнего неравенства, 
мы получим перавеиство (0.10). 
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Таким образом, имеет место 
ТЕОРЕМА 1. Если /(РЕИ’ и 15 р<р’<о, то 


Па 1<р<х 2), 
и (=) Пе (<2<2) ны 
(=) МФ, — >23. 


Примечание 1. В работе (*) доказано, что для фупкции зе 
имеет место неравенство 
1 
б 2 й * 
шах |/(2)1< (=) И@\Ь (0.6°) 
—©<х<® Х 
которое может быть получено из неравенства (0.6) при р=2, р’ = © 
и которое обрашается в равенство для функции 


7(е) = (21°) си. 


После доклада автора в Днепропетровском Гос. университете в июне 
1959 года А. Ф. Тиман заметил, что если в неравенстве (0.6“”) заменить 


в |3 


функцию 1(2) Е"? функцией [/ (2)] ‚, являющейся целой функцией сте- 
пени р при четном р (р=24, 9 > {— целое), то мы получим неравен- 


ство * 


* Автор настоящей работы, совместно с А. С. Джафаровым, установил, что 
неравенство (1.2*) остается в силе и для случая, когда р — нечетное число и когда 
целая функция }(2) из класса у {2 неотрицательна на вещественной оси. 

В самом деле, в силу теоремы М. Г. Крейна [см. (2), стр. 168], функция }{ (=) 


может быть представлена на вещественной оси в виде ] (2) = |2 (2) |?, где & (2) — целая 
б 
функция степени 5. 


Положим 2р: =г; тогда если } (2) 6 (9, то в (2) 6 и. Пусть 1<л<2 или 
— 
И 
5<р<! 
Применяя первую часть неравенства (1.2) к функции © (2) при р’=> ир=ьн 
получим: 


р 
8 @91< (>) На, 


Е 


ие у‘, (+<р< з} „) 


Очевидно, если р =2А — 1 — нечетное целое число и } (2) И’), то [{ (2)] 2—1 6 УЧ) 
и, в силу неравенства (*), при р: =1 имеем: 


«5 ИИ 


откуда следует, что 


9(2А—1) 
— | 


Отсюда получаем: 
в 


еут< (#2) НИЦ», 


что и требовалось доказать. 
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ЕВ 
ср\ В . 
шах |(2)|< (52) /@)|ь, (1.2°) 
—©<х< о ыы 


которое при р = с (т > 1 — целое) обращается в равенство для функции 
1 
. 2т о. 
и ("= еИ’, , 


В многомерном случае * имеет место 
ТЕОРЕМА 1°. Если }(21,...21) И’). 


О Убь.. 3) 9 Р<2), 
о ”_ (1.3) 
(15)  мезоэь, >53, 
где 
ев Е 


3 ^ т 
В частности, для тригонометрического полинома Ть,,..п, стенени 


(п1,...›Пк) имеет место неравенство: 
1 т 
[^ ОР 2 
о м, бро 
| т 
ИТ н,,.., НИ я, (1.4) 
| рые = 
| И ол | тк (р>2), 
Ре И р < © 
Еы 
2п 2п р 


Неравенство (1.4) дополняет результаты, содержащиеся в работе (5). 

Примечание 2. Исходя из неравенства (0.7), можно доказать, 
подобно тому. как доказывалось неравенство (1.1), что если функция 7 (2) 
сопряжена с функцией ](2) из класса Й’Р) (р>1), то 


л 


в А ии (1.5) 
(©) ы@ь — @>2. 


м 
(2) и@ь Ч<Р<2) 


* Неравенство (1.3) и ряд других неравенств для целых функций конечной сте- 
пени многих переменных содержится в работе (15). 
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Примечание 3. Заметим, что, применяя неравенство’ 
Я 


шах < <1(* ‹) | мн. кВ 


—00-х:,..., хи-< ео 


к функции 
В: 


ПТ Ее 


с - с ср бир и’ ® 
являющейся целой функцией степени 5, :--› >] Из класса ый 


2 2 


при четном р(р=24, 9 >21 — целое), получим: 
ик | 


шах  |/(4.,....2.)| < (7 ке. (1.6). 


—©<х;,....хи< оо то 


Отсюда, подобно тому как доказывалось неравенство. (1.3), находим: 
Е. 
т: 


ПИ. ЭЦ Ио, В 


где 1 <р<р <. Неравенство (1.6) при р= = (т > 1 — целое) пре- 
вратится в равенство для функции 


(21, ..., п) = П [реь кк. |. , 


К=1 
2. В силу формулы (0.3) и (0.4) функцию 
О (2) = 1 (2) эта +7 (2) совх 


можно представить в виде: 
И (и) = — \ ф(ве НМ [зла Е 9100 Ё-с03 а] 4. (2.1} 


Отсюда, в силу неравенства Гёльдера, получим: 
1 


+ 
? 5 а 5 р 
[О (# + Зуя ( |Ф (0 и) у (а) 
1 
тт =1 (>41. 
Таким образом, в случае 1 «р, в силу (0.14), имеем: 
О 
беты < (9 |1. (2.2) 
пру . 


Покажем, что неравенство (2.2) верно и при р=1. Из (2.1) следует, 
Уго 


где 


10 ‚ 238 су. р 
8)! Зуи. шах [900 (2.3) 


Из формулы (0.13) вытекает, что 


—<34<в 


шах |9 (0| уз - 1/61. (2.4) 
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з (2.3) и (2.4) находим: 
ГО У НУ, (2.5) 


Неравенство (2.5) показывает, что (2.2) верно. и при р == 
Таким образом, справедлива следующая 
ТЕОРЕМА 2. Если функция ] (2) сопряжена с функцией } (2) из класса 


И’) (1 <р<2); то 


о 


Пе) зв 7 (а 8) сова < (48221), (2.6) 


где а — произвольное действительное число. 


д 
В частности, из неравенства (2.6), в случае а =, следует, что для 


(в ЕИ’ (1 < р<2) 


ев < (ЕР ” (2.7) 


В случае р>2 мы можем полагать, что. 
2 р ВЕ. И - 
Применяя неравенство (2.7) к целой функции 
8 (2 =И (2) 


МЕ 
экспоненциального типа 52 ‚ получим: 


НУ (2 + 5)“ < СЯ еее, 
или г 
. ЗВ сру; г 1 и 
с -- в (и) ПУ, (> 2). (2.8) 


Заметим, что неравенство (2.7) в случае р=2 примет вид: 


Е (леи) ИИЙ,- 


Применяя это неравенство к функции 


Ра 


геи =И(@е+), 


являющейся целой функцией степени т. при, четном натуральном р, 
находим: 
ы 
ера < (68299) |. (2.8 
г 2лу 
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ее 


Заметим, что неравенства (2.7) и (2.8) могут —- обобщены *. 
ТЕОРЕМА 3. Если /(2) 6 И’? (р>1) и 1<р<р’ < о, то 
т у| 
(12) бе’ УФ, (И «Р<2), 
ИУ(ж + 5) |< (2.9) 
о (р> 2) 
[ее 7  (2>2). 


Доказательство. Заметим, что если / (2) 6 И’ (р>1) ий <р< 
< р’< оо, то 
Ро И 


ИУ(2 - 4) | < (шах|/ (#8) |)" И @-+ 8) 


Отсюда, в силу (2.7) и (0.8), следует неравенство (2.9). 
3. Если /(2) 6 (р>1) и1<р<р’< о, то, в силу (2.9), имеем: | 


№ 


1 
И ТЕ рб 
о )" вр 191 


е |5 Чзв-%, 


1 1 
фор Ш 
у о 


И, (> 2). 


И, < «е 
ЕТ 
Отсюда, в силу неравенства С. Н. Бернштейна 


НИ (< * ||, (Р>1), 


находим: 
[ а -» в р 
Гы‘) #° МЬ И<р<2) 
о лрУу 3.1 
|7 ны а ри 5: 
‚ (ЗВ ро РР : 
о о 


Покажем, что неравенство (3.1) может быть уточнено в случае 
13 р<2ир=ою. 


ТЕОРЕМА 4. Если 1 (2) 6 И’? (1 <р<2), т 


Де 


О -- й/) - эта +7 ® (2 1/) - соза | < [ре но" |!7 (5) || (3.2) 


где ях — произвольное действительное число. 


Доказательство. В силу формул (0.3) и (0.4), имеем: 


1” (#+ #/) - это -- 1 ® (д + 19) - с03& = 


= = \ $ (1) (#)’е-инни [зто + 29912. с0$ а] 4. (3.3) 


*Р. П. Боас, реферируя работу (5) в Ма. Ве\м., № 6 (1958), обратил внимание 
т на статью (3), которая, как оказалось, оевищена получению неравенств (2.7) 
и (2.8). 
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4 4 
Полагая г - т 1 (р>1) и применяя неравенство Гёльдера, полу- 
чим: 
|179 (2-Е 8) - ша 7® (х + 1) соза| < 
а. т 
[с а с у") 
1 р 
<: (ога) - (ф-ка), 
причем р. 
в м [. [2 Кр 
Ре рый = 2 с ру - @ < 20 ро. т. (3.4) 
—50 0 


Таким образом, имея в виду неравенство (0.14), находим: 


ны 


[А (е-- бу) эша 17 (2-Е в) сова < [148 |948), (3.5) 


Справедливость (3.5) при р=1 доказывается следующим образом. 
Из (3.2) получаем: 


119 (2 &) - зва-+7® (= 8) - воза [< 
пах (} ей 94). 


У 20 —о< < 


Отсюда, имея в виду (2.4) и (3.4), находим: 
р . 2. : оиТ СВ су 
119 (=- и) - зша-- 1® (2 И). сова | < ЕЕ * |7 (2) ||. 
Теорема 4 доказана. 
В частности, при & = — из неравенства (3.2) следует, что 


2 
Е. 


у) 
Пе [Е] ° 1), 4<р<2), — 6.6) 


где А =1,2,3,.... Отсюда в случае 1 <р<2, р<%р < получаем: 


1 


РР 
еЬЫ < Е ак Ие+ын” (} Ме ее 


—© 


з |= 


1 
— —- А(р’— Р-Р 
р (р’—р) 


ЕЯ о’ И е+ы, 


3 


Далее, имея в виду, что 


Пе ем (9) Заем | (9) |, 


находим: 


тд ро 
рр 


(К) и. Е. с св рсу р’ , г 
о -- <*[рнт  °° М,. (3.7) 


10 известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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`4. Пусть /(2) — целая функция из класса Й!’® (1<р<2.. Тогда, 
в силу (0.3), имеет место формула: 


17 (2 = 1) е—® -- 1 (х и 1) @® | = = ее | \ {ей НихеЕо) -- е—и-НихЕ-о)} Ф (1) ПЕ 


(е2 


(41) 
Пусть положительные числа р и 4 связаны соотношением 
1 1 ; 
к я о (р>1. 
Тогда, применяя неравенство Гёльдера, из (4.1) получим: 
Наше + /(#— 4) “|< 
с 2 с 1 
1 тя ь т(( 1) 1 4.2, 
о ы ею ра) (1 4) (4.2) 
При этом нетрудно заметить, что 
в 
[ею | ем | — 2 [с 62 уё — 3120] *. (4.3) 


Поэтому неравенство (4.2) запишется в виде: 


71 (а Е) + /(в— и) “| < 


б р 1 с т 
2 | А РЕ | ал\а 
- ть У — 51?! 4) (1+0 4) о 
Отсюда, принимая во внимание (0.14), получим: 


Ее О 


^тИФь. (| | св? уё — эт? о | * а)”. 


—@ 


<? (2=) 


Заменяя здесь функцию | с1* у: — $112 | ее максимальным значением 
[сВ? су — 3112 6], получим: 
1 


[Ар - де + в — в) |< 2 (5)? (ево — п?) | 7() |». (4.4) 


Покажем, что неравенство (4.4) имеет место и при р=1. Из равен- 
ства (4.1) следует, что 
(хе = + 1 (2 — и) е® |< 
1 
у ` ах |$(0 | › 2 (66 су— 3? @) *.2 
причем, в силу (0.13), 


Е | _ |< -—— 


Следовательно, 


терм о 7. = (45) 


1 
; —1 ; 26 | 1 7 Я 
1х + уе + 1 (2 — 9) @° |<. . |1 (2) || - 2 (сВ? оу — зп 20) *. 25, 
т. е. (4.4) верно и при р=1. 
Таким образом, мы доказали следующее утверждение. 


мирок шв 
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ТЕОРЕМА 5. Если ] (2) — целая функция из класса И’ (1 <р<2), 


то 
а 


У Ме +1 (8—8) 4 |< 2 (>) ? (свзоу — и? 5) (=) |, (4.6) 


где & — произвольное действительное число. 
Очевидно, если 1 3р<р’<«ою, то имеет место неравенство 


со 


\ (2-е + / (2—9) @® | аз = 


= \ Иенме® + /а—в 5. Хе-нуе- + ода Разг < 
< шах оне ев РР х 
—©<<х<® 


} рее 7 — дев а, (4.7) 


причем, в силу неравенства Боаса (0.8), 
со р 
ие -- де + /@— 8) 6% [242 < 27 1 (9) В (ов?су — вто) *. (4.8) 
Из неравенства (4.7), в силу (4. 0) и (4.8), следует 
ТЕОРЕМА 6. Если } (3) 6 И’? (1 <р<2) и 1<р<р ры то 
ЕВ 


. и \ = 
ее] (#8); <2(3)® 7 (0взоу — вто) * |1 (2) |. (4.9) 
Примечание. Для целей функции из класса И’? (р> 1), прини- 
мающей вещественные значения на всей вещественной оси, левая часть 
неравенства (4.9) заменится на 2 | Ве {7 (2 - п) ®}], а при © == = — на 
2 [пп] (2 -- 8) |. 
5. Докажем, что для функции / (2) из класса И’? (1 <р<_2) имеет 
место 
ТЕОРЕМА 7. Если (2) 6 И’? (1 <р<2) и Е— произвольное нату- 
ральное число, то 
шах |/Оее “и (#8) 6" |< 


—с0< х<с 


ке 


1 
Е 1 
<2 [5 р5| ^ `В — виво) * ПИФ, (5.1) 
где « — произвольное действительное число. 
Доказательство. В силу формулы (0.9), для функции } (2) и 
класса И? (1 < р<2) имеет место равенство: 


С, ее мы 


ы Ух ОН ме д, (5.2) 
п 
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Применяя неравенство Гёльдера, получим: 
а 
я -. и 
(| ен рае (| а 


1 
< УЕ 
где +т —=1 (р>1). Отсюда, в силу (0.14) и (2.3), при 1<р<2 
следует неравенство 


не о 


< 2405) ® ъзву — мило) * ми) | #24) ® = 


= 


1 


а ° РР. ок (СВ? оу — 10? 58 
=2 =] с* (СВ? су — эт в) (5.3) 


Покажем, что неравенство (5.3) верно и при р=1. .. самом деле, из 
(5.2) следует, что 


79 @ + и 2 | 1® (2—1) 6“ |< 


< шах |+ (0. т а м ВН. 
—6<1<в ыы 
В о 
< ах А -2 (©? су — в? 6) 2 ут. 


Отсюда, имея в виду (4.5), получим: 


. ий : й 2 . р) 
Пен “+1 (аб [< д (630 — 9? в) г, 
т. е. (5.3) верно и при р=1. 
Институт математики и механики Поступило 
Ак. наук Азербайджанской ССР 16. 11. 59 
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ХОАНГ ТУЙ 
ОБ «УНИВЕРСАЛЬНОЙ ПРИМИТИВНОЙ» И. МАРЦИНКЕВИЧА * 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе рассматривается вопрос о том, как можно усилить условие 
(Р) И. Марцинкевича для так называемой «универсальной примитивной», 
и доказывается обобщение теорем И. Марцинкевича и В. Ярника о про- 
изводных числах. 


Пусть дана последовательность {й„,==0}, сходящаяся к нулю. Следуя 
И. Марцинкевичу (3), условимся говорить, что функция ]/ (5), определен- 
ная на [0, 1], обладает свойством (Р), если всякой измеримой функции ** 
ф(т) на [0, 1] соответствует подпоследовательность {й»,} из {й„} такая, 
что 
(а + 1, )— =) 


Ни =$(2) 


у—со п, 


почти для всех хЕ[0, 1]. 
Функция /(5), обладающая свойством (Р), представляет собой, так 
сказать, «универсальную примитивную» для всех измеримых функций. 
И. Марцинкевичем (3) была доказана следующая теорема: 
Все непрерывные функции на [0, 1], за исключением множества первой 


категории в пространстве С ***, обладают свойством (Р). 
Оказывается, что свойство (Р) в этой теореме можно усилить. При 


этом получится более общее предложение, из которого как частный слу- 
чай вытекает теорема В. Ярника (т) о существенных производных числах. 
Чтобы сформулировать это предложение, введем 
Определение. Пусть дана последовательность {й„ | 0}. Число № 
будем называть правым существенным производным числом от функции 
7(2) в точке х по последовательности {й„}, если существует такое изме- 
римое множество Ё с [0, 1], что 


ие Г, 
х’>х Кв 
хЕЕ 
тез Ё Я-А) 
6) Иш ВН й = 1, 
т—со ъ 


НИ) — 
в) | ЕЕ и, следовательно, Шт Е: == 


п—>оо в 


Х. 


* Излагаемые здесь результаты опубликованы без доказательства в работе (7). 
**+ Все функции, рассматриваемые в этой работе, предполагаются конечными 


почти всюду. г 
*** Под пространством С понимается пространство всех непрерывных функций 


на [0, 1] с обычной метрикой |} (2) — 8 (<) | = ры 17 (*) — в (<) |. 
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Изменяя очевидным образом условия б) и в), мы определяем также 
левое существенное производное число по последовательности Ре 

1. Цель настоящей статьи — доказать следующее предложение. 

ТЕОРЕМА. Для каждой последовательности {№ | 0} найдется мно- 
жество А первой категории в пространстве С такое, что каждая функ- 
ция ] (2) ЕС — А обладает следующим свойством: 

(0) всякой измеримой функции $(т) на [0, 1] соответствует подпо- 
следовательность {№} из {й„} такая, что $(т) является и правым и ле- 
вым существенным производным числом от ](х) по последовательности 
{й„,} почти в каждой точке х Е [0, 1]. 

Доказательство теоремы базируется на следующих двух леммах. 

Пусть {Р» (2)} Е =1, 2, ...) — множество всех многочленов с рацио- 
нальными коэффициентами. Для каждого натурального К обозначим через 
Вк множество всех функций / (52) ЕС, для каждой из которых найдутся 
такое натуральное р, > и такое множество Ё, С [0, 1}. шее, — 


1 ы 
>1— 5, что в любой точке хЕР, имеют место неравенства: 


(#1, ) —] (2) 1(®) —1@—1,) 
г Рь()| < 1, ко — Рь (2) (1) 
== 1 
ше {27 610, о р, < П (2, = 1;,,) Й 
Ё а ы 
к | 
Е о 
тов [° 610, И: Е ауиы пе, ‚ =) 1 г) 
Е ВИ АНь О 
м ) 
Положим 
О а (3) 
К=1 К=1 


ЛЕММА 1. Если } (2) ЕВ = п Вх, то ](х) обладает свойством (0). 


В самом деле, пусть $ (2) — Е измеримая функпия на [0, 1], 
{Рь (х)} — подпоследовательность из {Р» (1)}, сходящаяся к $(5) почти 
всюду. На основании теоремы Егорова, для каждого натурального т 
можно найти такое множество Нтшс [0, 1], шез Ни > 1 ааа ‚ и такой 

Эт 
многочлен Ры, (2) Е {Рь, (х)}, что 


|Р 1) —Ф(х ` 

ГРы (2) —$(2)1 < 1 

при ЕН». Чтобы упростить обозначения, мы предполагаем, что подно- 
следовательность {Рь,(2)} выбрана именно таким образом, что 


Ри, (2) = Рики (5), 


1 
|Рт (=) —Ф(2)1 < — для Е {4) 


причем Аи > т. 
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По условию, [(5)6 В» при любом К, а так как РЕ >, то пр, —0 
при т->со. Значит, мы можем подобрать такую подпоследовательность 


{К}, что Ки; > пи > Ги 
ша Сай 
Ат 2 РК у —1 т, : 
Полагая Й =, имеем: 
РЕ 


; Е и 
в < ша] Е ты. (5) 


Возьмем произвольное натуральное 4 и рассмотрим произвольную 
точку 


со 
теб = П к П Я№,). (6) 
= 
Легко видеть, что для такой точки х при всех г >4 будем иметь: 
пов [а ВЮ, ар А | < Пе ча) 
ии. (1) 


В ы 
Действительно, так как Хе Ё» т (1 > 4), то в силу неравенств (2), в кото- 
рых К заменено на №и; и ›. — на В, 

т; 


В 


'— т 


шов {г Е ГО, 11.: „9 | < = | Пе, 2+ы) 


=” 
е 


4 Ь. 


С другой стороны; так как ге Ни, (1 > 4), то в силу (4) 
И |<. — ры. (а) + 1Рь 0) — (< 
„=? фт 


(7—7 (2) В 
и 


Значит, неравенство 


а. < 


влечет за собой неравенство 


и |< ин за 


т; Е 


и потому из (8) немедленно вытекает (7). 
Введем следующие обозначения: 


М (о а, 9 = Е ив, 1: | РЕЯ К |< в - ©) 


я 
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`Ввиду (5), последовательность & | О и, следовательно, Ду, С Д.. 
Положим 


Е = Е, = 0 (Е®П (4— Ану). (10) 
1—1 


Пусть = > 0 — произвольное наперед заданное число. Так как т; > &, 

р 

то мы можем взять число М настолько большим, что —_ <е при 
) 1 


{> М. Тогда, согласно (9), для #> М будем иметь: 
() ‚ . |1 @) —1 (2) 


и, следовательно [см. (10)], 


1) —/@) —+(@)|< &}. 


х —тх 


ЕПАм- 0 (ЕП (4: — 4) < {2 610, 11: 


Последнее соотношение означает, что неравенство 


выполняется для всех хЕЕ ГП Лм, т. е. для всех х’6Е таких, что 
а в’ а и: Так как в произвольно, то 


т к Ф (2). (11) 
—_ 
Далее, в силу (5), 
Е а 
т ОРТ 2 1 
Учитывая (7), (9) и (10); получаем: 
со 
шез Е ПА; _ тез т (ЕЯ П (4; —А, 1) тез Е“® [1] (А, — А) 
ЧАН: ТА] я ГА т 
шез Е ® ПА; 141 | 4 4 
И 
откуда вытекает равенство: 
1] шез Е [|] (ха) 
Па - =1. (12) 


100 $ 


Наконец, ввиду (1) и (4), имеем о, =): 


71 (= + и) — 1 (<) ле —1@) 
Ре ОВ а вы + | Ра, — $) |< 
1 4 р 
< а в 
следовательно, 
. Е —/@) 
А (2). (13) 
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Последнее равенство позволяет считать, что 


= иЕЕ, (14) 


ибо в противном случае достаточно прибавить эти точки к множеству Е. 
Ясно, что при этом равенства (11) и (12) не нарушаются. 
Итак, для каждой точки 


ХЕба = П (Ри, П Нм) 
1=а т 


существует множество Е = Ех, удовлетворяющее условиям (11), (12) и 
(14). Иначе говоря, $(х) есть правое существенное производное число 
от /(5) по последовательности 


{ == Пи = {й} 


в каждой точке х6С.. Совершенно таким же образом, опираясь на вто- 
рое неравенство (1) и второе! неравенство (2), можно показать, что ф (5) 
есть левое существенное производное число от ](2) по последователь- 
ности {&} в тех же точках. 

Так как в предыдущем рассуждении 4 было произвольным натураль- 
ным числом, то ф(т) есть и правое и левое существенное производное 
число от }(5%) по последовательности {#} в каждой точке 


66 = П 6, = Ша (Ри, П Нн). 


—1 и 


12—00 


Остается только проверить, что шезС = 1. В самом деле, 


шез С. = шез п (Ри. П Ню) = шез С о (СР, 9 СН) = 
+—4 т а С 


бт. = 1 4 
=1 — шез ( (СР, 0 СНи) >1— Е | 
+= С ая “* р 
Так как С. С Са: при любом 4 и 
ма 1 
> [ Кт: НЕ и | < со, 
1=09 “2 : 2 


то 
шез С = Им шезС. =1. 
а—со 
Лемма 1 доказана. 
Определим множество сс как совокупность всех функций 
1(2) ЕС, для каждой из которых существует при каждом натуральном 


7 и 1 ы 
р>К такое множество Рк с [0, 1], шез Е» 2, что в любой точке 


АТ 


тЕеР, имеет место соотношение 


о 
р 


.-» 
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и— 2 2) 
Аналогично определим множества А - Ай + и ДЗ ‚ заменяя соотноше- 
ние (15) соответственно одним из следующих соотношений: 


— — 
тих (16) 
р 
ре о 
'Е[0, 1 ры —Р, (=) | < [ОП (@, #+1,) 
шез [5 Е [0, 1]: | И (17) 
пр Е 
1(2') —/ (=) 1 
тез.” в [0 ие Р@ от а 
| | = К | =} ` р Е (18) 
р 
Из определения Вь и А, [см. (3)]. непосредственно следует, что 
Ак = АТИ РТО АТО 4. (19). 


ЛЕММА .2. Множество А, определенное формулой (3), есть множе- 


< ство первой категории в пространстве С. 


В силу (3) и (19) вам достаточно: доказать, что каждое из множеств 
АФ+, АО, АФТ, А®- нигде не плотно в. пространстве С. Ввиду сим- 
метрии, мы можем ограничиться рассмотрением множеств АТ и А+. 

Нокажем` сначала, что эти множества замкнуты в пространстве С. 
_ В самом” деле, пусть (<)Е аи а Ё.(5) = 1 (т) в- смысле равномерной 


‘сходимости, Тогда при каждом р>А для каждого { существует такое 


множество. А, С [0, 1], пез ®, > >>. чо” 
ее е-ы а 
мы) ых 


дана 
„>“ 
м = 
г 


‚ дла. всех х6 О, Определим множество. РФ; положив 


(о о 
В’ = Е Ц Вы: 
=ы-ь 
Ясно. что 
Рау 1 
пез А, = Бо тез 0 Я 
. > © 1—9 то 
Если 6Р®, то 
вены 
т =1 к 


где {1} — некоторая подпоследовательность. Значит, для каждого т 


Ат (2 в.) ил (=) 1 
ри Рь (т) > ТА 
и потому 
| [(# + 1,) — 1 (2) Й (#1) — Ли (т +®,) 71(®) — № (=) 
^р вв > 1 пр - пр | 
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_ Отсюда при т-> со для всех ЕР" получим: 


1(# НА) — 1 (2) 
А за 


т. е. /(5) 6 АЙТ, что и доказывает замкнутость А®Т. 
Рассмотрим теперь множество А. Пусть (Е А+ и Над (2) = 
10° 


—](т) в смысле равномерной сходимости. Зафиксируем произвольное 
натуральное р>К и выберем возрастающую последовательность {9}, 
удовлетворяющую условиям: 
1 - 1 
О<%<-, Ш и =. (20) 


тр-—осо 


Каждому т соответствует натуральное Ч„ такое, что для всех 249, 
Ил @) [< (Ев). (21) 
Так как # (хе А®т, то найдется множество а (Е 


тез т Е >= › Такое, что 


шез и Е1о, 1: В —Р, (2) < Па, 2+1, 
пр < 1 Е (22) 
пля всех ЕР 
Определим множество я. положив 
о М а (23) 


7) 1 
Ясно, что тез Ё, > Е 


Покажем, что соотношение (17) справедливо для функции 
1 (2) = Ни (2) 
71—05 


во всех точках хЕЁ®, откуда (ввиду произвольности р >) будет вы- 
текать, что Фет, т. е. что множество АТ замкнуто. 

Возьмем произвольную точку Зе Тогда, согласно (23), для каж- 
дого т имеем: 


7(2) 
теР,, 
при некотором {= 1. > 9т и, следовательно, при #=-{»„ выполняется 
неравенство (22). 
С другой стороны, при # > 4т 
Л рь (о) | <=} п (2+ 


т т 


{= Е [0, 1]: 


} 2+) с 


= 2610,1]: Вик уаз] п Е) 6 


& — 41 
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ИВО из неравенств 
1 , 

= < —2< №, 

(=) —1(®) Ри (2) 


х’—х 


< вм 


при {> 94т в силу (21) следует: 


$ . — 1, (2) 
ВА ра |< 


В 


1 (=) — В (=) 


’—х 


та | 


На основании соотношений (24) и (22) (последнее имеет место при 
1 = т >4т) получаем для любого т: 


тез {= 6 [0,4] : а Ру» (2) 


<9 | Пет ) 


== 
п Е 
и, следовательно, 


4 


тез |” Е [0,1]: А (=) Й 
ЕЕ ЕН а в. 


<9 | По») 


пр 
Обозначим (при т, К,р пока фиксированных) через ЁЕ„ множество 
в числителе левой части неравенства (25), и пусть 
со 
Е = |) Ею. 
тТ=1 


Так как при любом т Еж С Ета (ибо бт < 6-1), а в силу (25} 


шез Е 4 1 
о 
то 
з Л 
шез Ё, = |1 шез Ат < (1) Ир, 
т—>оо 
т. 6 
шез Ё а] 
г Зы (26) 


р 
Далее, легко видеть, что 


Во = [27 610,4]: |7. —Р, (+) 


<} пе=+ь). (7) 


Г: 4 
Действительно, так как би ы [см. (26)], то каждое множество Еж 
содержится в множестве правой части (27) и, следовательно, 


В 


Т=1 


содержится в этом множестве; обратно, если х’ принадлежит множеству 
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[2 


правой части (27), то ввиду условия 
з 1 
Вл 0 = — 
ти—со = к 


[см. (20)] при достаточно большом т должно быть: 


А — Рыба) | в», 


д’ —х 


„т. е. для этих т хЕЕис Ед. 
Значит, неравенство (26) можно записать в виде 


пез 2” 6101: | 7 — Рь (а) < Пе е+ь) 
1 
ь. с 
Так как здесь х — произвольная точка из Е®, шезЁ® > ти р-— про- 


ок 
извольное натуральное > А, то 1(х) 6 А", 
тость АХ+ 

Пусть 8(5) — произвольный элемент из С, е >> 0 — произвольное число. 
Нетрудно видеть, что в в-окрестности &(х) всегда существует элемент 
7(2) ЕС, не принадлежащий ни АО НИ а В самом деле, на оено- 
вании известной леммы Лузина * [см. (2), $ 15, а также (3)] можно 
найти такую функцию /(2)6С, что 


[7 (7) —8(2)|<в, (т) = Рь(1) 


почти всюду. Тогда будем иметь: 


что и доказывает замкну- 


Пи 


х’х 


почти всюду. По теореме Егорова (5), найдется такое множество К, 
шезЁ >14 — к что эта сходимость будет равномерной на РЁ. Значит, 


при достаточно большом р>К для всех ЕЁ и всех х6е(тх- Ё,] 
получим: 
1(2') — 1 (2) 
ь ры < 
В частности, 
[Ле \,) —/ (2) 
в 


| 


1 
— Р» (1) м 


пез [= Е ое, (2) 


^^ 


< п (2,2 Вр) 


2345884 МАЕ 


для всех хЕР, откуда вытекает, что Уже", (=) А@+. 


* Эта лемма гласит: даны произвольное число з >> 0 и две непрерывные функции 
Е; (2) и Е› (7), из которых Р. (2) почти всюду дифференцируема. Всегда существует 
непрерывная и почти всюду дифференцируемая функция С (2) такая, что 
|С (2) — 2: (|<ь @’(2)=Е, (9) 
почти всюду. 
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`Так как, по доказанному, АТ и А®+ замкнуты, то последний факт 
означает, что эти множества нигде не плотны в пространстве С. 

Лемма 2 доказана. Тем самым, ввиду леммы 1, наша теорема пол- 
ностью доказана. 

Из предыдущей теоремы легко вывести следующее предложение, 
доказанное В. Ярником в работе (). 

2. Следствие. В пространстве С существует множество А первой 
категории, обладающее следующим свойством: для каждой функции ] (1) 6 
Е С—А найдется множество Н = Н(}(1)) с [9,1], шез Н =0, такое, что: 
любое число Х (включая — со и -- оо) является ее правым и левым сущест- 
венным производным числом в каждой точке хе [0,1] —Н. 

Здесь существенное производное число понимается в смысле В. Ярника, 
а именно: число Х называется правым (левым) существенным производ- 
ным числом от /(2) в точке х, если найдется множество Е с верхней 
правой (левой) плотностью 1 в точке х такое, что 

А. 


х’—>х х—х 


х’ЕЕ 
Как легко видеть, конечное число \ является правым (левым) суще- 


ственным производным числом от ](2) в точке х тогда и только тогда, 
когда верхняя правая (левая) плотность множества 


иеюил: | На 


= 


в точке х равиа 1 при любом значении 0>0. Поэтому если №>^№ 
(1 =1,2...) и каждое №; является правым (левым) существенным про- 
изводным числом от ](2) в точке х, то таким же является и число ^.. 
Пусть {^*} (& =1,2,...) — множество всех рациональных чисел. Оче-_ 
видно, функции ф, (2) = Хх измеримы. Значит, если / (2) ЕС — А, где А— 
множество функций, определенное предыдущей теоремой, то каждому Хх» 
отвечают такая подпоследовательность {1,, } С {#.} и такое множество. 
Нкс [0,1], шез Н, =0, что в любой точке х6[0,1] — Нк Хх является 
и правым и левым существенным производным числом от ] (7) по {йи, ‚}, 


т. е. и подавно существенным производным числом в смысле В. Ярника: 
со 
Положим Н Де. Нк. Тогда тез Н =0 и любое число Хх (К =1,2,...). 
—1 
является и правым и левым существенным производным числом от ] (1) 
в каждой точке х6[0,1] —Н. Так как любое конечное число Х является 
пределом некоторой подпоследовательности из {№}, то, согласно приве- 
денному выше замечанию, отсюда следует, что любое конечное число. 
является правым и левым существенным производным числом от } (2) 
в каждой точке х6[0,1]—Н. 
Далее, ясно, что ] (2) асимптотически не дифференцируема на [0,1] — Н.. 
Поэтому, в силу известной теоремы Хинчина — Данжуа (см., напри-. 
мер, (*), стр. 427), со и — со являются правым и левым существенным! 


производным числом от ](2) в каждой точке х6[0,1] —Н. Следствие: 
доказано. 


бе ами 
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3. Построение «универсальной примитивной». Так как 
пространство С не есть множество первой категории (теорема Бэра), то. 
наша теорема утверждает, в частности, существование функции, обла- 
дающей свойством (0). Мы сейчас дадим эффективное построение такой 
универсальной примитивной. 

В силу леммы 1, достаточно построить непрерывную функцию 

со 
/(2)6еВ= ПВ. 
&=1 

Пусть, по-прежнему, {Р» (х)} — множество всех многочленов с рацио-. 
нальными коэффициентами, причем для удобства предположим, что. 
Р, (х) =0. По индукции легко определить последовательность функций 
[к (т) ЕС, последовательность натуральных р» и последовательность. 
множеств РЁ’, С [0,1], удовлетворяющих следующим условиям: 


Рк > шах (ри, К), шезЁ, > (28). 
|7 (2) — /к—1 (2) | < — Ри (> 1), (29) 
й = 
Аааа < при фЕВь “=, (30) 


В самом деле, выберем /], (2) =1, р =1, Ё, = [0,1] и предположим, 
что 7—1 (2), Ри, Рь (К > 1) уже определены. На основании вышеупо- 
мянутой леммы Лузина найдется функция /к (2) 6С такая, что 

Рк—1 


ль) — ль 9) о 1» (2) = Рь(х) почти всюду. 


Записав последнее равенство в виде 


Ть (*’) т (2) 


В — =, (1) почти всюду 

’ = 

хх 
и воспользовавитись теоремой Егорова (5), мы определим такое множе- 
ство А; С [0,1], шезЁ», >1— —_, что эта сходимость будет равномерной 


Г: 
на Рх. Пользуясь этой серны сходимостью, найдем натуральное: 
Рк > тах (ри, К), удовлетворяющее условию (30). 

Итак, мы построили последовательности {1х (1)}, {рк} и {Ех}. 
Положим 


7 (2) = Ша 1» (2). 


А—со 
Так как 


К 
в 9 о. 


а условие (29) обеспечивает И сходимость ряда 


У! (1 (#) — №1 (2), 


то / (2) ЕС. в 
Далее, 
со со р 
|7 (2) — в (2) |< М А@®-л@)]< Х тн< 
а = 
2 НЫЕ (31) 
+4 т ЕР: Оо. 
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ОНИ, УРОНА ОВ 
Из очевидного неравенства 

Петр) — 1) 


пр, 


Же ь,,) — 1» 
п, 


1% (2) —1 (1) 
НН 


в 


—Р (2) < — Рь(2) | + 


+ ол 


РК 
‘на основании (30) и (31), для всех ЕЁ» получим: 
1(#НВр,) — 1 (2) 


- — Рь(®) <= + <. (32) 
Рк 


Е 41) 2* 
С другой стороны, для тех же а и для произвольной точки 


( 
хе (=+ 


в 2+1» Зы иметь (также в силу (30) и (31)): 


х —тх 


Рк 
Е-+1 
1—1 ор, @|< 

х —х 
+ @® —1@) 


’—хт 


1 р пр, 


И 
эк == вон 


1 1 


ибо |х’—х|> Значит, для ХЕЁРк 


РЕВ 
[и еюдь ЕР — Рь(2)| <} п (хе в,) 5 


к 
=) т : +3) 
и, следовательно, 


шов [7 1О,а| ОР РЬ 9 


< 2+1) 
п, 
1 4 
Ее. (33) 


Совершенно таким же образом доказываются неравенства, аналогич- 
ные (32) и (33), в которых х-- й», заменено на х—йр,. Вспомнив опре- 


деление множества ВСС [см. (1) и (2)], мы заключаем, что ] (5)! Вх, 
и так как К произвольно, то 


7 (2) {< п. Вь, 


что и требовалось доказать. } 


Поступило 
241.У.1959 
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Ю. В. ЛИННИК 


АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА В АДДИТИВНОЙ ПРОБЛЕМЕ 
ГАРДИ — ЛИТТЛЬВУДА 


В работе выводится асимптотическая формула для числа представле- 
НИЙ натурального числа в виде суммы простого и двух квадратов. 


Введение 


В настоящей работе рассматривается число решений уравнения Гар- 
ди — Литтльвуда (1) 


п=р-+ и, (0.1) 


т. е. количество представлений числа п в виде суммы простого числа 
и двух квадратов. Доказывается следующая 


ТЕОРЕМА. 
а Ха (р) (РП (р Жа(Р)) 
о ее 
где 
Ви ое е 

(п) о (11 028 | (0.3) 

Заметим, что в равенстве (0.2) 
П=0(в №»), (П)’=0вю»), (0.4) 


рт рт 


так что формулы (0.2) и (0.3) для любых больших чисел п доставляют 
нетривиальную асимптотику проблемы. 

Данная работа представляет собой продолжение работы (?) и суще- 
ственно на нее опирается * 

Отметим, что применение некоторых новейших оценок П. Эрдеша 
позволяет несколько улучшить остаточный член (0.3). Кроме того, в 
данной работе уже не нужны в полной мере современные оценки Андре 
Вейля для сумм Клостермана [см. (2), формула (5.1)]; достаточны оцен- 
ки для простых 4, ата, 476: 


1 о 


| хр >" (ах - 82')| =0(9? *®). 


* В моей заметке (3) приводится формула (0.2) с остаточным членом К (п) = 
—=0О(п (ш п)-С), гдеС >> О—любая константа. На самом деле в рассуждениях работы (3) 
допущен пробел, и такой оценки остаточного члена гарантировать нельзя. 
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№ 


1. Будем применять следующие обозначения: 


К,К.,К.,... — большие положительные. константы; 4, а1,..., Сс: — 
положительные константы; ео, 61,..., 80, 81, ... › По» Ча» ‹ - . › 0, ба ›... — Ма- 
лые положительные константы (каждая из констант выбирается по пре- 
дыдущим); 

В — ограниченная абсолютной константой функция, не всегда одна и 
та же; 

Ч. Р. У. — число решений уравнения или сравнения; 

шп ш № Ша 
Ре ехр(- Каша (450) 


где К ›> 100 — большая константа, введенная в работе (2) [см. (*), фор- 


мула (1.1)]: 
Ор — множество целых чисел, все простые множители которых боль- 


ше Р. 
Введем уравнения У, (&=1,2,...): 


ПЕ... Е? 1}, (4:3 


где 2.60, и пусть О, (п) —Ч. Р. У. У,. Тогда [ем. (?), формула (1.4)] 


0(п) = 0, — 5 0 ® оон Зое 


Й о | + 

— 5 6 (п) +70.) —... +10” 0 + Вт*, (13) 

где 
К ш Шн 
Ач == 

> Паша — "9* (1.4) 

Как показано в работе (?) [см. (2), < 1—3], уравнения У, при 

Е =7,8,..., т, решаются «дисперсионным метолом» работы (2), причем 


для Ч. Р. У. У, получается асимитотическая формула 


ее ( 1) — А4 ) ыы 
С = ла ее 1 (8) + Або) (1.5) 
здесь 
4 =П (+ >), Вх (п) = Вп (тп) №, (1.6) 
р 


где К, (обозначенное через Кз в формуле (3.10) работы (?)) можно счи- 
тать сколь угодно большим (равномерно заданным при 7< К < л,), и 


Пи бпуаыни ар (1.7) 


Х1.. хх < п 
, 


х: Ор 


Хороший остаточный член (1.6) позволяет при А >> 7 безболезненно замс- 
нить все выражения (),(п) в (1.3) на их главные члены в форму- 


пе (1.5). 
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2. При ^<6 решение уравнений У, с должным остаточным членом 
в асимптотике представляет большие трудности. Решение уравнения Ух 
«дисперсионным методом» изложено в работе (?) [см. (2), $4, 5]. При 
этом в формуле (1.5) остаточный член получается вида: 


п 


ин», По > 0. (2:1) 


Уравнение У в работе (?) не удается решить с должной асимитоти- 
кой; указывается только достаточно хорошая оценка снизу для числа 
его решений [см. (?), формула (7.3)]. Это и приводит к тому, что в ра- 
боте (?) не получается асимптотика рлля (0(п), а устанавливается лишь 
оценка снизу. 

Уравнения Ух, У, Ть. У, решаются в работе (2) с должной асимито- 
тикой и единообразным методом. 

В настоящей работе мы будем применять тот же метод, дополненный 
«основной леммой», которую мы сформулируем и докажем ниже. Эта 
лемма позволяет применить вышеуказанный метод также к уравнениям 
У; иУ,, что и приводит к нужному результату (0.2). 

Будем следовать $8 работы (2), придерживаясь тех же обозначений, 
но считая, что Е может принимать значения 6, 5, 4, 3, 2, 1. Пусть 
Ар обозначает множество нечетных чисел, все простые делители которых 
меньше Р, и И’ (п, 91...49.) —Ч. Р. У. 


Е И (2.2) 


где 5: пробегают подряд все нечетные числа. Мы имсем: 


бк т= Х (9). ив Ча... 4,). (2.3) 
:...9.3% 
—. в 


Согласно лемме 1 работы (?), 


Ох (п) = У, ы (91) --- № (94) И’ (п, 9,...9%)-Е Вп (и п) К, (2.4) 
41...95 п? 
4:..-ЧкЕЛр 


Е: 
где К, = К.(К)-> <о при К-> © ит= 10°. 
Введем обозначение для суммирования выражений 


м (91)...в (4®) Й’ (п, 91... 9: 


О №, о (2.5) 
= @ < 01...а.3 т" 
ме ЕАЬ 
р = 0 (п) = рп (2.6) 


Чт.. 954 


. —10 
где а, > 0 — сколь угодно малая заданная заранее константа, ж < 10 . 
Заметим, что в сумме (2.6) не нужно требовать, чтобы 4: ЕАрь; этс усло- 
вие выполняется автоматически. 
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`Имеем: 
0 (п) = 0® (п) + 08 (п). (2.7) 
Количество (0) (п) (Ё = 6, 5, 4, 3, 2, 1) можно изучить несколько услож- 
ненным дисперсионным методом. В работе (2) ($ 9—13) он при- 


меняется для вывода асимптотики 0 (п); однако те же рассуждения 
применимы и для любого фиксированного К, в частности для КЁ = 6, 5, 
4, 3, 2, 1. Таким образом, при К < 6 имеем [см. (2), формула (13. 11)]: 


ОР) =4 31) > в(@).. вм, 
т<То 4 < 91... 9р<т 
Ч (4+. - -9к2л.. .Як== п (шо@г); 41...4к21...25< п) = Вп(шп)-Кз, (2.8) 


где [см. (2), формула (11.2)] го = ехр (ш шп)“, 4;:ЕАр,1и нечетны, 9; 
нечетны; К, сколь угодно велико вместе с К, Ч — число решений при 
условиях, стоящих в скобках. 

3. В. силу формулы (14.3) работы (2?) при < 6 имеем: 


9 =ЧХ и (9) о ша > Ж (р). (3.1) 


41...94 п—9: ...ЧкХ!... Хк =0 (шоа о) 
Как и в работе (?) ($ 14), положим 
п: = ехр (шп)“*, (3.2) 


где а: = а, (%) выбирается по 0% как малое число, и введем: 


Х. = 2 в. 7-6 @) о ХФ 


Ч1..-Ч кз 4» и 
р<и ® а 
С | 
х > 4 (3.3) 


}—91...Чх Х1.. Ху о (1042) 


У, =4 УХ ва)... (аю > Ха (р) х 


41...9 <4% 


х м 1, (3.4) 


п—01...Ч% Х1...Хр=Е0 (ТОЧ р) 


Ж=4 ХМ №№.--в 99 ХХ ж®х 


41..-Ч < 4 1 


2 
п т1<е<т 


х о ‚В (3.5) 


п—Ч1...@; Х1... ХкЕ=О (104 р) 


9т=> ++». (3.6) 


4. Оценка 2 проведена в работе (2) ($$ 15—22) для случая Ё=А 


при помощи дисперсионного метода, дополненного соображениями 
4 у. й > 

С. Хооли (4). Общий случай К < 6 не вносит никаких изменений сравни- 

тельно со случаем к = 4. Вместо оценки (15.1) работы (?) лучше взять 

оценку {22.3) той же работы; если 0% достаточно мало (и, следователь- 


так что 


ая 
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но, таковы же и все другие значения @!,...,‚ о, введенные в 8$ 15—22 
работы (?)), то 
РЕ == В: ь 


шп 


ы 
2 


(ши) 3 (шп), (4.1) 


где => 0 сколь угодно мало, В. ограничено константой, зависящей 
Атолько от в, ит=1 —5 ш2 >> 0,057. Отсюда следует, что т >> 0,0285 


и 


п 
2 —8 (п п)» 0281 у (4.2) 


Оценим сверху сумму Же и асимитотическое выражение р Сумму 


ЭР преобразуем к более удобному виду, следуя 814 работы (?) [см. (2), 
формула (14.9)]: 


У=4 > в@)..-в (ах 


Ч1...9х 34 
: \ я р 
> У 1 — р 1 \. (4.3) 
ЕЕ. ыы 4:...@х х1...хк«П—ХУп п: 41...@ к Х.. Ху Упп 
д 2 ы 41...Чз Х1...Ху=ЕП—^ (то 4^) а1..-Ч у х1...хреЕт-НА (поа 4^) 
Полагая 


9 = 41...49, Х=ж... 2 
и учитывая, что ОХ нечетно, приходим к результату, высказанному в 
$ 14 работы (2): сравнения 


ОХ =п— Л (тоа 4^) 
и 


ОХ =п-Е А (шо4 4^) 


однотипны в Том смысле, что 


®—^ о ИРА ^ 

(ель, ‘от) = (©, 4.5). т 

причем эти сравнения одновременно разрешимы или неразрешимы. 

Далее, как ив $ 14 работы (?), мы можем считать, что 
— п 
в— АИпм, > ии (4.5) 
с погрешностью в (4.3), равной 

р (4.6) 


(аи) 
где а» сколь угодно велико при достаточно большом ал. 
5. При оценке 2: в 55 23—28 работы (2) мы опирались на следую- 
щую лемму, доказанную в предположении, что К=4 [см. (2), лем- 


ма 5]. 
ЛЕММА. Пусть х > хо, и пусть рассматривается сравнение 


21 2. 23 24 == [(тод 0) (5.4) 
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при условиях: 
(1.2) =14,) мощи Оз’ ехр(-ищз)*) (5.2) 


Гогда число решений (5.1) равно 


1 Ч 
Мо) = ри = (1, ($, х©)))4 45 Е 
Ро 
ЕВС 2 ехр (— (1 11 2)5°), (5.3) 
г0е (С, — окружность |8—1|= тр и 1[.(8, Х®)) — Г-ряд с главным 


характером (то4 р). 

Эта же лемма справедлива при А = 3, 2, 1 [см. (2), $ 45], однако при 
& = и А =б ее не удается доказать в таком виде; удается вывести 
лишь некоторое усреднение этой леммы по различным модулям Д; при- 
ведем формулировку полученного результата. 

Пусть х> 1%, и пусть рассматривается набор каких-либо модулей 2 
под условием 

а. (5.4) 

где 


1 
р 2 ы о 
р. = рю, 2, + В. < хх” ехр (— (ш х)=) (5.5) 


(2 > 0 — сколь угодно малое заданное число). Пусть по каждому из 
этих модулей Ш) заданы остаток [р такой, что 


(р, 0) =1, ФИ 
и число х, такое, что 
2(ш14)-= < Ир, (5.6) 
где % > 1 — какая-либо константа. Рассмотрим сравнение 


Я... бк = (шов 0), п о 


где К < 6, и обозначим через №,(7,,0) его Ч. Р. У. (при данном №. 


Тогда имеет место следующая 
ОСНОВНАЯ ЛЕММА. 


> Мьшь, В) =. 
` 2 


1 


1 2р 9)\\^ 
$) $ —— (2 ($407) 4$ + 


(р) в 5 
| В; р. 1 ] „\50 |< 7 
+ Ват, ехр (— (1 1х)”, (5.7) 
где С, — окружность |$—1| < —- | 
шр, ° 
Доказательство этой леммы будет приведено ниже, а сейчас приме- 
ним ее для оценок ра и р Следуя $ 23 работы (2), мы сначала вы- 


ведем из (5.7) усредненный закон распределения #1... х» в прогрессиях 
(шо4 2), когда (1, 2) > 1. 

6. Повторим (с соответствующими видоизменениями) элементарные | 
рассуждения $ 23 работы (2), проведенные там для К=4, для нашего 


| 
| 


| 


| 
| 
К. 


= 
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случая К < 6. Среди модулей Ш) под условием (5.4) с заданными при них 
остатками [, отберем все такие, для которых задано 


(>= р... р. (6.1) 
Пуеть при этом 
1 р 
ыы не 


Исходное сравнение равносильно следующему: 


ЕВ) (1) : р | 
ото) = 72 обра е (6.3) 


В частном случае ([ь, 12) = ре — степени простого числа (и > 0). 
Пусть 
ра, ри я, р @=1,2,...,й). 
Из (6.3) имеем: 
а -... 5 >И. 


Положим 
За-Е...5рв и 


мл... 3 19 (люё 0). (6.4) 


Если р|0®, то очевидно, что я -+... Е ж=ы. 
Пусть р! ДР”. Сравнение (6:4) равносильно следующему: 
ро. т. ИИ р (шо: 2), 2... 4 < Е (6.5) 
Р 


(Р-8 берется по модулю ре символически). 
Для функций двух переменных М (&, 1) введем кольцо операторов 
1, завиеящих от натурального параметра 4, таких, что 


Г, Е, = [чи М (5, =М (9,99, 
и иоложим . 
= р (вод), ЖЕ трЬь, 


М(Х, 1) = Ч (а... ль = 1 (шюа Р®), м... Х). 
Если (9, 0?) = 1, то 
О О 


где 4! берется по модулю 2®. Тогда Ч. Р. У. (6.5) будет равно 


к я „№ 
Ра» М - а, | (6.6) 
Нолное число решений (6.4) для любых $1,...,5х таких, что $... 


`5 >, для случая р’ О‘? будет равно 


ОЕ |} 
т, а р = 
ам в в | (6.7) 
$1... АР 
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Пусть теперь р|2®. Тогда я... +=, р} 1, (6.4) превра- 
щается в сравнение 
т Ноа р“) 
и при этом из 
а 11) (шоа БР”) 


(1) з 
автоматически следует, что о ...2, ибо рГ№. Итак, в этом слу 
чае достаточно брать сравнение 


д... ма а -2 Зы | (6.8) 
и полное Ч. Р. У. (6.8) будет равно 
д 1 
Чит. тым (т) - (6.9) 
Пусть для данного Ри (1ь, Б)= ри’... ре (ем. (6.1)) 
рпг. рр ВО. поро роб. 
Обозначим через %»,„ оператор 
ЗП о (6.44) 
$1... Е3к>Ь 


Тогда Ч. Р. У. (6.3) при данном РБ будет равно 
Яны. -- ин, Чьбиьы). . Чьи) М (ру, №), (642) 


где Ч, (и:;) —Ч.Р. У. «+... 5% =. 
В выражении (6.12) произведение операторов Фрь,..., 
приводит к линейным комбинациям операторов вида Г.. Пусть 


9®) = ехр (в ш 2). (6.13) 


Следуя $ 24 работы (2), заключаем, что если в левой части (6.12) разло-. 
жить операторные произведения по операторам [4 и отбросить те Га, 
для которых 4 >49®, то погрешность не превзойдет величины 


ра, | 


Вт; Ка “ехр(— (1 ш2)*). (6.14). 


Обратимся теперь к основной лемме. Мы выделили из модулей Р под 
условием (5.4) такие, для которых 


евр. (6.15) 
р 
В этом случае модули 2® = № будут подчинены условиям: 

р р р 

: — <2® < а, (6.16). 
1 | Ра + 
Рл ...РЕ Р1 ... РЁ 

Выделим среди чисел р.,...,р, числа ра,,..., Ра, ИЗ — всего 2 


подмножеств чисел 5; далее, среди чисел 2“) под условием (6.16) вы-. 
делим такие, для которых р.Р 0%, 9 р,[2® при у+а, 


((=1,2,...,8), и обозначим их через р 
1 
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Пусть 
1 Ев 
р, + О. <=” ехр (— 2 (ш2)) (6.17). 
[см. (5.5)]. В таком случае 
1 
Р-р. я о 
и ехр (—2 (ш х)*). 6.18 
ыы < (еоне) хр (2 бвз9) (6.18) 
Поэтому при данном (1р, 2) =р"...р" применима основная лемма в 
виде: 
де, ры 
2 М = р ) = 21 т) ф (2) Хх 
я Зы. к хехр (— (ш 1 #50) 
—. Е. а (0) => 
хд =. ) = ([.(5, х®, ))* а8-- В и О 


бо 


где О® пробегает свои значения под. Условием (6.16). 
Если [, — оператор с индексом 4<49, причем для всех рассматри- 
ваемых значений 0“? (4, 2) =1, то 


5 |= 


(0) А Е 2 
10° < 99 0 < [ее } * охр(— (ва), 
9Р1*..-Р+ 
ввиду чего основная лемма снова применима, и мы находим: 


1 И 
У Га Мь т и? 2) = т ее 
р 


ге )$Ф(Р%) 
о р (0) 73 
хф о ) 5 (2 (5, Хр) 45 
Ро 
р 
Е р ехр (— (т ш2)°°). (6.20) 


7. Следуя $ 26 работы (2), перейдем к сравнепиям 


ОХ =п— ^ (тоа 44) (7.1) 


ОХ =п- Л (то4 44), (7.2) 
где 
1 1 


Е ь А, пт, Хм‘ п, (3) 


и будем рассматривать их параллельно. Имеем: 


Пусть 
т ^) = 0. 
Сравнения 
п — Л (тоа (0, ^)) 
и 


п | ^==0 (шо4 (О, ^)) 
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выполняются или не выполняются одновременно. Пусть они выполняют- 
ся. Тогда сравнения (7.1) и (7.2) равносильны сравнениям 


п А, а 
09% Х = ©» (шо4 4^,,) (7.4) 
и 
в А я 
ОХ = = (под АЛ), (7.5) 
где и _Лип-ЁЛ нечетны (ибо таково же О’, Х), а Л = ат 
Далее, имеем: 
(О, 4), ) — 1. 
Вводя Оз’ (шо4 4^,), мы приходим к сравнениям 
Яя — 6 
Х = 0% ГО ы. (под 4А.) (7.6) 
и 
щи -А 
Х = 0 И (под 4^,). (1.1 


Следуя $ 26 работы (2) [формулы (26.3) и (26.4)], можно переписать 
{7.6) и (7.7) в виде 


Х = 1 (то4 4^,) (7.8) 
и 
Х = (под 4^,), СХ. 
где 1 и Г, нечетны, (11, 4^,) = (11', 4^,), 
же 7.10 
“< о, (7.10) 
Заметим, что (11, 4^,) | п — Ли (1,', 4А^,) п РА, откуда следует: 
(4), (1,4) т. (7.11) 


8. Применим результаты п. 6 к изучению числа решений сравнений 
{7.8) и (7.9) при условии (7.10). Положим 


п Л Ут пт 
0,0. = о 


Будем рассматривать нечетные делители д числа п и среди чисел Л, 
(при ланном О =41...4к и (О, ^)) отберем такие, для которых 


8 = (11, 4^,) = (И, 4) = ры... р, (8.2) 


Ту = 


где 
Ра. ГМ, ..-, Рац | М, Ру Мм Па ы, 


т. е. числа вида А) 8 (см. п.6б). 
1 


ПАО 


При условии (7.10) Ч. Р. У. (7.8) равно 


{@ а п 
риа, .. бо Ра а, т (и;) м (а (1 ы Ал) , (1, 41) , (8.3} 
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а Ч. Р. У. (7.9) (при том же условии (7.10)) равно 


х) , } 
рана, *. рава, И Ч» (и;) м ( Я ТЫ (8.4) 
7+4 ` 
Обозначим 
ей 
р (а, 4) а 
ыы Ал 
р ы. (1., 4) 1) Е 
Имеем: 
л^<Ипш'=Ип ехр (— (шп)“), а >0. (8.5) 
Будем считать, что постоянная ©, выбрана так, что 
= 10. (3.6) 
Тогда, на основании (4.5), 
0 < а, =ехр (шп), (8.7) 
А Ил, п / 
= . .3 
г. мм (О, 1) (шп) о 
’ Таким образом, 
7 1 
АИ т ехр(— ко п)=) (8.9) 
и, следовательно, 
р =—— 1 
Ао Иж ехр (- =5- (п п)=) (8.10) 


(ср. по этому поводу неравенство (6.18)). 


, Е 
Заметим, что так как ^ И пм! ', то 


`„>пт” (8.11) 
Полагая 
ь о Же , 
шие це (8.12) 
мы получим для (8.2) и (8.3) выражения: 
рава... бра, Ра П Чи (М (®,,, 1), (8.13) 
РИ а 
рава, Я ра, Ра) П р (№3) М (5. 1). (8.14) 
1 1 аа . 


9. Представим операторы в левой части выражений (8.13) и (8.14) в 
виде У!а(а) Га. Тогда, в силу рассуждений $ 26 работы (?) (следующих 


после формулы (26.16)), получим, что с допустимой погрешностью мож- 
но отбросить 4 >9® = ехр (ш шп), и тогда выражения {8.13) и (8.14) 
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представятся в форме 

Я о М (о, БВ 2% М ехр (4 ант) (94) 
а<ехр (ш шп)з 
и 


У 29 М а, ЭВ) У ехр (— (шп), (9.2) 


а <ехр (ш шп)з 


где 
а (4) = В (т (9))“ аа ®, (9.3) 
(1%, 4) =1, № Мм= & г - (т (^'))=. (9.4) 
Сравнения 
Х =, (под 44) и Х = (шо44^') (9.5) 


автоматически требуют нечетности Х, ибо (1, 4№!) =4. 
Мы можем применить основную лемму, учитывая, что в формулах 
{9.1) и (9.2) 
4<49°® = ехр (ш шп), 


и считая & в (5.5) заданным так, что 
в (9.6) 


Все наши рассуждения относились к заданному 6|[п, 6 = р... р! и 


(1) 
к числам Л, типа Ме... [см. (8.2)]. Для таких чисел а делит- 


ыы 
О 


ся еще на 
о г 
= Е и (9.7) 
и не делится на остальные р:. Выделим среди чисел (9.7) такие числа 
(если они есть), для которых 


Мы 2 ехр (ш шп), (9.8) 
и оставим такие, для которых 
Пе < ехр (ш шп)?, (9.9) 
10. Задаваясь числами р“... р’! |п и ра,..., Ро, ‚ просуммируем фор- 
мулы (9.1) и (9.2) по всем Л, типа а, . 
Сначала будем придерживаться условия (9.8), т. е. малых Раны: Вы 
В формулах (9.1) и (9.2) имеем для наших А/: | 
(4, 4№) =1. (10.1) 
Далес, 
а Мо(х,,, 15) = Мо — ЕЕ (10.2) 


ти о з 
где [4 " берется по модулю 4)”. Ввиду малости значений 4, применима 
основная лемма. 
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Будем суммировать в (9.1) по Л, = к (при заданных (О, Л) и 0) 
в сегменте значений /., который мы обозначим через Гм: 
| Упм! Уп г 1 


= —= Е . 
‹0, ^) ЕЕ (0, ^) т Я т 0, в } (10 3) 


(последний узкий сегмент будет начинаться числом 1). 
Применяя основную лемму при данном 4, находим: 


2 Мол В) = 


= ее о т 
с 1 %)) 8 1 ы 
и № Ф (4^') а ) № (2 ($, х%)) 45 Вы, (10.4) 
А-а. паеТы Се, 


' где (при заданном (0, ^) и при учете неравенства (8.11)) 


и Е = ехр ( > (шв). (10.5) 
, оР1*---Рр Ч 


Согласно (8.1), (8.4) и (4.5) имеем: 


_ жк - : (10.6) 


ЕЕ 
(ши) (О, А) бора... рр (0, ) бор, ,рь 


Далее, количество Л: = м 6 [„„ будет 


п о Утл 'Шш»ь 
> У т ( ) и << и. 1 
В, М (О, 1) г Па. аа, (©, ^) 
(10.7) 
= ре —в ее а П В т 
бо) № ев” оо должно еще делиться на 11, „ . Бвиду этого, 
в (10.5) имеем: 
Ц, 
В д — В (тие ^^. о д" = 
1 ва 9 
(9, ^) Фор! рр ВОЕь ое, 
р ТАл 
= В (шп) ый а (10.8) 


1... [И 
№24...) 


В силу условия (9.9) и ввиду оценки (10.8) оценка (10.5) получит вид: 


ем. 50 я ых 
В» = Вехр (— 5 (в шп) У д. (10.9) 


(1) 
№=Ла,...о т 


Суммируя (10.9) по всем 0.,..., 0, а затем по Гм, найдем (при 
данных (и (0, ^\)): 
й т». 
Ви = Вехр (—- (в шп)» и (10.10) 


(^) 
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—— 


`Умножая (10.4) и (9.1) на 
а (9) = В (т(9))** (т (№ 
и суммируя в (10.10) по < 49, получим (при данных О, (0, №)): 


Ви = Вехр [а = (п п п) и (т (№!) (10.11) 
[см. (2), формула (27.5})]. | 
Суммируя по всем О=Ч,..., 9% < а, ^ и, дословно следуя $ 28 

работы (?), находим: 
Ви = Впехр (— -_(шы п). (10.12) 


М. Мы просуммировали (10.5) с оценкой (10.12) при условии (9.9). 
Если же имеет место условие (9.8), то наши рассуждения не проходят, ибо 
множитель ра,...Ро, В (10.8) может быть слишком велик. В этом слу- 
чае заменим Г.М. (х,,, [5) тривиальной оценкой 


я.) (Юп)“° 


В ал ) 


(11.1) 
оценивая Ч. Р. У. 
21... = А (10944, ), 3... <». (11.2) 


Здесь 


№ = 0 (то4 Нам }. П п, П > ехр (ш шп). 


и 1...“ 


Умножая (10.8) ва а(4) и суммируя по 9< 4), находим, как и ра- 
нее [см. (10.11)], оценку 


В 


я 


а (т(^))** (шт). 218) 


Суммируя по Л, О, (0, ^) (следуя $ 28 работы (?)) и учитывая, что 
№ = 0 (шо4д ов у, 
найдем [см. (2), расчет после формулы (28.4)]: 


В" У ©: (0) (ппу. (14) 
^<Упв 
Положим 


(©, ^) г 0, 0 Е 0’О1, А = № О. 
Тогда (11.4) дает 


(пл) (т (47) (< (01) (ша 
г у пп) ( им (01)) Ва Е : (11.5} 


0’, ©, < т 
№90 (по Па, а, ) 
1 


Нам остается найти оценку 


(т (а))°* 
м, (41.6) 


а] 


7% 
ат.ехр (1 ш п)5 


но такая оценка легко выводится из теорем А. И. Виноградова (5) 
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[см. также (), $ 24], и мы нолучаем: 


В (С) (шп), ПЕ, 


где С сколь угодно велико, а В(С) ограничено константой, зависящей 
только от С. Беря С достаточно большим по сравнению с а., аз, най- 
' дем для (11.5) оценку 


Вп (шп) ^*. (11.8) 
Итак, суммирование (11.5), в силу (11.8) и (10.12), дает > 
Вп (ши) №. (11.9) 


‚ 12. Просуммируем по ©, (0, ^), ^ вторые члены в выражении (9.1), 
следуя $ 28 работы (?). В результате получаем оценку [см. (2), форму- 
лы (28.6)]: 


Виехр (— (Ш п»), (12.1) 


’ что вместе с (14.9) дает оценку 


Вп (шп) ^. (12.2) 


Аналогичный результат получается при суммировании выражения 


’ (9.2). Так как первые члены в правой части формул вида (10.4) совпа- 


дают для (9.1) и (9.2), то при вычитании (9.1) из (9.2) находим, ввиду 
(12.2), при суммировании по всем О, (0, ^), ^ оценку для суммы разностей 
19.) и (9:2): 

Вп (шп) ^". (12.3) 


Возвращаясь к (4.3), получаем отсюда: 


Ус = Вп(шп)-Е. (12.4) 
13. Оценим теперь асимптотическое выражение Е следуя $ 29—31 
работы (?). 
Положим 

у — ©, (13.1). 
У, =4 Х в @..-в (4). № (о) х 1, (13.2) 

- 41...94, 2<5То П— 1..2... Ху=Е0(тао@ю) 
В И 1 (13.3), 

А. 41... 4 1 П— 01... ра... ХутЕ0(тодр) 


№<Р<Упту 


(в обеих суммах 41...4к21...т, < п). Мы имеем: 
Я 2 Ха (13.4). 


Дадим оценку сверху для ть. При данном 0 = 41...4х (с соответст- 
вующим числом повторений) будем оценивать величину 


ро сх й (13.5). 


— — п—(х...х.=0 (пор 
т <0<У п т з р ) 
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` Для разрешимости сравнения 
п — 0%,...тк = 0 (шо4р) (13.6) 


необходимо условие 
(©, р) [п. (13.7) 
Полагая 
И а, ео (13.8) 
(9, р) 0) ооо 
‚сведем сравнение (13.6) к сравнению 
015 ... к = П1 (шо р1), От ... < п, (13.9) 
где (01, р1) =1. Пусть 
=, аа =Рь (в в)=1. (13.10) 


Тогда сравнение (13.9) равносильно сравнению 


т ыы и (под р»), т о < 91 (ва) т С в 
Мы применим здесь результаты п. 6 (см. (6.3) и (6.12)), однако от- 
метим, что число р можно считать нечетным ввиду наличия 9.(р) в 
(13.5); таково же и число р» |р. 
Числа 1,,..., 2, предполагались нечетными. В силу этого, в опера- 
тор правой части (6.12) мы должны внести множитель (1 — 1[.,)*. Следуя 
п.6, положим 


(па, р1) = р... р", (13.12) 
где 
Ра. | Р»..., Ра, ТР», Ру|рз при 7-Е аи. (13.13) 


Тогда Ч. Р. У. (13.11) будет равно 


аи. Ярь [| Че) М (=, ©), (13.14) 
во. 
где 
М (5, 1) =Ч(з... тк == (по@рз); 21...52 < 1) (13.15) 


(таким образом, функция М (5, \) неявно зависит от ро). 


7 
Мы должны применить освовную лемму к количествам М (=, __ 
1 1 


Покажем, что мы вправе это сделать. В самом деле, 


7 ы В 13 
И О. ме. 
а так как 
р< У пи: ' =У п ехр(— (шп)=), в 
то 
„<у = ехр (— (шп). (13.18) 


Ввиду (9.6), отсюда следует применимость основной леммы. При этом, 
так же, как в п. 9 [см. еще (2), 5$ 26 и 29], мы можем считать, что 
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при разложении операторного произведения в (13.14) по операторам /, 
достаточно рассматривать лишь значение 
| 


ИО 


т < т® = ехр (ш шп}, (13.19) 
причем при данных О, р получим погрешность 


В 


а -- п п):) ( (р). (13.20) 


14. Следуя п.10 и учитывая условие (13.13), произведем нужные 
’ нам разбиения сегмента 


(п, Ипп: 1 (14.1) 
по возможным значениям нечетных чисел р и при данных О и (0, р) 
рассмотрим числа р. = м : 


Введем отрезки Г;: 


И а 
о аы И (14.2) 
(О, р) 2 (О, р) 2% 
’ где крайний левый отрезок начинается с числа 
шах (1; а я (14.3) 


’ и зафиксируем (п:, р.) = р"... р! [см. (13.12)]. Числа р, с данным (пи, р!) 
’ будем обозначать через аа если они подчинены условию (13.13) 


(=). Как иви.8, заметим, что выражение (13.14) при 


У а м (= =) вел (14.4) 
т-<ехр(1п п п) 
где 
Е=В-0—ехр (--= шп)? в. (14.5) 
При этом 
а (т) = В (т(т)- а", (14.6) 


Г „М (© у 2) =Ч (2... 25 = 4. (шой ры) < 

Ввиду того, что т < ехр (ш шп)з, и ввиду неравенства (13.18), мы 
вправе применить основную лемму. В (14.14), при данном т, умножаем 
выражение (14.7) на 74 (0) и суммируем по р® „ ЕГ, (0, (0, р), (та, р1) 


№). (14.7) 


91-61 
заданы). Применим основную лемму отдельно для случаев р ==1 (то 4) 
и р= — 1 (по44) и вычтем результаты. Количество чисел р; = р). ей е1ь 
будет [см. (10.7)] 
Упт; (шп) к. Упл: шп (14.8) 


и <. 
^ (©, 2 (пар) П д... ©, ры, РИ, а, 


2 известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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`Мы имеем (см. п. 10): 
Яо ме м(а, в) 
о, 
Р=Ра....а 1, ВТ 


ых Ха (Р) 1 ом. (0) 
о мы 


Ро 


рерО). 4 ЕТе 


О 


(1) 
21 —=Ра....а ЕТе 


Произведем сначала суммирование первого члена в правой части 


(14.9) по 0,..., би, и по [. Тогда при данных О, (0, р), (п1, р1) найдем: 
Ха (В) й п \ 1 (0)\\ 
‚ (р) 27 $) О, и а 
о <РЗУпп Ср 


Полученное выражение надо умножить на р и просуммировать 
по всем возможным значениям 0, (0, р), (пл, р1), 1...@,. Такая сумма 
оценена в $$ 29, 30 работы (?) [оценка (30.20)] для случая Е = 4. Слу- 
чаи А < 6 существенно не отличаются при таком суммировании от слу- 
чая К =4, ввиду чего мы приходим к такой же оценке для суммы (14.10) 
по 0, (О, р), (па, р1): 

Впехр (-- ал 1 (ш ш п)?). (14.11) 


15. Просуммируем по р», О, (0, р), (па, р1) остаточный член (13.20) 
[см. (2), $ 31]. Имеем [см. (13.7)—(43.10)]: 


пз п 
Чу ЦО * 
(15.1) 


п 
РА (О, Бе 
При данных О, (0, р), (пл, р1) и, стало быть, О, = У просуммиру- 
ем (13.20) по р», считая р: = Ре . Мы найдем: 

р _ п (пл, р1)) 1 = 
В. ©, в) 9 °5Р (— и ши)*). (15.2) 
Суммируя по О, <аь, (0, р) <а4ь, (в, р1)|п, получим погрешность 
Впехр (-- 5 вм п’) (15.3) 


Перейдем теперь к оценке суммы второго члена правой части (14.9) 
после умножения ее на величину а(т), для которой справедлива оцен- 
ка (14.6). Как и в п.9, введем разбиение 


П..„, 2 хр вши) (15.4) 


1. 


и, < ехр (п шп}. (15.5) 
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При условии (15.5) 


ри шл 


2 1 
по, “ХР (= = (1 Ш п)) = 


п шп й И 

оо ехр (риши) (15.6) 
Умножая выражение (15.6) на 
а (т) = В (т (тала "= В (т (т) ехр а (в ш п) 
(при учете условия (15.5)) и суммируя по 0, < 4, (0, р) <4ь, (пи, р) п, 
а затем по всем ©л,..., бы и [., получим 

4 = 
Впехр (— — (№ ие (15.7) 


16. Примем теперь вместо условия (15.5) условие (15.4). Для таких 


комбинаций 0, (05), (пи, ых — Р....рм,..., а, мы дадим тривиальную 


оценку сверху для ЕВ Кот : 2 [см. п. 11 и равенство (14.7)]: 


Во (ши) (шп)“”. (16.1) 


т 
Умножая (16.1) на 


а (т) = В (т(т))“* (т (рз))“® 


и суммируя по р» == 0 (шо4 а и 91,..., 9, получаем: 
у (т (т) (т (рз))*" ыы 5\ 
В р ВО, ©, Пре Вп ехр ( о (п шп) ) (16.2) 


р›=- 0(п1о@ Па....а |)» е<Уп 
91, (9, р), (па, р1), о 


[см. п. 14, оценка (11.6)]. 
Такую же оценку получит сумма модулей членов, входящих в (14.10), 


для р»== 0 (шоа [[., т при условии (15.4). Поэтому мы могли учитывать 


их при ЕН (14.10) в п. 14. 
Собирая оценки (14.10), (15.3), (15.7) и (16.2), находим: 


Л — Впехр (— а1> (п шп)?). (16.3) 


17. Дальнейшие расчеты не отличаются от расчетов $ 32 работы (?). 
Из (3.1), (4.2) и (16.3) при < 6 получаем: 
в (п) = Вы т В-тутаят . (17.1) 
Учитывая (2.8), имеем: 


Ок (п) = У, + 0 ®- В 


В 


, 
(п п)! ;0281 


(17.2) 


или 


Ок (п) =4 У ха (Г) Х в(4).. вах 


т<тТо Ч1...ак<п 


Х Ч (41... дк. .. Як == п (047); 41. . - Ч... 2, < п)- В в 028 ° 
(17.3) 


Здесь 41... 4к21...Фх нечетно, 4: @Ль. 
9* 
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` Далее, следуя $ 31 работы (?), находим: 


а и —- = (р— Ха (р)) п 
0» (п) = ии Аа ое: 


при А < 6 ([» (п) определяется а (Та 
 Приоезщинее к (17.4) соотношение (1.5) и рассуждая так, как в $ 46 
работы (2), из очевидного соотношения 


К-т 

ре — ы = Хави" АЕ, Ве (17.5) 
= 

мы приходим к нашей основной теореме — соотношению (0.2). Нам остается 

только доказать основную лемму. 

18. Рассмотрим модули ) под условием (5.4) и будем далее придер- 
живаться обозначений п. 5. По каждому модулю Р выпишем все Г.-ряды 
Г, (5, Хь) для всех характеров Хх, (тод О) (включая непримитивные и, в 
частности, главный). 

Мы покажем, что основная лемма вытекает из следующей. 

ЛЕММА 1. При |1|< 0”, < 6 имеем: 


р 


Р:«о«р--О»ь хр 


Ь(5 +, хь — ВР, р; (|| + 1)ъ ехр (шв), (48.1) 


где [у > 0 — константа, 8% > 0 — сколь угодно малая константа. 

При доказательстве будем следовать $ 42 работы (?). 

Пусть при каждом из наших модулей О) заданы (р, где (№, 2) =1, 
и тр. Мы должны указать асимптотическое выражение для величины 


У Мь (=, ). (18.2) 
(р) 
Положим 
тру 
Мо(ву) = УМ, (=2*, В); (18.3) 
тогда з 


Мо (2; 2) = ХУ! Мь(аь, 2). 
(2) 


ру 


Заметим, что, по определению, ОЕ 


, р) > 0, так что при всех 
у>0 
М. (а; у)>0 (18.4) 


ипри данном х Мо(т; У) есть неубывающая функция оту. Пусть 


М! (х; у) = \ Мо (<; Е) 4Е, 


(18.5) 


я альт ре, © отр е ма 


и \ Ча (ЕЛА Е, 


0 
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Очевидно, что все Мо. (5; у) — неотрицательные неубывающие функ- 
| ции от у. 

| Предположим, что имеет место формула (18.1). Эта формула справед- 
`’лива при |#| < Д!'". С другой стороны, для любых значений { при А < 6 


‚ имеем [см. (7)]: 


(+, = В+ 21 (|+ 2) 


‚и, значит, 
| 


> 


хр 


При |{| > 2" 
03 (|#|-+ 2 (в (Е 2) = В. 


Р(5 Не в — 80 2202 (18.6) 


Суммируя (18.6) по О, находим при |1 | > Б'" оценку: 


р Е о. %ь) = ВР, 2, (#11 1)° ехр (1 2;)°, (48.7) 


Р.<р<р:+, хр! 


| если считать, что в (18.1) 4% >31. Отсюда получаем [см. (2), фор- 
‚ мула (42.2)]: 


м, у 4 2-НН со (21 ) 1 
(т; 5) = а. в Ф(2) У.р. - ) т ЕЕ > 
х (> %ь (15) (1 (8, ху) 48 - ВР... (18.8) 
хр 


Интегрируя (18.8) по Е а= 1-2 раз, найдем: 


1 Тру ь 1 
Ме (®; У) = т (В) ф (2) \ ( т? ) $ ($1)... ($ - а) % 


и 
2—1 


х (У %ь 5) ( (6, 1, ) 48. ВРь у. (18.9) 
хр 


В силу (18.1) и (18.7) контур интегрирования можно перенести на 
б Е тогда получим: 
Ма (=: у) = 
1 хру 8 [а 1 
НКУ Ф(Р) $ |. 020-4076.) а, (18.10) 


бр, 


где, согласно (18.1) и (18.7), 


ЕВ с и 
му, Р, охр (в В) | ГЕО + Вы 


АВ р: 


ие 
или (при у> 1) 
1 
В = ВО, охр2 (т 2,)° уз. (18.11) 
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`49. Соотношение (18.10) вполне аналогично соотношению (42.8) рабо- 
ты (2). Проводя те же рассуждения, что в$ 43 работы (2?) и считая (в 0боз- 
начениях $ 43 работы (*)) 


А = ехр (— (1 11 2)", (19.1) 
О. Ох Идею №), (19.3) 
мы после «спуска» от Ма (5; у) к Ма 1(2;9),..., Мо(%; у) (при у=х) 


придем к основной лемме. 

20. Нам понадобится заменить суммирование по всем характерам Хх, 
в (18.1) суммированием по примитивным характерам, т. е. доказать сле- 
дующую лемму. 

ЛЕММА 2. Если соотношение (18.1) верно для данного [и и произвольно 
заданного =, > 0 в том случае, когда суммирование в (18.1) производится 
только по примитивным характерам Хь для модулей О, то оно верно 
вообще. 

При доказательстве будем следовать $ 41 работы (®). 

Имеем [см.(?), (41.1)]: 


К 


Цени) 


хр! 
< № К 
ей (+ — у |6 (5 +в, хь, и. 
21|. р* ор, примит. (поа О,) 
Таким образом, 
к 
УЕ) | = 
хо ^ 
к у 
в а 
(р) р. р 2| г: ое Ж примит. (поа 0.) | 
Но при Аб 
(4 “ 1 ((- т). (20.3) 
о - о о. 


и (20.2) примет вид: 


В ПО во АВ 


(Ро) хр, примит. (тоа р,) Р=0 (шса р,) ь | — „8 } 
Далее, 
1 & В | 
ПИ |=В У @- вв 005) 
О==0 (тоа Л.) р т т 0 
в р а. 


о 


следовательно, выражение (20.4) может быть представлено в форме 


т 1 И ие 
ВР, (т РУ У 165+, ж,)|. — (20.0 
(Ру Хр, примит. (1109 ),) 5 


в Р.Е! 
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Мы имеем: 
Пр, + Р.. 
Разобьем сегмент [1, РО, |+ 2;] на отрезки То) вида (50%, р 
0 


в количестве В ш Л, отрезков (последний отрезок начинается с 1). Тогда, 
по условию, при любых { справедливо равенство 


К 
7 хе) |2 (5+ в, о] = В (#1 + 1)*ехр (№ 2), (20.7) 


р =, примит. (шоа 0.) 


если считать [, > 311 и учесть оценку (18.7). Подставляя (20.7) в (20.6), 
получаем утверждение леммы 2. 
21. Итак, при !1| < 2’, Е<6 мы должны доказать оценку: 


> > 


Р:<О<р:-О, хрпримит. 


1 : \ 1 у =о 
Бу +, жь)| = ВОР, (| 1) ехр (в. (24.4) 


где внутренняя сумма берется по примитивным характерам. Для этого 
нам понадобится особая форма укороченного функционального уравне- 
ния для шестых степеней Г-рядов. 

Пусть 7х — примитивный характер тшоа Р (р >> 1) и 


Г ($, Х) о ю. $ = И, > 0; 


п8 


Положим [см. ($), (?}] 


ево не т 12 
о $ (2.х) ==2 У Хх (п) п® ехр(— “т”. (21.2) 
у п=1 
Тогда 
1 
1 > {а - 
+(=, )=ев() =* ф (т, Х). (21.3) 
Пусть 
Ща за 
Е г“) (в, х), (21.4) 
Н 1 з-а $5--а 
р \ 
ВЕ а бл Г) = 
В а фа > л ее за 
т (1) р г“ ) Е, Ю- 8? (5) и ее = 
= 11 ($, Х)) - 812 ($, Х). (21.5) 
Очевидно, 
1 За а 
СО" ВЕТ (24.6) 
мы 9 (21.7) 
м __ бы 
ав) = (68) "(29 ГЕ, ), (18) 


на (8, Х) = не (2) с (= -е “(5 Хх). (21.9) 
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Полагая 
В АО 20%, 
находим: 
№ ть а р за ее 
2 дл 5 а 
вое, 2 (6) (0) Те,» 


ба (5, ) = 6 и рт) ГРУ) Е, 


Далее, имеем: 


л 
Таким образом, если & = е®, |ф] <, то 


з ав ао аЫ 
= 5% (92%, 1) 1" ах -- > ф (92, х)& * 
0 [2 


Произведем в первом интеграле правой части замену х =. 


4 


Ч == о и мы получаем: 
с и 7 52 ==. 
5 д? | ФЕ. ЮЕ а. 
0 1 
Но з 


и 
= 999 (8?) т +(5, 1) 
м 
Итак, 
-=-= а за _| 
(52) * Е ($, Х) == \ фр (62%, хх * 4% -1. 
1 = (а) г ее _ 
+90 Да (Е а, 
п 
+ за 


Е (8, Х) = (63) 


а 


нову О лее 
и. 


(21.10) 


(21.14) 


(24.12) 


(21.14) 


(24.15) 


(21.16) 


(21.17) 


(21.18) 
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а 1 © 
рт 
а 


580 = 5 (6) +, ) Ре 


1з{а 


(922, у) х * _ ах (2=ге®): 


нм 
"а. 


+5 (5) (62) 


|. —9 


Положим х = ге®; тогда 


о еб, ты #5 
В РЕ 
НЕ 


а 


а г че 
поте о 
= 9е ? Хх) | окр рут") * а 
и 1 
и из (24.18) находим: 
еее в 
д = (69° о?” Ух х 
Пт 
со 8 а 1 
зто \ ——- ве 
хер к "агро т 
1 
со 18а „< : 1—з-а 
— —=—=< ФЕ 2. р Ф ЕЕ 
х У х(п) пе еж (— ое т . г 
П=1 
Если положить Ф =— [ем. (7)], то получим: 
Зы а 
Ба (5 = (6) 
П—=1 
за Я И Е Заь О, 


т ое оа 
т 


со и 
х у хе)" ехр (— Е в 


П—=1 


Таким образом, 


81 ($, Х) = Ел (5, Х)) -Е 812 ($, Х) = 


653 


(21.19) 


(21.20) 


(21.24) 


(21.22) 


аа и. со паи 
= (82)° * ср == му Хх (п) и ехр (— а = . И т 
П=1 1 
==. ++ Аза _. = С ли? а . 
+ е(%) (6) ^“ехр(— = де) У, дп" хр (9) 4 
П—=1 т 


1 
пп 


- (87 2“ Чорееых поди (- те) - фе -- 


4 


1—8-а 7 


1 


ев бер м)  кодте вхр (9) 


П—=1 1 
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`Обозначим при Д>0 


р (- т — Г(и, А, 5) (21.24) 
и возьмем . 
=а +. (21.25) 
"Тогда найдем: 
а ее 
а-- — Е 


=0 текие х, (п) пе Г, = 62 › 5) 


а ты а АН 
+ е(х) 9 ? ехр (= —_ лг) у Хх (п) пз1 (п, 06°, $) 


П=1 
- Е ты = а шу х (п) п1 (п, 26», $) 
п—=1 


ЕЗ я и Е - 
+ е(х) м ехр (“У Х (п) п (", = 5). (24.26) 
И—=1 


22. Рассмотрим модули Ш) сегмента 


ШФь Вы (22.1) 
где пока не будем предполагать повторений, и пусть 
1-2 Васы, (22.2) 


Исследуем Г-ряды Г,(5, Хх) с примитивными характерами той), для 
которых справедлива формула (21.26). Обращаясь к правой части этой 


формулы, рассмотрим при каждом В пару чисел = ‚020 г ле < <9< 
< 100. 

Для каждого Р из сегмента (22.1) будем брать примитивные у, и 6 
из указанного сегмента [5 100]. 

Учитывая, что |2| =|2| для всбх 2, получаем: 

ов вт "|" г(°) ‘(ви **) 


= вок еа [ ибд( =, 5)" + 


+ В |ехр (—- "4 ий . у Х (п) п21 (п, 06?, + 
П=1 


+ В |ехр ее. НА | | и Хх (п) па (п, 06?, 5) Е 


аа) [5 


(п, › 5) | (22.3) 
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_ Проинтегрируем обе части (22.3) по 6? от д? = 10-* до &° = 10*. Поло- 
жим 0 = и и обозначим 


|3 +6 пе1 (п, =, $) |= И (к, 3. (22.4) 


| Заметим, что И (*, о я 5) >0. Мы имеем: 


10 10* 


И) р 
И (х 3=. )4= | И, з) а. (22.5) 

5°—10—4 ° 90-4 : 

п 4 42 ь 
олагая =, п = › найдем: 
1 р 10% 10* 

Г (х =, 3) 41 = \ У (д, Ре, 5) < 10 \ У (я, 02, 5) 42, (22.6) 

и=10-! 2=10—“ 2=10-* 


ибо У (4, 02, 5) >0. Далее, полагаем 
Рё — О ь (22.7) 


Е 10°р 02 
т 2 Е 


10! 1. 
}И(х 22, 5942 = \ У, Ри, Эт 44 < 
10-— р 
р: 
2.10“ 
ай \ У (9, Р:л, $) 4. (22.8) 
ЕЕ 
Е” 


Аналогичный результат можно получить и для четвертого члена 
правой части (22.3). 


Обозначим 
ое 6 
У х(п) пе (п, 06, $) | =Т, (х, 08», 3). (22.9) 
П=1 
Полагая 6*=и и интегрируя (22.9) по 6 от 10“ до 10“, найдем 
(при Ри = ВБ: л21): 
1042 
10 Л: р 
\ У, (х, Ри, $) 4и = \ У, (х, О:21, 3) ->- 421 < 
1 ИР 
р: 
2.10 4 
<2 \ 1,4, Рил, $) 44. (22.10) 


1 —& 
о 10 
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Таким образом, мы получили, что для данного О и примитивного 


характера х (шо4 2) 


4 
10 6 


х 


она врея 


59—10 
2.10% 


> 6 
х | У х(п) п"Г (п, Б.л, 5) 421 - 
1 и = 
21 = я 107 
2.10 


-- В | ехр (- и) | | | у Хх (п) па] (п, О\21, $5) | а 


= 40-4 7—1 
Ра не т. в 
1 В|ех я п) па] (п, О\21, $)| ам + 
р р 4 Х 
1 -а П= 
21 = — 10 


а В |ехр (- “ай | о № Хх (п) п?/ (п, О; 21, $) Га. (22.11) 
= 10 ме 


Ввиду попарного совпадения членов, имеем при # >> 0: 
10 
} 16°, 206482 = В (| хр 


5:10 


6 
)х 


х й | У хп) "1 (п, Баг, 9) 42. (22.42) 


6 ВЕ 
| ++ | вхр(-— 2) 


т П—=1 
2! = —4 
и ео 10 


Отметим, что выражение /(п, 0121, $) не зависит от О. Внося в (22.12) 
значения 
и 


1 . . 
$=з-й, [окр ее] = 6 


(22.13) 


получаем: 
104 Ан 2 со 6 
\ [51 (5х) 698? —В т -:) \ | м Х, (п) п 1 (п, Б:2, $)| ал, (22.14) 
5—10- 1 ПИ 
ах о * 


если ху — примитивный характер (то4 0). 


Далее, при $ = 5 И имеем: 


ор ом 
И 
и и а 3 
ое с г(*=) 10, ($, Х) |. (22.15) 
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Рассмотрим интеграл 


10+ 
——8 


а 
Ё о: 


6 
48°. в» (2216) 


5—10—4 
Полагая в (22.16) 62 = и, $ = =. и (>00), найдем: 


а ВО 101 
О о че г оз“ Чи. (22.17) 


и=10-“ 10“ 


10 и 1 


Если {< 10°, то 0036 “ >а и величина (22.17) будет больше с. > 0. 


Пусть #>> 10°. Положим “ — 1; тогда 


104 
10* 2 


\ сов ди = 2 \ 6086 242, (22.18) 
10 оч 
2 
и, значит, при любых # >> 10 ° величина (22.18) больше сз > 0. 
Таким образом [см. (22.15})], 
10 ис 
ЕЮ г(5) 


5104 


[6 


| 2 ($, Хх). (22.19) 


Отсюда и из (22.14) выводим основное неравенство: 


Л 
е_ ‚= _. 
2.10% 


х \ У х (п) пе] (п, Бал, $) [ча (22.20) 


21=10-“ п=1 


6 
х 


|7. (5, х) в <. (в, **) г" } ") |" 


при примитивном характере ух и ДЕ[Д,, О, - Б.]. 
Если модули Л (и при них 9) имеют повторения, то. в формуле (22.20) 
нужно брать столько же повторений при Л.. Следовательно, 


—6 


Я - 125 ЕС, У (2%) г (>=) 


х примит. (тоа р) а; а=0;1 
__ п 6 2-10 о Г 
х _ - ) > \ | Ух (п) п"Г (п, Вал, й 421. (22.21) 
х неглавн. Н. ти 2-я 
2 


В левой части полученного неравенства сочетаются только прими- 
тивные, а в правой — все неглавные характеры (шо4 0). Но мы имеем 
право как угодно увеличивать правую часть неравенства (22.21), добав- 


ляя положительные слагаемые. Заметим, что в (22.21) Г(п, 121, $) еще 
5-а 
= 1 2. 
зависит от а, так как в него входит член х?. Имеем ( == и) : 


$—а 
В 


Ге, Ри, = \ ехр (- т И се (22.22) 
1 


Эл 21 
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причем область значений #, которая нас интересует, есть область 
ОЕ Т, где Т= р, 
23. Исследуем сумму 


со 


У! х (п) паГ (п, Били, 5), (23.1) 


п/=1 


$ И (= 
где характер Хх согласован с а в том смысле, что а = о Х при- 
митивен. Мы имеем: 


и поэтому 


Уд", Бан в) = (1). ( Хз”) 
"1 


2пп< 12 
Ве а 
/л 2 $ 
х (2=) г( и ) ВЕ (23.2) 
где 
1 2. * за —1 
д 7 __ Лия о ти 
ее Х (п) п Фехр ( а )= 4х - 
7 и 0 
— У Х (п) пп хр [и м ) т В 4х (23.3} 
2пт?> Рё Н Ри У | 
Пусть а=1и 
со м Г 
ГА 
) ехр (- т )= " = Г (в Ра, 5). (23.4) 
з 
Согласно $ 33 работы (?), величина (23.4) равна 
со мет 
2 | —®“_ (23.5) 


ч—1 2ли?и3 — Ри 
зе 
4 
лп?и3 


2 
Е —=НИай (>00). 


Знаменатель подынтегрального выражения имеет па при и=1и 
равен в этом случае 2лпи? — Р.2ё, следовательно [см. $ 33 работы (2)], 


20121 


11(п, Булл, 8) | ли рн (23.6) 


\ 


ис 20: 
Г (п, Б:21, $) = Вшш (5 ’ бля рей ] ь (23.7) 
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Далее, при |{|>1 имеем [см. (2), формулы (32.4) и (32.6)]: 


оо Е. а Я 
>, 2 хо — о Рая )= : ах = 2, (23.8) 
">В! 1 
У и для “Ра 
д 
2тпя> О12и ; ( Рая ) 
пре 
г и. 
> ли? 
+2 о ы Хх (п) п“ \ ехр (-- и ) д? 4х - В. (23.9} 
317141 0 


Рассмотрим выражение 


у (п) та. е | — (23.10) 
Е ‚ар к 2лл?иЗ — Дали 1 

и ради сокращения положим (а == 1): 

Вод = Зи | (23.11) 
—1 2ди?и3 — Рапи-1 
(см. (2), $ 33). 
Считая сначала п > ее ‚ изучим разность 

Ем) Ем -- 1). (23.12) 


Имеем (а = 1): 


6 —Е®- 1) = 


и с 
1 2пп?и3 — Би 2п (п -- Риз — Оз и* 


Выражение в круглых скобках равно 


—= 20:21 


м 


|| _—38 


т 
2ли3 (п? -- п) = Дали 1 


т т (23.14) 
(2ли?и3 — Ради 1) (2п (п + 1)и 3 — Оигии-1) 
ИЛИ 
— (п? п) - ео 
(2лл? — Рими 3)(2п (п -+ 1) —Бими 3) 
ты (23.15) 


: 1 , 
и (2пп?и3 — Д1ёи 7 (2л (п + 1)2и 8 — Олли) 
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—__ 


причем всюду в знаменателях стоят монотонные функции. При 2ли? >> Б; 2 
имеем оценку (23.13) [см. (2), $ 33]. 
Ноложим, далее, 


Е (п) = & (п) + & (п), 


— 


1 
С ‚ [ лпзыз 2 
Е. (п) = 2): 2п \ ехр [Е й а. вЯ. и) аи, 
и—=2 
1 


т С Е 2,3 2 (23.16) 
Е, (п) = 2В.и \ ехр р в Ёп .)) ди = 
4—1 
ры _ 
з 
= — | ехр | й — —_ ибшы) аи. 
и ьы ) 
При | 

2лп? > 20:21 (23.17) 


из (23.15) и (23.13) находим: 


р р 11) 
[09 —Е |= Ви + В ме риит (23.48) 


или (при 2лп? > 25211) 


|8) — 8 ®- 1) |= Рим =. (23.19) 
Пусть теперь 
пск и. (23.20) 


Тогда для разности |Ё, (п) — Е (п | 1)| получаем совершенно аналогич- 
ную оценку 


|5 (п) — в = 3. (23.24) 
Из (23.16) при условии (23.20) следует: 


Ны 


| 1 (") — Е. (в - 1)| = вн а ай [кр = — (2п 1) ')). (23.22) 


Для области 


| 153” (23.23) 
и при условии (23.20) имеем: 
т 
(2-1) в. Иа та В. 
ехр 1 в —1 В Ув и (23.24) 


таким образом, при 


И 2" << у = (23.25) 


|3 (®).-= бе (23.26) 
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и при 
= << (23.27) 
5 —Е+11= 2. (23.28) 
Далее, в силу (23.7) (#>1), В 
Г(п, Булл, $) = Вшт Ее и (23.29) 
В частности, при 2лп? >> 2512 
Г, Би, ) ЕВЕ. (23.30) 


Обращаясь к выражению (23.10), оценим сумму 


о % (п) 5 (п). (23.31) 
се 
Положим 


5(п)= » хм; 


М<т<и 


тогда (м = В ы. ‚| М = [98 


» х®Е®)=—5(М-ПЕМ) +5 (М) (М) — Е(М-1) +... 


М <п<М 


59) 5 6) 5505. (23.32) 
Здесь 5 (М —1) =0, 5 (п) = ВУР, шр, и, таким образом, сум- 


ма (23.32) имеет оценку 


и ан \ (23.33) 
М<п<М : 
Но М = [0*#], #>1, так что 
В те. Е (23.34) 
и из (23.33) получаем оценку 
ВУР, шз2.. (23.35) 
Обращаясь к (23.9), находим (а = 1): 
Р= 2 ФЕ 
Питта 212 
т т Че. г 
У х®т | ехр (- > = ) я аг+ ВУБ, шр.. -(23.36) 
2пп2< О:2 0 -- 
Рассмотрим интеграл 
1 ар, 
ли“ \ 
1 (п) = "\ ехр (- фи)? а (23.37) 
з 9 


3 известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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Имеем [см. (2), $ 36]: 


4 
. я 
1 (п) = = \ехр (-- 1 т 2: Е Е .)) ди. (23.38) 
0 
Оценим при | 
р о (23.39) 


разность |1 (п) —т(п- 1)|. Действуя так же, как при выводе форму- 
лы (23.22), получим: 
|7) —т®+1)|= В т(п)= В». (23.40) 
Полагая 5 (п) = > Х(т), найдем (см. (24.32): 


т<пт 


Я хютю= У 5татр-тт- 0) +т(М,)5 (М, 


2118<О124 т<М!—1 


р 
где №, = | 5 ] или 


УХ х®т®=ве У |5(т)|+ В |5 (М, | М, = 


2ппз<О!:24Ё т< М, 
=8# УХ [5(п)|+В УР, |5 (М, |. (23.41) 
Наконец, 
Ух®тЕ(п)=В х 15 (п) | (®) — Е ®- 1) 
(п) Ри ЕЕ у == 20.2 
+ В 5 (М) || (М) |+ В |5 (№) [Е (М) |, (23.42) 


где М, № — целые границы в сегменте 


ад та 
Эд’ 2л |. 


Здесь (см. (23.26)) | Е (п) —Е(п-- 1)| = ВЬ Е (п) = Вп, так что правая 
часть (23.42) дает: 


т: |5 (п) + 8У Би (15 (М) |5 (№)|)- (23.43) 
т << у Ни 
Учитывая (23.36), находим: 
|2. = В [“ р,0 у |159 + 
са Рае п уз 
+ (УР, (5 (М) +5 (м) ве (УР) № 50+ 


МР Я 


+ 88 (У 5,1 5 (№,) + ВИ РБ; №? 2), (23.44) 


сде М,М, №, — какие-либо из чисел | те ие |, ПИ Ри ] з 
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24. Наши расчеты касались случая а = 1. Обратимся теперь к слу- 
чаю х(—1) = +1, а=0. Имеем (см. (23.2): 
Ух Г (п, Виа, $) = 
6—1 


8 


= еж (-- т ( я Хх (п) =) (= Г(5 )-+Рь — (244) 


пп <) 
ел 
Р. = — п) \ ех м ы ах 
) и х . \ Рал ) — 
| \ Хх (п) р |= о т 4х. (24.2) 
эта > 0,211 Я ит 
Положим 
1 8 
пп? \ © 1 
7(п) = \ ехр (— Бут, ) 2 4х, (24.3) | 
0 
и [ пп? г а. РУЛИ 
Е) = | ехр(— 2") 28 4. (24.4) 
1 


Тогда [см. (2), формула (34.1)] 


5 (2) = Вшив (7. В 


Отсюда, как и при выводе формулы (23.9), находим (учитывая (24.2)): 


(24.5) 


Р=— УХ х®фтт+ У ХФ В. 04.6 
пт О:2 Пакта 
Далее, 
г — м} 4 : 
Е) = Ра р, (24.1) 
4—1 | 
у Ши 24.8 
О ( . ) 
| п при 2лп? >> ;2 
Аж 2лиз (2п + 1) 
Е (п) кр а (п = 1) = Р121 \ [7 ау (2лпиз — Б.ёци- т) (2л -- 1) из — Рацит). . 


(= 


После деления на из мы получим в знаменателе монотонную функ- 
цию от и. 

Таким образом, при 2ли? > 2); 2 
ая В 


| (1) — Ев - 1)| = ==, ` (24.9) _ 
а при 0:21ё < 2лп? < 2012 [см. (23.24) и $ 34 работы (2)] 
18 (®) -Е® + 1)|=В-. (24.10) 


З* 
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Далее, имеем [см. (23.40)]: 
т@-1)—т@)|=2^, т®=В, (24.11) 
так что [см. (23.31) и (23.32)] 


У (8) Е (и) =Вшр,, (24.12) 
И 2 исоаь 
Р. = — ыы хп) п) = У х@т) (24.13) 


1211 20121 ур 
Иен << т ие 


и [см. (2), формула (34.10)] 


У хи) =В У |5 (п) || (1) — Е ®- 1) |+ 
И а о 
+В|5(М) |8 (М) | В (№) ПЕ (№). (24.14) 


В силу (24.10) и (24.5), правая часть (24.14) равна 


В У |5 (|+ 85 (М, |+ В |5 (№,)|, (24.45) 
где М, М, — целые границы суммирования, и 


>} хфтт= Х 5ФАтЬтт-Ь тм) 5 м, 


В у т<М:—1 
ъ< Е 
2" 


(24.16) 
где М, = У р ) 
Отсюда получаем оценку 
Л 
ВЕТ (п)|-- + 818 (М) |. (24.417) 


Из (24. 9 ( М ие находим: 

Р. 8 < В — 

ПР Ви рак ( =. ь 159) +815(М) + 

И си<у Они 
+ 815 (МР ВР Ве ( > Г) вшер, = 
Л : 
Аура рн ИАЫВ НЕ 
И еь<у 

+ 815 (МР 815 (М) В шар, +88 ( У 50° (24.48) 


п у 
2^ 
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Преобразуем последнюю сумму, разбив ее на части: 


1 Олл _\е. Ради 
ре У 5. (24.19) 
> Л Раз 
| последний сегмент есть сегмент |1, Е >. - Обозначив 
121 ‚ 
“= ый, 


и заметив, что р, зависит от 21, получим: 


| у ть Г т > 19 (п), (24.20) 


17, й 
- а бк 


м Е (24.21) 
Итак, при а=0 
6 
= ут Х 15+ ВМВ В+ 
^ р’<в<узь, 
1151 
р 


о 15 ®) р, (24.22) 


1 
5 От, 


+ В |5 (№) 6 В ш?В, ВУ 
х 

а при а=1 
|2. ‘= В (УР У |545 (МОР + 15 - 


‚ обе 
Г, <п<Уз р, 


|+ 88 (УР У |5 (п) 8+ ВВ(У Ь,}8 |5 (№,) + В(УБ, п? В). (24.23) 


<), 


25. Изучим сумму 
| хк- 


<, 


Л Е 
гы . 
Мы имеем ( —5 - и) : 


. т 
[1-8 [| =п?*, [18 —(п- 4) < 2п 2? 
для всех {. 
При |$5| < то 
оби в: 
[11 —(п-- 1) “|= Вп *В-_ = Вт ?. 
ЗЕ 
При |$| > 16 эта оценка хуже п ?. 
Итак, при #> 1 можно считать, что 
= — в +4) |= В —. (25.4) 


п? 
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Следовательно, 
| Я х0д"-= В №8. У| > |, °— (59) 
п<р, р, <", 
У хи = > 5т тет 
Ри", Е: 
—5 (М М+М М, (25.3) 


где М», № — целые границы суммирования. Последнее равенство дает 
оценку 


5 (Му) 5 (М№..) . | 
Пе 8 Е — (25.4) 
” и мт № 


откуда получаем: 


| У зовем бое 


Тр: эре Б, ы : р р’ 
Е ТП 


ВМО вме + ВВМ = 
= 810 > бр МоРМЬ ВО. 95 


> в, <"<р,, 


‚Обратимся теперь к формулам (22.20) и (23.2). Для данного прими- 
тивного 5 (1104 0) и при а =1 | ($, Х) 6 не превосходит величины ([+, Вх 
10* 


зависят от 21): 
аа (во гу нео г) 
10 ®<р, 


+8 (ри) г) (ев (- в, 9), 


т. е. величины 
в} (Ух | 


10—* п<р 


+8 (0) "79 р, в) вы, (25-8 


+ 


а при а=0 |[.($, Х)|8 не превосходит величины 


10“ 


в. \ (У х®"-* | 


10— "<, 


Из оценок (25.6), (25.7), в силу формул (24.23), (24.24), (25.5), при 
Зе. 1 з 


в 
г | Р/') 2. (25.7) 


а =1 получаем (учитывая, что р: и = Е 2 (р) \) оценку 
10‘ 
В \ ал, (Ви У ("У 15%) + 815 (МОМ + 


+815 (МР?) + Верг® > |5 п) 5 (М + |5 (М) +В } 
п<211 ‚ (25.8) 


АДДИТИВНАЯ ПРОБЛЕМА ГАРДИ — ЛИТТЛЬВУДА . 667 


При а =0 получаем выражение: 


10 


В \ 44 (72° У 15т) + в15 (МОМ 
а } 20 к", 

в+°- 
-- 815 (№) № В* х 15+ 


’ ий. 
Р.<п<У 2, 


4 

7 

4 
В 


о , } . 

+ Ва |5 (М,) Г В[5 (М) 88+ В 5 (М. р 
6 
те 
„Бр 


т. 2 15®)!). (25.9) 


<" В, 


ВВ №2 
К 


о й 
Здесь Мь, М№, — определенные числа сегмента [5 Ох, 79 (не зави- 


сящие от 2), М:, №, — такие же числа в сегменте |: р, о. 
Объединяя (25.8) и (25.9), находим: 
10* 
р выв | [№№ 2, 25° У БоИ+ 
= Е й ’ 
й <", 


+ В (15 (Мь) МЕ" |5 (М) РМГ 5 (М1) + 15 (М + 


++ 15 М 2-Х 15) °) |=. (25.10) 

®<, 

Это — основная формула. Перепишем ее так: 
10‘ 


12. ($, 0 = В \ # (ш52, Ур. 158 


т. = р и„<”<р т 
+ 2815 (Мь 8 |5 (№) 1) + БМ В+ 15 (М) - 
+15 (М) 9-2“ > |5 + В) 4. (25.14) 
п<р 


{ 

Заметим, что здесь | М, — М: <\1, откуда следует, что 
19 (№) =В- В|5 (№!) [°. 

Ветавляя это значение в формулу (25.11), получаем: 


12. ($, )'=В ) в (52. У 150+ 
+ РМ + |5 (М) в) + 6: “5 (МР 15 (М) 
+0: УХ |9 В} аа. (25-12) 


п<р, 
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`26. Формула (25.12) была выведена в предположении, 410.2 21. Ра 
зумеется, эта же формула, с заменой Хх на Хх, справедлива и для # < — 1. 
Для |#|<1 будем употреблять другую формулу `[см. (2) & ЭЭ 
Положим 
ит 


Е = (=) г (5 


=) (и, *), 


==Ие(), шЕтчи. 


Тогда величина 


е, (5-8 ^) Е (в, х) (26.1) 


(9 > 0) будет реальной. Пусть $ = + т, |т|<1. Рассмотрим интеграл 


(26.2) 


ею 
еее ^)Е 
(2) 


7 (5) = © ыы 


> аш ь . 
и возьмем контур с = 5. Отношение -—- реально (#2==$); следова- 
тельно, в силу (26.1), о все подынтегральное выражение. По полу- 
кругу возле $ берем полувычет 


еж УС 
Ве 7() = 16 (2+8), = ®-+Т®. (26.3) 


„На контуре с =2 имеем: 


2 - ита | ($ пед) (еее уе. 06 
(2) т— 
Но [см. (2)] 
вт ут ) ут (о ха =у*ф (5, У). 
(26.5) 


‘Значит, 


1 -еб + 109 (5) (©) 56. 1И®)+ 


И—=1 


Е в, у Хх (п) (пб) (уз ($ пд у” р 


м 
2 


ные Зе) 


П—=1 


ат "(© у у х (8) п" (5 пб ИЕ). (26.6) 
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Отсюда получаем: 
ое зе -ье Но Зоны В 
= 
| рот | : 2 2 о $ ($ м и =)+ 
| в.д” те ы Х (п)"* = (5, (И) + 
о у х (п) "(8 И). (26.7) 
= 


Таким образом, 


нее 


% 


= (е [жет ($ ИБ |+ 


или 


В Е у Хх (п) ($ п, И =] 


а 
Е. 11260 


В Е (|5 хи у (> ВИР)|+ 
р) п 
+| Хх п ф ($ пб т |. (26.8) 
Так как здесь |#|<\1, то | 
р 4 
г(5°) 


1 
учитывая также, что 0 Ав из (26.8) получаем 


ЕЮ 


[18° #126, х) | = В | х х (п) ф (*, "У =) |+ 


+81; х (пт (п И =® | 


(26.9} 
Далее [см. (2), формулы (39.6), (39.7)], при у> 0 имеем 


|4 ($, У)| <, |$(5, У)| <“ ехр (— ту № (у +2). 
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% 


<“ Ввиду этого 
1 т 
— св 
Яо" (Уж) |2 
п>Ири1п, 


пря 10>8>10". Аналогичная оценка справедлива и для второй сум- 
мы в (26.9). Итак, получаем: 


В = | 
И 
п<У Бип, 


У Жид н-* (5, п ты (26.10) 


п<И р, 11): 


+В 


Следуя рассуждениям п. 22, при данном $ положим: 


| ходи (У а 


п У О, р, \ 


6 
= (а, 08?, 3. 


Тогда имеем: 
ма Е р 
18-8 ‘в (5, = ВУ (д, 08», 5) + ВУ (у, =, 3). (26.11) 


Заметим, что Г (ух, 06?, $) >0. Интегрируя [см. (22.5)] по 2 = 6? от 


до 100, получаем [см. (22.14)]: 


200 
10? 2.10 
С, 22, )4&< } У, Ди, з) аа. (26.12) 
и а 


2 


Полагая 6? = и, найдем [см. (22.6) — (22.9): 


103 р 2-10? 
\ У (, ть $) 41 < \ У (х, Б:ла, $) 421. 
Е 0 


Далее [см. (22.17), (22.18)], имеем: 
200 мех 1 
\ 16° З+ 82° 482 > с», (26.13) 
Бам 
2 
откуда следует [см. (22.20)], что 


200 
|2 (5, в = В \ Г (х, 2, зал. {26.14) 


1 
200 


1 ИИ 
Пусть $=5 -Й, |#|<1, 21 задано и 


Тв) = ($ "И. ), 


Ё (26.15) 
п < ИБ, №? р. 
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Рассмотрим при этих условиях разность 1 (п) — 1 (п -- 1). Имеем: 


т(п) —т(® + би ( И те:|— 


—@® +1) (5 от, (26.16) 
ет += внут =). е+0/ =). 
у (26.47) 


Чтобы оценить разность значений функции 


(26.18) 


211 
(2) 


= т ци "ГЕ 4 


' перенесем контур на б = бу = о Тогда из (26.18) при Т. = ш?Р, 
1 

‚ получим: 

во--1Ть Ем 


ФУ ев ехр (—- (= 2,)*). (26.49) 


68— Го 


[52 


Значит, 


$ ($ И] + (+ а Е Ё р 


Таким образом, 


В 3) 
о (26.21) 
п? 
«тсюда следует, что при © (п) = > Хх (т) 
т<т® 
З 
Г (х, Рид, 3) = (Вир, ХХ |5) те +в}. (26.22) 
т<У Бр, 


= 1 й й й 
Разбивая сегмент [1, ИБ, ш?0,] на сегменты [ ТР. В» |, где Й, = 
в. Ур, 112: 


жи имеем (К < В Ш Р,}: 


ПР-ВО о ев. (623) 


К 


й 


хр, <" <, 
В силу (26.14). находим. 
12, д‘=Вш р, Ур УХ |5 +В (0628 
ЕН 
при $ = 5 +-ь |1|< 1. Здесь, как мы видим, не нужно интегрировать 


ПО 21. 
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—— 


`27. Имея в виду основную цель — доказательство соотношения (21.1): 
при |{|< 2}, т. е., в обозначениях п. 5, соотношения 1 


> > 


р:<р<р!:-О, хр примит. 


Би, жь) |= 8 (#1 + 1)* 2:2» ехр (ш 2)" 
(27.1). 


при некотором [> 0 и сколь угодно малом заданном & > 0, применим 
формулы (25.12) и (26.24). Положим 


5) = > х(т) = 5 х) 
т<п 
и в равенствах (25.12) и (26.24) просуммируем слева по всем примитив- 


ным ур, а справа (усиливая оценки (25.12) и (26.24)) — по всем неглав- 


ным др: ХЬ=Х. Тогда при 1 <|#| <!" получим: 


ее 
хр примит. 


2.10% 
о и. 
К 


1 тр. й (0) : 
р <<, р] 


2710 и 
+»? Хх (5(Мь, у) + 15 (Мь р) 9+ 
® хр +х (0) 
+, * МИ ль ЛА 
хр+х® 
+25“ Х У 156 зо + ВВ) ав. (27.2) 


п<р, хр+х® 


При || <1 из (26.24) находим (интегрировать не нужно!): 


м [Г ($, Хр) = 
Хр примит. 
=Вш®р, У р * У Ух 15, х + ВР. (27.3). 
Е 


о вх (0) 
— Р,<< В, Хо-хр 


Х 15 (т, др) = 215 (т, др) |5 (т, х0) в. = (27.4) 
хр (9) Хр К 


Заметим, что 


9 (п, 9) = У 151. (27.5} 
т<п 
(т, Р)= 
Далее, ые 
Ух 15 (п, ль) =$(Р) ох 1. (27.6} 
Хр тутуть — т. т.т, 50 \тоа р) 


’ й 
т, т,<п, (т; ту, О) =1 
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Кроме того, 


0< У 15, = Убе, хр 9 (0) у 1.27.1) 
хр 5х (0) Хр тать ==0 (тоа 0) 


й , 
т; тут, (тут,, 2) =1 


Пусть при данных &, |1| < 07", 


1 1 
В п < 2} (#1 --4)*ехр (а 9)" = ть, (27.8) 
где =, > Озадано. Найдем для такого и оценку для суммы (27.7). Имеем: 
у == № тз (т) сз (п). (27.9) 
титэть—титьте=0* той") По РЕ. 


т==т(тоа р) 


й , 
т,, тп, (тут,, И 


Если т < из, то т’ =т-+ Шуи 


З 


|< =В (+1) ехр3 (ш 2)". (27.10) 
Далее, (27.9) имеет оценку: 
В у (тз (т)? —- В > (тз (т/)}?. О) 
т, п’<пз т, п’ 
т == (оао) ти (точ О) 


Две такие суммы равны между собой, и достаточно оценить лишь 
: р 73 С 
первую из них. При каждом т т’ пробегает < --- 1 значений, так 


что (27.14) имеет оценку 
и пЗ 


Вт? ше, (р- + и (27.12) 


Как мы увидим далее, такая оцепка удовлетворительна с точки зре- 
ния желательного результата (27.1). Это позволяет ограничить сум- 
мирование в (27.2) и (27.3) «снизу». Учитывая (27.6), оценим (27.2). Пусть 


Р‚, < по [вм. (27.8)]. Тогда 


в: 120) й , 
я >54) =8(0 г. "+ 2*)2,.$(р). (21.13) 


фа й 
Е х 
р) р, << Ву, р 


15) 
Учитывая в (27.2) множитель т, из (27.13) получим оценку 
# 


з Шер, 


ВФ (В) 2 + Вие Рф (р). (27.14) 


Но О, < и», и, в силу (27.8), оценка (27.12) дает: 


з 
Во (2) ([1| - 1)” ехр4 (ш Р,)“. (27.15) 
Это позволяет нам ограничиться числами р; > по. Далее, сумма 


Убе У 15 (Мь 15 Мьлы 


(0 
хр 
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при Ри <по дает снова оценку (27.15). На тех же основаниях 


в,“ 2) ра |5 (п, хр = 


. (0) 
®<р, Хор 
Е 


ло Ух 15%, Хх) + ВФ (р) 1) ехр4 (шп 2)". (27.16) 


т<п<р "р +9) 


В таком случае равенство (27.2) перепишется в виде: 


10 ы 
У РГ ЕВ \ (шзр, ХВ" р х 
К 


хр примит. - 10-4 5 Ри< <, 
х У 15(Мь р) +15 (Мь д + 
хх 
+:* У 15(Мь же 15 М + 
х == х(0) 
ЭВ 


И В 


п<т<р, хр) 


З 
-- ВР, (|#| + 1)? ехр4 (ш 2)-. (27.47) 
Обращаясь к (26.24), найдем при |#| < 1: 
Х 166, юр=Вшр, > РЕ“ х 


Хр примит. Р,>т 


а У 15, хь* + ВР, ехр4 (в 2;)". (27.48) 
руно зн 
28. Цля дальнейшего нам будет удобно осуществить новое разбиение 
сумм 
Х 15(т, хр) [°. 31 9 288 
хр-х 
Именно, разобъем сегмент [1, т] на сегменты [1, т] (по < то) и отрезки 
2. с | 8 =0, 1, 2,..., так, чтобы последний отрезок имел 
начало между - и по; п, < то выбирается соответственно. 
Обозначим 


> жь(т) =Та(т, р). (28.2) 


теТ и 
Тогда при |#{| <2}” 
5(т, хр) = В (в 2)* ( ХТ (т, хь) |5 (то, 1ь) в). (28.3) 
Е 
Ввиду сказанного выше, в суммах правой части (27.17) и (27.18) вы- 


ражение |5 (и’, Хр)| можно отбросить с погрешностями, указанными 
в последних членах правых частей равенств (27.17) и (27.18). 


и 
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Кроме того, введем при суммах в (27.17) и (27.18) множители = — 1, 


‘Что позволит нам при суммировании в (27.17) и (27.18) по р не иметь 
дела с иррегулярным множителем ф(р). 


Пусть 2 взято под условием (5.4). Тогда при $ = ов ЕЯ. 
согласно (27.17) и (23.3) имеем: 


й я № - [6 (5, Хо) Ъ а 
р) хр примит. 
и. 10* 


= В \ а У Рик“ > у 2 > [Та (т, хр) 


т Е ый р ъ, Ф(Р) 
То: Бить = Ри <т< и, & (р) хх 


о О. > Табмь жьг + 
К 


р) Ф(Р) 
= (2)? ( 
( хр+х 9) 


Ри>т 


во ха Хо имя У Томь) Г) + 


& ВЕР) И. нех хр 


+2: Х ХУ 2 > [Тит хр ВРы, | вы + 
Ф(Р) хр-х (9) 


п<т<р, 8 (р) 
в 
-- ВБР, (|| + 1)*ехр 5 (п О)“. (28.4), 


Заметим, что зависимость подынтегрального выражения от 2, дается 
` формулами 


приведенными в п. 24. 


При $ = Е и, |1| <\1, из (27.18) находим: 


маи Ре 


(р) Хр примит. 


=вшор, У р“ Я уу 2 У Тит, др) 


о рю в (2) Ф(О) (0) 
Буи >т 5 Рут тр, & (р) хр+х® 


- ВР.» ехр 5 (п Р,)*". (28.5) 


29. Формулы (28.5) ‘и особенно (28.4) доставляют нам весьма слож- 
ные оценки нужных нам левых частей. Их можно свести к сравнитель- 
но простым оценкам. Рассмотрим формулу (28.5) и входящие в нее сум- 
мы вида ТГ, (т, хр), Ти(М№, Хь) ит. д. Такие суммы имеют. вид: 


в Хь(т), (29.1) 
2 <т<х, ` 


где ^ т < Х ар, 


не теперь, что лемма 1 вытекает из следующей леммы. 
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` ЛЕММА 3. 


Хо) ХУ г оменио С = 


хр +х® 2 <т<Х.’ 


= В.О, Х? (11| {+ 1)5 ехр (шБ,)*, (29.2) 


где суммирование по 0 подчинено условию (5.4), 15 > 9 — константа, 
г. > 0 — сколь угодно малая заданная константа. . 

Пусть (29.2) верно. Тогда, применяя это соотношение к каждой из 
сумм ТГ», входящих в (28.4), получим: 


и 


(2) Хр примит. 


Ци, 


2.104 
= В. \ штор, 112 р,. ВБ, (|& | - 1)*ехр (ш 2,) “а, 


№ 
0% 
2 


8 
+ ВБ,О, (|1 | -- 1)* ехр5 (ш 2;) "= ВВ: ([& | + 1)'* ехр (ш 2,)°, (29.3) 
где 2з > 0 — сколь угодно малая заданная константа, [» считается > — 


При |#| <1 аналогичный вывод получаем из (28.5). В силу леммы 2, 
отсюда следует лемма 1. 
30. Положим 


—° <т<хХ, 
'Гогда сумма в левой части (29.2) запишется в виде 


> о У 15(Хь, ху, ° (30.2) 
тЫ хр+х0) 


и при данном О мы будем иметь: 


201 к 5% т я 22: © ХХ 6 
а 19 зы р = — ДАО зы + 
Хр-+хр 
+ 26:Ч.Р. У. (ттт: — т тьть + Б.-у= 0), (30.3) 


тде Ч. Р. У. в скобках берется при условиях: 


х ‚ . 
г < ии, т,< Хо. 


Здесь неудобством является условие (т, пи, 0) =1. 
Рассмотрим уравнение 


тытуть — тутьт, -- Ру = 0 (30.4) 
при условиях 


Хх ‚ 
—5` «ть т; < Хь, (30.5) 
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} вде из, т, независимо пробегают указанный сегмент, ДЕе[р,, р, + Б.1 
\ задано и у определяется как целое число из (30.4). Решения уравнения 
| (30.4) {т., ть, ..., т,} разобьем на классы по значениям 


а = (ттьтз, 2) = (т’ т. т., р) (30.6) 


'' (очевидно, указанные общие наибольшие делители совпадают). Ч. Р. У. 
| (30.4) из класса с заданным 4. будет равно 


В: 
| 1 


аа ттть ==0 (1104 а) 
4 \ (0) 2 
д хо + 
(а) 


или 


7 
тятоть =0 (тоа а) 
4 \) татотз \ |2 : 
+ У > (ть), (30.8) 
(а) хр+хр = | 
—  —ф Пытот=0(тоаа) 


а а 


` где х® — главный характер (шоа“). 
а 
‚Итак, если через Ч (Р) обозначить Ч. Р. У. (30.4), то получим: 


Ч(р) =» 1 У о (оуь ы 
ар ®(*) о ‘ ; 
и 


Я Ф ) хр 5х9) тт 
= тат2тз=0 (тоа а) 


2 


(30.9) 


31. Будем суммировать выражение Ч(О) при О, < Ор, + Ь,, 
допуская при этом многократные повторения нужных нам, и наряду с 
ними некоторых излишних, чисел. Положим 


ин (31.41) 


[см. (5.5)]. Пусть задано е > 0, и пусть 


р — [100 (1 2: (81.2) 

Будем считать, что 21,..., 2, независимо пробегают целые числа сег- 
мента [— 7, 7] в количестве 27-1 и 

Р=О а -.-.-+2 (31.3) 


теперь под > мы будем понимать суммирование именно по таким зна- 


(2) 
чениям 2 (с повторениями). Основную роль будет играть сумма 


0(Х) =Х Ч(р) =Ч.Р. У. (титьтв — татьтв + Бу =0), — (31.4) 


(р) 


4 Иввестия АН СССР, серия математическая, № 5 
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и ри бо (31.5) 
и ) пробегает значения (31.3). Число Х. будем записывать в виде 

Х = УР, 1. (31:6) 

Согласно п.п. 29 и 27, при || <\1 [ем. левую часть (29.3)] имеем: 


1 
С 


> В: 


(см. п. 26), а при 1< |<)” 


ехр (п 2)" < т < ш?р, (31.7) 


Е Е т 
5 Р, ° (2+ 1)* ехр (ш 2)" <т< Ка (|+ 1)". (31.8) 
32. Положим 
Ло = ехр (ш 2,)*®. (32.1) 
Погрешность в асимптотическом расчете для О(Х.) = У Ч (Р) будем счи- 
(2) 

тать допустимой, если она имеет вид 

ВХь (22)"Ло*| | + 1), (32.2) 


где С, — константа, = <Х< р, (см.п. 29). 


Обращаясь к формуле (30.9), выделим при данном О член с данным 


а|Р. Имеем: 

1 2 
о Хо (7 

ы (“) хр +*0 ка ы } ) 


= р птот, 28) (ппоа а) 


< 


а а 
1 - 2 
о (32.3) 
(а) *о " а 
а "тотз==0(тоаа) 
Это количество есть Ч. Р. У. 
т. тьт, р 
т 1 т 3 -- = у == 0 (32.4) 
при условиях: 
Хх ‚ Е . 
т < ии, т< Хо патьтз = т, т, т. = 0. (по4 4). (32.5) 
Ч. Р. У. (32.4) имеет оценку [см. (?), $ 34] 
Х3з(а) | ХЗтз (а) а ь 
в [5% р-+ В) (пр) 
Хо (1з(а))? Хотз(а) & 
+ В а ру, (32.6) 
где 
13 (4) = У 1. 


5:525:=а 
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В силу (31.7), (34.8), 
3 
5 ехр3 (ш Р, уе р" но Шер, (32.0 


|так что оценка (32.6) принимает вид: 


3 


| В-7 (вз (а)? (| 1) (1 2". (32.8) 
› Далее, 4), а<2р0,, и мы имеем: 
= 2 
Я 1=802 (+в) = в 9 шир, (32.9) 
О=о(тода) : 


л Г. < 
Гаким образом, член, отвечающий 4|) в сумме > Ч (2), дает вклад 


ВОИ И В, (32.10) 


ВХ, (22) Ел ШВ) *, (32.11) 
` что является допустимой погрешностью. Итак, при изучении суммы 
| > Ч (р) при помощи формулы (30.9) мы можем считать 

|’ ео, (32.12) 
33. Исследуем при 4<Х. отдельвый член формулы (30.9): 


5 ва (83.1) 
® (=) пу а 
7 \ а титуть о (той 4) 
Мы имеем: 
| 2 
у Хо (питать) Г У в) > 1\ = 
| пу Е р питьтьЕо (то@ аа) 
1 а а, те 
ить ЕО (то@ а) т 
а | = $ А 
= У (41) в (@,) > > 1. 
а. | р. а, пи титьт,=0 (104 441) тть то (шоа а, а.) 
Г р в титьть 
о а (33.2) 
й 
Покажем, что при умножении (33.2) на ру и при суммировании 


а 
по ), делящимся на 4, а затем — по 4<Х, мы можем с допустимой 


погрешностью считать, что 


аа; а’ 
— < Хо. 33.3 
в” к ) 


ааа : 
Произведем указанное умножение и суммирование при а . > Хо. Тогда 
1 


4* 
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мы получим погрешность (см. п. 32) 


ие] РО: 
В ’ а(27)? тш2°р,. ; 
р 2 (27) ь > дала, 


1, 1 


(4, @') 5 тв (941) т (44) 


ий (33.4) 


# 
Здесь суммирование распространяется на такие значения 4, 41, 41, для 
которых 


ааа’ } 
>> Хы о = (33.5) 
(4, 4) 
Оденим сумму 
аа аа’) (ал, а’ 
В У Тз (441) тз ( 1) < 1, 4,) 1 (33.6) 
. (44а 2 
(а, а, а.) 


где суммирование подчинено условиям (33.5). 
Положим 
(а, 4) =р, @=др, @ = взр, 488 =т; 


тогда вместо (33.6) получим: 


В й {тз с В (Ох. (33.7) 
"зай, 


Подставляя (33.7) в (33.4) и учитывая (31.8), находим оценку 
ВХ (22) (а 2, || 4, (33.8) 


т. е. допустимую погрешность. 
_ 34. Мы подошли, таким образом, к вопросу о выводе асимптотиче- 
ского выражения для суммы [см. (30.9)] 


х У 1 Ув(а) в (4) х 


. 78) 
аа,а (р) ры: Ф (=) 
п < о ааа, : 
(4,, а.) Р=о (пов > 
(а,, а) 
са 
х м 4 о ь (34.1) 


титьт,=0 (тоа аа!) КЕ 
3 т т) т,=0 (поа аа) 


где, в силу (33.3), 
44'<Х, 44<Хо. (34.2) 
Найдем ‚асимптотическое выражение для суммы 


ольхи (34.3) 


татьт,=0 (тоа А) 
Пусть 
А=ри... р, (34.4) 


Р.4 
и пусть { (та, ту; тз) =1, если а т: < Хь, и ]{ (ти, та, тз) = 0 в про- 
тивном случае. 
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Рассмотрим кольцо операторов Г, ь, ь таких, что 
И ъ, И ©’. и’ —= о 55’, ши’ 

(, 5, ш; и’, ®’ ш’ — натуральные числа), и 

Гиль] (та, ть, тз) = / (тли, то, тзи). 


Тогда количество (34.3) выразится в виде 


П № Ри ва уч (Е — Ср, 1) (Е — Гл, р, 1) Х 
1=1 а; - В Е; < —1 
Х (1— Г, 1, )) ХУ (та, ть, та). (34.5) 


После элементарного подсчета находим, что (34.5) приводится к вы- 
ражению 


> ежу, ть, т», то), (34.6) 


к 


где е;, — положительные или отрицательные целые числа такие, что 


У [ев = В (в ()}^, (34.7) 
17% 
а числа /+, [;, [к таковы, что 
ВА, ВА, ПА, ЛЬ = 0 (тод А). (34.8) 
Далее, очевидно, что 
Гири ХИ ть ть, ть) = (5%) т + ВХ (34.9) 
ет Ч СЗ 178 о ПЛА . . 


35. Применим (34.6) и (34.9) к (34.1) и при этом оценим погрешность 
от последнего члена в правой части (34.9). Такая погремчость будет 
иметь вид: 


вх Рау Зо 
аа, (р ‘ааа пи ть ту: оо аа) 
` а (шов (а, 4) ) 
Болл» 4) а (а (а)у ть (941) Ел 
ый. у ел ана’ В аа, ь в 
ааа 
—_^_ <«Хь 
(а, а.) 
Но (см. оценки в п. 33) 
. аль ’ 
в (85.2) 
> 44:4? 
аа, а, 
к 
(а,, а.) 
так что (35.1) дает: 
хз у а 
В (27) Х. (1 р,)* а = В (27) ХЗ (в 2, (|| - 1), (35.3) 


в силу (314.7). Это является допустимой погрешностью. 
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`Такая же погрешность произойдет при замене суммы 


= 
> 1 
т, то ть =0 (104 аа’ 1) 


ее асимптотическим выражением. Таким образом, с допустимой погреш- 
ностью можно заменить (34.1) выражением: 


х > —^ < Уш@рь (9) х 
аа И 


‘’ <Ао Ув — 
(а, а.) В=0 | шой 
: 4,4, ). 


х (=) ( 2 в о Хе я (35.4) 


где ]+, /» /» пробегают все делители 44, такие, что ук == 0 (шод аа) 
Й ’ _е й 

(1, /;, /к ведут себя аналогично по отношению к 441), е;;‚ — целые числа, 

для которых 


У! [ел | = В (т(9а1))®" (35.5) 
[см. (34.7)]. 
36. Мы имеем: 


р р 1 
а 
О 
|4 
Пусть р. рь..., Ри пробегают всевозможные наборы различных 
простых чисел. Тогда выражение (35.4) перепишется в виде 


® У ар (Р:. .. Ри) (=) ча 


аа,а. (2), о 
э 4,4 
, а)“ * ре ( шов пы 24 га ) 
и е к \/ вк 
х Ув (а,) в (а) (5 мл) ( > МР). (36.4) 


Покажем, что в (36.1) с допустимой погрешностью можно отбросить 
такие числа, для которых 


ааа, х 3 
РЕ ") Ры-.. Ри > Ло. (36.2) 
Суммируя члены выражения (36.4) под условием (36.2), найдем оценку 

в 1 (сз (441) (тз (а4'))“»° (ала’) 
В ВР . . о, 36.3 
(ш 2; > ИИ (36.3) 
где суммирование, помимо условия (36.2), подчинено еще условию 

а, ал, а,, ., ...у Ри < 20 (36.4) 


Оценивая сумму ряда в (36.3), как в п. 33 [ем. (33.6)], получаем 
величину 


В (ш 2; *.Х.". (36.5) 
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Подставляя (36.5) в (36.3) и учитывая (32.7), мы получаем допусти- 
| мую погрешность 


ВХ? (27) (п 2.) (|+ 1). | (36.6) 


37. Теперь мы можем с допустимой погрешностью осуществить сум- 
| мирование в (36.1) под условием 


аа:а` 
Па ее В (37.1) 
Зафиксируем при этом условии 4, 41, 41, ри... ры и будем в (36.1) 
! суммировать по О. Полагая 
А = а Р.-..Р:, (37.2) 
(а1, 4) ь 


найдем асимптотическое выражение суммы 


1 


Узья (37.3) 
(р) = 
РЕю0 (шоа А) 


В результате элементарного подсчета при Д < Х, получаем: 


9 1 0 Я А 1 
> ал 2 порно 0 в 
(р) (р) (р) 
О==0(тоа А) 
причем 
А Хо 


Внесем (37.4) в (36.1) и оценим полученную погрешность, считая, 
что суммирование подчинено условию (37.1). 
Эта погрешность будет равна 


4 (т (аа1))°*® т ((аа')) 9» 
ВХ (22° Е (37.6) 
р? р, -- Ра 44144, 
Суммируя по а, 41, 4, р+,..., Ри < Хо, находим: 
ВХ8 (2 и гар, )"=. | (37.7) 


Но, в силу (31.8), 
0 = В (|1| + 1) 1“ О, 
1 
так что выражение (37.7) дает допустимую погрешность. 
38. Ввиду сказанного выше, с допустимой погрешностью мы имеем 
для (36.1) выражение: 
ЕО (;-) _ Зри (р. . С Ра) 
АМ В не (р... ры)? ааа, 
и ЕО 


(38.1) 


х Ув (8 ( 7 о 


ик ти 
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В 


`Если написанный ряд распространить по 4, 4, а,, р›..., Ри ДО оо, 
то при этом получится погрешность | 
(т (Ча) (тз (441 = (@, 41) 


1 
ВХ ( ты - (38.2) 
, (р) - ) аа,а. > аа)? (44)? (р, --.Р ых 
ОЕ р > Хо 
(а, 9.) 


Таким образом, ряд в (38.1) при его продолжении сходится абсолютно. 
Положим, как в п. 33, (41, 4) =р, 4=6р, 4 = бр, 4816, = т. 


'Гогда ряд в (38.2) запишется в виде: 


(Тз (т))72° (тз (р) “= 38.3 
В и о а, (38 
Нели ры... р > о, то соответствующие члены ряда (38.3) дадут 
в сумме 
ВХо". (38.4) 
Если же р... р < Х., то соответствующие члены ряда дадут 
в сумме | 
В (ш Б)** Хо". (38.5) 
Это дает в (38.3) погрешность 
ВХ (22). А хз — ВХ? (22) (ша 2.) | +1, (38.6) 


которая и является допустимой погрешностью. 
39. Таким’образом, с допустимой погрешностью ‘имеем. [см. {(30.9)]: 
Пе (0). (тататз \\?. 
1х -р:( 2 Ее 
(2) 4 9 (1) т а 


й 
титЬтЕ0 (шоа а) 


у: | ` 
в. (5) (7 -5-)- ВХ (22 А (|+ 1), (39.4) 
где 
(ал, а) , е.: а 
кАк с ера = 
2» а, а, > + РН (Р,--- Ри) аа, > в (4) (0) ( Н мн) > Ел ) 


(39.2) 
и ряд сходится абсолютно. Ряд А, есть абсолютная константа и, следо. 
вательно, не зависит от Х, и О, (заметим, что Ди г зависят от р). 
Очевидно, 4, >0, ибо правая часть ряда больше нуля, и. 


1 (22) 
У — @26 ТИ" 


(р) 


ЛЕММА 4. Если 


Хо) = ЕО А, (2) Е ЗАО 3 
О = 2 (5) (> р) В (22 ЖА 1), (39.3) 


где А, — абсолютная константа, то 


Ао = А1. (39.4) 
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Поскольку Аси А, не зависят от Хи Д,, равенство (39.4) доста- 
точно доказать для подходяще выбранных Хъи Д.. 
Учитывая (39.3), получим из (30.9): 


УнеЕЗ тататв \ В _ 
ры [2 2. ”. 1» ( 2“) = 
а = = титьт,=0 (тоа а) 
= (4% — 45) (1+ вору жало. (89.5) 
(0) 
Возьмем 
т. 

Хо = [ИР.л#] _ 


и оценим сверху сумму 
У | х Хо (“итате.) ь 
а 


хо +х(0) т; 
РР птитье (тоа а) 
я а 


(39.7) 


Следуя п.34, получаем: 


Хр ("ие 8 У ед, > Хр (изыоиз), (39.8) 
а 


ттт: =0 (под а) к а, Ма, М “а 
где 
Хх 
5 о (89.9) 
Но [см. (4.7)] 
> [еёж| == В (тз (@))"", 
Як 
откуда, поскольку е;„— целые числа, следует: 
У [евк = В (вз (а))"=. (39.10) 
к 
Таким образом, сумма (39.7) имеет оценку 
2 
В (9) У] № бриз |, (39.44) 
ЖЖ Хх р 4х) 
а т 
° где 
Хх х 
о; << 5 (39.12) 
и ра, ра, из меняются независимо. 
40. Рассмотрим сначала случай 
м 
Аза? ° (40,1) 


где е, = 10°. 
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Е 


`Мы имсем: 
21 Х р (вайара) [| = В® (1 ) ды == 
ху ша шизиь = и иор. (од Р) 
рат 


ХЗ х6 
= В9(-2) (м + ли рта 1 В) = 


р @2т Хх 
=В9 (а) (а) вр" = 
р 27 
=== Вф ( а ) т ы —- 1 г . 
\ ть 
Далее, на ф (2) получим оценку 
хз х р х8 
Е 1 - В = (пр, а — — В Е -- В 5: (а ОЭ). 
а ты 


(40.2) 


Но, в силу (39.6), ОХ, < 1, так что в случае (40.1) (ввиду того, что 


(‹ (а))"* = Ва*) имеем: 


_ ВХ (в Руб 
>| У» р (ро) [= и. 
ф *(2) й А (м, ) ра? 
а 
41. Рассмотрим теперь случай 
1 
РАО 
дз а? . 
Не нарушая общности, считаем 
>>, 
откуда следует, что 
1 =о 
в 


В этом случае имеем: 


— х |Ужь в [= 


Е В 


№ 


[5 НЫ Я У хь быв) | 


= хо В, р а. 
а 
—$(2)* и Вары -(В® (г Е 
ааа 
в) бороь)- вов, [За [РЯ 
ф " ил в)= хим а — м + 
ро 
Ва я 
Ре со > 9 к М. 


а а 


(40.3) 


(41.1) 


(41.2) 


(41.3) 


(41.4) 
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Так как Х ‚р — неглавный характер, то 


а 
р в (из) |= В И шр, = В а, (441.5) 
= > 
и (41.4) дает: 
дни бром ие 
Л 5 Пу - 1) СР № 300150 (41.6) 
а, 
Далее, 
аа В ы Е 
ПР 0 ао ? в" 
так что для (41.6) находим оценку 
в г 
о (41.8) 


З 0,01 - 
42. Если < Ло”, то (на основании тех. же соображений) имеем: 


А 
ета: |Ухь (шарорз) |= ВХ8 А Ру (п Р;). (42.4) 
) р 4х (® 


9 (< х а 
а тах 
Таким образом, 


=. У | я о (7 717'02тТз ) = 
(= 2 


п 
© . тытьтьео (тоа а) 


а 


= В (ш 2,)* т(Б) ОГ *, (42.2) 


где То > 0. Суммируя (42.2) по О, находим оценку 
@5 тЫ == 1 1 -— Ь 
В (шп 2,)** 2:18 (22 Ах" = 8% (У о. (42.3) 
( 


43. Сравнение полученного результата с выражением (39.5) при 
А. = А, приводит к противоречию. Следовательно, для Хо под условием 
(39.6) А, =А,, и лемма 4 доказана. 

Таким образом, если верно (39.3), то для любого Х, под условием 
(31.7) или (31.8) имеем: 


х татЬотз а 
222.2 2) 2 ь ) 
а 


питьтьЕО(тоЯ а) 
а 


= ВО“), 


(43.1) 
а тогда и подавно 


> р У | У\хь (титьт.) т = В (27)" о. Ао’ (#1 +. их (43.2) 
(0) ое т т 


а 


Я |Уюттть) = ВВ, У АО 1У. — (33 


0 Е 
(Ру хр+х (ту) 
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И, 
Нам остается доказать (39.3) и вывести из (43.3) лемму 3 [соотноше- 
ние (29.2)]. 
44. Исследуем основное диофантово уравнение (30.4) при условиях 
(30.5) и в предположении, что 


р=ро-а-+...- 2, (44.1) 


гдё`2: и г определены в п. 31. 
В основном уравнении (30.4), согласно (32.7), 


3. 
У1< У, = 221 < Хх, 1) Ш. (44.2) 


Разобъем решения (т.,...,т.) уравнения (30.4) на системы по воз- 
можным значениям |у|, введя пары сегментов 


и У 
Та: вт 595, (44.3) 


где в =0,1,2,...; при этом пусть последняя пара сегментов содержит 
у =0 и будет общей длины между 1 и 2. 

Рассмотрим какую-либо из таких пар сегментов, положив при данном ©, 
для упрощения обозначений, 


Уи и 
а ев ОЕ. =», У» = Ву, у: = Ву». (44.4) 
В этих предположениях обозначим Ч. Р. У. (30.4) через Оуш,. 
Положим 
М (9) — о ехр Злёдтатьта, А, = ехр (п а, (44.5) 


(т;) 
где о1 > 0 — заданное сколь угодно малое число. Имеем: 


1 


ре Им (9) >} ехр(— 2192, У) (У ехр2лу8) 49. (44.6) 
0 УЕГи < 


Если при данном у и для данного 9 


ехр (ш О!) 2% А 
(Фу) > РР — 41, (44.7) 
то 


| У ехр 2лёлу® "= В (22) Аг’ = В (22) рт, (44.8) 
[2|<2 


и такие значения у можно отбросить в » при расчете (44.6). 


Ита 
УЕТи и 


«опасны» лишь значения ©, лежащие в сегментах “а, |а|<_А® 
у бл ’ 


| 
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где а — целое (а = 0,1,..., у—1). Приведем дроби “ к несократимому, 
‚ виду: ы 
а о. 
ув; 
тогда «опасными» являются сегменты 
а, |<. (44.9) 


При а’=0 (или 6) и разных д наши сегменты не пересекаются: при 


достаточно большом Л); 


ИЕ (44.10) 


7 Я 0,55 
у. «ВР! (12-1) = ВОИ 


Рассмотрим теперь опасные сегменты 


@ р А. 
9 = а, (а, 8) =1, [5 < ру (44.11) 
и обозначим 
5 (9,9) = р ехр 2л{92У. (44.12) 
[2152 
Мы видим, что 
|5 (8, У) |< ша (27 + о), (44.13) 
[Е а’ уз) 
где в скобках — знак расстояния до ближайшего целого числа. 
Имеем: 
а = А, (а, 8) =1. (44.14) 
Если у Е 0 (то@ 0), то 
уа’ р ВА: й 
(2 +) > (5-9) >. (44.15) 


Но 6 < у. = ВУ), \. Следовательно, из (44.13) получаем: 


: т 27 
15 (8, |= ВУРт< 2, 
пл (44.16) 


15 (8, уг = В (22) Рг®, 


и такие значения у, у =Е 0 (шо@ 6), можно отбросить в У при вычисле- 


ЕТ 
нии интеграла по сегменту 
а’ Е 
|9 — 5 |<: (7. 
Обозначим сегмент 
о 44.47 
а. 7 
через /о.. Мы получили, что при вычислении [’ можно в > отбросить 
5. кб УЕГа 


5 
У =Е 0 (1104 9). 
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_ 


`Итак, для сегмента [а’ значений 9 мы будем рассматривать только 


5 
такие 5 (9, у), где у== 0 (то46), а таких значений у будет (9 < уз) 
вв. (44.18) 


45. Разобьем числа 0 на два класса: к классу [ отнесем 


9 < урехр (— (в 2,)**) = &,, (45.1) 
к классу П— 
5 <6< у». (45.2) 


Соответствующие значения 9 тем самым также разобьются на классы 
Ти П. Окрестности 0 и 1 будут лежать в классе [. 
Займемся числами класса П. Для них, согласно (44.16), 


>, ($ (©, у): = В® (22) -- В 29 = В (27)'. (45.3) 
бо рю бо 
ЕТ 1 

Пусть и — (измеримое) множество точек 9 класса П. Имеем: 


м (ву (9 @, Гав = 


= В} (22) ХЗ в 2) = ВХ (22) охр (шв Бу) (45.4) 


что составляет допустимую погрешность. 
46. Рассмотрим точки класса Т. Пусть 


Иа да, _. -ехр (а В) 
И (46.1) 
где д подчинено условию (45.1). Тогда 
У15 (8, уг=В* (22). (46.2) 
у 


Рассмотрим в такой точке поведение величины 


| 


М (5) = й ехр 2 (> Е а) т1т>тз. (46.3) 
Положим > 
М (9) = Мо, (9) + М,,ь (9), (46.4) 
где | 
М, (8)= У ср (5 а) татьть, (46.5). 
т) 


тат»=0(тоа 5) 


М, (9)= Х сожрал + в.) тьтьть. (46.6) 
(ты; ) 
тить0(оа 8) 


Оценим Мь (9). Имеем: 


Мь (8) = > Уехр 2лйт и + ат, та) в 


и, ть Тз 
пат.=0(тоа 5) 
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Л 
Н тт од 5) д о ата) 
о 

й 1 
( т) > о : (46.8) 
р | итате | < и В: = р С Ро > и и 5 (46.9) 

Таким образом, 
и ани) > (3 вело 
и (46.7) приводится к виду 

Л 

И м И 


тать (шой 5) ( д ) 
Разобъем т, т. на прогрессии: 
Х2 
т тз = и (по48), О<и<8—1, тт, = рб и, р 5 ; (46.12) 


тогда (46.11) можно записать в форме 


6—1 


#2 


У = (8 + и). (46.43) 


Заметим, что 


0 


2 
2 З 
1 
то. > "00,52 
1 


46.14 
> В". ее 


Ввиду этого, при использовании оценок для суммы числа делителей 
’ в коротких отрезках арифметических прогрессий, данных в работе (3), 
мы получаем для (46.13) оценку: 


5—1 И Х? 
В8 У т (8) №4, = ВХ 1% Дт (6). (46.15) 
4—1 


47. Рассмотрим множество точек класса |, которое обозначим через 
| 5, и исследуем величину 


ти, = МР > (5 (8, Ууехр (20,8 = У > 


ый << $<узехр (—(ш0,) 445) 


ь м(у +=) [3 6, учр эмюрыдаь. 7) 
3 Г С 


(а’, 5) =1 19 «Аа2-1у 
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Имеем , 
пи менее) [мы [ 

+ Мо, (5 ча) м, +4) + Мьь (5 +а) М,» (5 +2) + | Мьь(5 +а)|. 

47.2, 

При у Е 0 (плод 6) 

|5 (8, у)" = В (22) 21“ (47.3) 


[см. (44.16)], поэтому в (47.1) в соответствующем интеграле можно считать 
с допустимой погрешностью, что у == 0 (под). 
Далее получаем: 


У |м.ь (5+) | Е = 


$<изехр(—(п 2:49) (@”,5)=1 (|<, | 


= ВА, у У * (22) Хо- 11° Р, 1? (6) 6 (8), (47.4) 
3<узгехр (—Ип 2:49) 
ИЛИ 


ВА. 2 ‘уу Ха шо р, ( У? (6) ) (27)" = 


5<5, 
= ВХ? (22)' Х, уьехр (— 5 р) НЕ (41.5). 
В силу (44.2), 
и = ВХ? (11 + 1) ш2 0..2: = ВЕ 1 е 
и, значит, (47.5) дает допустимую погрешность. 
48. Возвращаясь к формуле (47:41), рассмотрим выражение 
Мь,ь (5 +2) М, (5 +а)х 
&<улгехр (— (п 2,)494 ) (а’,5)=1 
<! 
х У (5(%, у 48. (48.1) 
<у<у, 


Считая, с допустимой погрешностью, у== 0 (то4 8), при заданном д 
имеем: 


я | мам. (5+8) Я в ууукрс-амрниза = 


(а’, $)=1 Ле УЕТа 
м УЕ0(по$ 8) 
= ь я ( р ехр (2лёятатять) х | 
(а’,5)=1 < ту 


2: Пат =Е0(то9 5) 
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х ( № ехр(— 21 (4- а) т.т, т, х 


и на 5) 
А и 
х > } (5(8, у’ ехр2лй Ру) 4$. (48.2) 
и 5) 


_ На основании (46.15), (48.2) имеем следующую оценку: 


В и 22’: Х 15 р, т ф (5) Хх ше р, = В (27)' ХЗ А? ([Е[-- 1) ш“р,. 
Е (48.3) 

Суммируя по 6<,, найдем: 
В (27 8 А 1}, (48.4) 


что составляет допустимую погрешность. 
49. Перейдем к расчету сумм с М. Для них при данном 8 получаем 
выражение: 


я 2 
М. (5-+а)| ХУ (96, уусехр2л уе = 


(а’, = Аа 2 и. * ЧЕТ 
У=0(то45) 
и те 
= » $4) \ | Мо, -(@)[ з ( У евр 2ягазу х 
ох < У < 
==0(п104 8) 
Хх ехр 2л1 2, ух аа. (49.1) 
Отдельный интеграл, при заданном 6, имеет здесь вид: 
2 
ф (6) \ | р ехр 21а т: тьтз| х 
[|< Аа и" тт. =0(то45) 
х > ( У ехр 2лазу' 6 ехр 24.) 1у'6 - 9. (49.2) 
< 1: и 


Полагая 0 = В, получим: 


2 
#0 | » ехр 2мВ т 
А, и. 5) 
х У ( > ехр 212 вгу") ехр (2л3):у’) 43. (49.3) 


У: д < 
$ << [12#|<7 


При расчете интеграла (49.3), при заданном &, мы можем считать 
допустимой погрешность 


В (22 ХНА, (49.4) 


’ тде С, > 0 — константа. Именно, суммируя (49.4) по 6 < 8,, мы и найдем 
допустимую погрешность. 
50. Положим 
5 (В, у’) = >; ехр 2л82у', (50.1) 


|2)<2 


5 известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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Мь)= > орт м. (50.2) 


Ио 
пит.=0(тоа 5) 


Тогда (49.3) перепишется в виде: 
0х {1407 @, уу хр (@ври) 8. (503) 
аук < А87- д“ 
Мы имеем: 
5 у) = "Аи -- ВВУ 2 (50.4) 
(нри у’ = 0 берем соответствующий предел). 
Далее, при |В| < Л, 62 у 


[Ву < 2^,2” = крону. (50.5) 


Сравним (50.3) с выражением 


а Роу. 28 (5 буду -ехрамарку 28. 608) 


0 эш л8у’ 
<< < 18|<А.87° чи“ 


В силу (50.4) и (50.5), различие между (50.3) и (50.6) для данного 
у’ не превосходит величины 


в \ [4078/2021 = ВХ В. (50.7) 
48 
т 
Суммируя по’ у’, найдем: 
: 1 
8522 ЕР 3, (50.8) 
что гораздо меньше допустимой погрешности. 
Далее, имеем: 
зш лВу’27 эт лВу’ 27 | _ р — 
эш лу’ к дву’ = В2 (Ву )?. (50.9) 


Следовательно, рассуждая подобно предыдущему, мы можем заменить 
с допустимой погрешностью выражение (50.6) выражением 


0 27 "— ы 
®0 $ ь@ узи, (5 (8, у)" ехр (28 у) ав. 
а 
(50.10) 
При у’ = 0. соответствующий член в (50.10) дает: 
х и Ш Ю, 
ВАА) о (50.14) 


т. е. допустимую погрешность. Таким образом, при дальнейших подсче- 
тах мы можем спускать член у’ = 0. 
51. Рассмотрим вопрос о расширении пределов И. в выраже- 


нии (50:40) от — со до оо (у’ +0). При о - <8|< =. ие = т С. 
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имеем 
Т (8) < (51.1). 
так что | 
5 фр 
64 0 
М Гав = | ы 
на РВВ = вы =) | (В) 8, 
м АТИ ме , 
10 
где Во = Я" Это выражение имеет оценку 
ве -| ХЗ лор. ^ (4.2) 
Далее, считая ©, = 2е,, находим: 
8 г ‹ (1 —" 27 й | 
7+ =8В(22)'(ехр (в) ЕВЕ. (51.3) 
Следовательно, выражение (51.2) получает оценку 
(22) ХЗ штор, 
ви. 
Суммируя эту оценку по у’< ее ‚ находим: 
ву, (51.4). 


что является допустимой оценкой. 
Далее, имеем: 


ох | балу 


31 
)? 


=в" оруи- о ор, — ВХ? (22)! (|+ 1) >. (515 


Наконец, при & =1,2,3,... 
с , Ка 
т} ПР 


К 


и шар: 
уу ‘= 2 ору ха, 


1/1 | < № 
51 


© 
Л 
< 


(51.6) 


` что составляет допустимую погрешность. 
Пусть `М = ехр (т 2.)*. Тогда 


со 
зш лВт ао в 
ду М, 

`если т — целое число (т == 0 или т = 0). Поэтому если в выражении 
` (50.10) мы будем распространять пределы от М до со иот — со до — М, 
то получим погрешность 


(22) ву _ , 
Ве = В. (51.7) 
Суммируя же погрешности (51.6) по К =1,2,..., М — 1, найдем 


5* 
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р 


общую погрешность 


ву, (51.8) 


являющуюся допустимой. Итак, с допустимой погрешностью можно при 
у’ -= 0 распространить пределы в (50.10) от — со до со. Мы получим: 


А О 2 66 уу ехр 2лаву’авВ 
т 3 << 


в ы шор, +. (51.9) 


В силу известных свойств разрывного множителя Дирихле, интеграл 


в (51.9) равен 


$ (5). = 1 54.10 
8 > РИ > , ит ) 
УЕТв; о питьта ттт 

5 5 


(Ра. 2—1)" | 37| 


Хо 
т.т, =0 (1109 5); таить = =0 (то0а 5); — кая <т; т: 5х, 


`Таким образом, дело приводится к расчету выражений вида (51.9), 
° которые нужно затем просуммировать по Г. и д, учитывая, что интер- 
вал изменения 6 зависит от границ Ге. 
52. В силу (45.1), число 6 и условиям 
5 < ехр (— (ш 2, ) < Х(Н- 19 11?Р, ехр (— (ш 2;,)***). (52.1) 
При каждом 0, в силу того же условия (45.1), 
1у| > бехр (т 2; )***. (52.2) 
При заданном 6 будем суммировать в (51.9) по всем значениям 


Й 


у” = = . Согласно (52.2), имеем: 
|у’| > ехр (1 2, )**. (52.3) 


Вместе с тем У’ ограничен сверху, ибо |у| < У.; это также видно из 
того, что в области 


т т/тьте , ы 
Я 
‚ у 
не будет точек (т.,...,тз) при |у’!> -В Ввиду сказанного, мы мо- 


жем при данном д суммировать по всем значениям у’ под условием 
(52.3), так как суммирование оборвется само собой. 


Итак, суммируя (51.9) по всем [.‹, при данном 8 получим: 


Ф (6) 1 : 
‹ ры у 1 (25) 
[у’| > ехр (11 2,991 тт тз т/тоть 
5 — 5 + Ф- а -.--Н2.—п)у’ | < 21| 


ить = ту ть = =0 (1104 5) 


(мы опустили здесь указание на границы суммирования т, т;: 


Е. 
>. ’ Хо). 
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Зафиксируем т;, т», та, т. и обозначим 


’ 


Г 
тать Я 


5 = Мо, 5, 6 ==> М то. 5. (52:6) 
Мы М'оъ 
Заметим, что отношения —^ и^— ограничены числом 4 (в силу 
| И 28 12,5 
границ изменения т, 7%). При данном у’ и заданных значениях 21, ..., 2, 
полагая 2’= р, +2 -...- 2,4, рассмотрим пересечение области 
Ми, ьтз — Мь, т: + Бу|<2(9) (52.7). 


1 с квадратом 


о 


Интерпретируя тз, тз как декар- 
`товы координаты на плоскости, мы 
получим пересечение бесконечной 
| полосы (52.7) с квадратом (52.8), ко- 
‘торое будем называть далее «фигу- 
Ирой» (см. рисунок). Мы должны под- 
| считать число целых точек (7, 


| 7723) в нашей полосе. 
53. Рассмотрим при любых значениях у’=0, 1, -2,... грямые 


а а И (53.1). 


Расстояние прямой (53.1) от начала координат или, что то же, от 
| атсходной прямой» | 
Мл ьтз — Ма вт = 0 (53.2) 
‚будет равно 


Ре (53.3). 
Ум, 5-2 М», 
|а расстояние соседних прямых (53.1) 
р’ 2:6 (53.4) 


И > >= У И , 
Им 5+ М, № 


где — — известный знак эквивалентности Г. Гарди. При данном у’ 0боз- 
\начим площадь фигуры (52.7) — (52.8) через 5 (у’). «Толщина» фигуры 
(52.7) — (52.8) будет равна 


В 2 (у) в. У 

У м, 5+ М, в № 
Йа число целых точек внутри фигуры будет равно 5 (у') ВР (у’), где 
ТР (у’) = ВХ. — периметр фигуры, т. е. 


= ВХ. _ (53.6) 


(53.5) 


я 


Рассмотрим погрешность, которая получится, если при данных 
16, т, то, Ти, ТЬ, 21,...,2 заменить внутреннюю сумму в (52.5) сум- 
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% 


$ Я 
; при 

мой 5 (у'): Заметим, что сумма становится пустой, если |У’|> — 5 р 
учете этого обстоятельства и формулы (53.6), погрешность будет равна 


ВА > в еы. (53.7) 


Как мы увидим ниже, дальнейшее суммирование по т:,..., Ть», 
гаи дает допустимую погрешность. Поэтому мы будем теперь 
рассматривать (71, ..., Ть, 21,..., 2, 9 фиксированы) выражение 


зо х 59). (53.8) 


[| > ехр (т 2:91 
54. При данном У’ рассмотрим фигуру 
| Мэ, зтз — Мь, вт: + Р’у’| 52|, — ар (54.1) 
которая состоит из фигур 
ЕО Мать — Авт РЕ, о ом ть Хо, „а 


(Е = ОТ, -2,.... ЕЁ), имеющих толщину 
1 
Им + М2 ь 


(54.3) 


‚ ’ 
Проведем исходную прямую Мы, т: — Мь,ьт. =0, отвечающую. 


У’ =0 и проходящую через начало координат (т. = 0; тз= 0), и 
проведем перпендикулярно к ней новую ось ОЁ (см. рисунок). 

Для каждого & обозначим через Л (&) длину отрезка, отсекаемого 
прямой 


ИН Е м (54.4) 
в квадрате о, № 
Площадь каждой фигуры (54.2) будет равна 
1 В 


О м —, (54.5) 
Им Ма, МЕ МВ Ьь 


причем погрешность в (54.5) имеет вид 
вех". (54.6) 


Посмотрим, какой получится погрешность, если при суммировании 
в (53.8) отбросить (54.6). Найдем общую погрешность: 


9 у] 2У.б ид 
В р: Е 
Ха [ у’ | В 4 - (54.7) 

< 


о 


Как мы увидим ниже, дальнейшее суммирование дает допустимую 
погрешность. 


осетры 


И ини К физ фамииых век тг №, 
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Рассмотрим, считая сперва у’ 0, выражение 


ИА Й 3 
(54.8) 


ты И У м, ‚+ Мо ь 
Заменим его интегралом 
7 
р \ Е Е ИВ (54.9) 
Е=— 7’ 12, 5 ну Му», 5 


® п оценим получаемую при этом погрешность. 

Так как 2(Б’у’ -- Е) — отрезок, отсекаемый прямой (54.4) в основном 
квадрате, то при изменении & от — у’ до бу’ Г(О’у’-- Е) амеет не 
более одного экстремума; при этом всегда 


г(9’+ = ВХ. 


Таким образом, погрешность от замены (54.8) на (54.9) будет равна 


6 (о 
=. (54.10) 
Суммируя эту погрешность по у’, мы, в силу (53.8), получим по- 


| грешность 
б ы 
Ву ш РБ, (54.11) 


`которая, как мы увидим, при дальнейшем суммировании дает допусти- 
| мую погрешность. 
55. Перейдем к расчету выражения 


Я’ 
й и 4 
СКА (55.1) 
$ о И м, 5-Е М ь 
} Положим Ё=ту’, т= > . Тогда (55.1) даст: 
2 
ат 
Пе о (55.2) 
ть Им, 5+ Ма, | 


Рассмотрим сумму 


ГА 
я а | 
о пит (55.3) 
"> ехр(ш 2!) —2 12,5 Е М 12, 5 
У, 


| которая обрывается сама собой при у’> 5 ‚ и оценим погрешность, по- 


лучающуюся при дополнении этой суммы до суммы, распространенной 
Гот у’ =0 до у’ = со. Очевидно, наша погрешность будет равна 


6 @1 __ 67. 91 
ВХ Ра Пехр (шр,)"* = В х, ехР (ш2,) . (55.4) 


0 


(эту погрешность мы исследуем ниже). Таким образом, вместо (55.3) 
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мы `можем изучать сумму 


а: ат 
Г, (55.5) 
р о а Ум, 5+ Ма 


которая, как мы знаем, обрывается сама собой (от обращения ДГ ((Р’-- т) у’) 
в нуль). Мы имеем: 


ри ие (рту 


где [» (5) (2 > 0) — длина отрезка, высекаемого на основном квадрате 
прямой, лежащей от основной прямой (53.2) на расстоянии 


(рту (55.7) 
Ум: Му», ыы Мо 5 
Следовательно, 
2 ат ры 
- СИР о И м, ь+ М 
о 


2 со 
ее РЕЙ \ 
= 4‘ Го ( п м. (55.8) 
И М ) 2 Им ь-+- М ь 


Раесмотрим, с какой погрешностью можно заменить подынтегральную 
сумму величиной 


е ММ, © 
\ 1 ( ОРУ ау = и Г. (6)4», (55.9) 
0 0 


р р т 
Им + МЕ. г ыы 
где 
С Ф-+оу ты Ум +Маь 
п РУ у = у’ т 
У м? 5+ М? , "в 


На основании соображений п. 54, эта погрешность будет равна 


0 07 
8-52 —Вт,. (55.10) 


Интеграл (55.9), по определению Г» (5), равен 
5. (Мо Мьз, (55.11) 


где 5, — площадь части квадрата, лежащей по одну сторону исходной 
‚ прямой (53.2). Таким образом, (55.8) заменяется величиной 
2 
р -- ` 5. (Мь,ь Мь,5). (55.12) 
56. Пусть теперь у’< 0 и у. изменяется от 0 до — со. Возвращаясь 
к (54.8), заметим, что в этих условиях надо рассматривать сумму 
2 (у) й 
хи 
Е=—7 (у) Му», вр Му», 5 


(56.1) 
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которую с общей погрешностью (54.11) можно заменить интегралом 
И а 
&=—й | Му, 5+ Мо, ь. 


Считая у’< 0, рассмотрим интеграл 


В’ | 
1 С и 45 
7, ай: Ум, 5+ МВ 


Так как дальнейшие погрешности будут такими же, как для ‘у’> 0, 
то будем рассчитывать лишь главные члены. Положим 


БЕЩЕНЯУЬ =. (56-4) 
Тогда (56.3) дает: 
г а | С а 
-\ ре = ро. 
1=й Му», в Мр», 8 1=—й Им», ‚5 Е М 5 
(56.5) 
Просуммируем (56.5) для значений у’=0, —1, —2,..., — ос. Оче- 
видно, что (56.5) равно 
2 
(рту ат 
у (ит) Ум", о” 
=—й 12,82 12, 5 12, Я 12, 5 


|. где 


Вы 
0 > 
У м, 5 М? ь 


— длина отрезка, высекаемого прямой, лежащей по другую сторону от 
начальной прямой (53.2) на расстоянии от нее, равном 
(у | 
Ум: 1,5 + М 12, 5 


Далее, 
о 2 а 
Во 
ное =" Ум 12, 8 + Мо, 5 


1 (ру ке9 
— Ум 8+ Ма, 5 -} р И М: 5+ М2, 


и с погрешностью (55.10), которую обозначим через А, имеем: 


ыы й к г рту’ й 
л 1 Е ) = о ( ( у чит в= 
р И м, МЕ в Им, 5+ Мь 


Е ео 
М ЕМ ) 
ЕН: \ Гу (©) 4%, (56.3) 
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Ро. 
Ум М ь 
Подставляя (56.8) в (56.7), получаем, что с указанной ранее погреш-. 
ностью (56.7) заменяется на 


# 


7 м 
| т 5- (Мл, в, Му», 5), (56.9) 
—й 
где 
5- (М, в, Мь», 5) (56.10) 


есть площадь основного квадрата, лежащая по другую сторону исходной 
прямой. Складывая (56.9) и (55.12) и учитывая, что 

’ ’ аа я 

5, (Мл, ь, Мь,з) + 5_ (Ми, з» Мь, з) =5 = (5°) , (56.11) 

где 5 — площадь основного квадрата, приходим к требуемому результату. 

57. Таким образом, с точностью до погрешностей (54.7), (54.11), (55.4) 

и (55.10), получим, что выражение (53.8) может быть представлено 

в виде 


Ул 
Ф (6) те Е 
5 рт ть о. 
или, с погрешностью 
Хх 
Вт, (57.2) 
в виде 
2 : 
Хо\? Ф (6) 1 = 
У ее: (57.3) 
#.=—0 
Это выражение надлежит еще просуммировать. по 21,..., 2/1, Иа, ... 


..., Ть, 0. Прежде чем это делать, просуммируем все полученные до сих 
пор погрешности, принимая во внимание формулу 


Хх? 
й це Вт (6) 5“ 112 О. (57.4) 
Пт»=0 (под 5) 
Нужная нам сумма УЧ(р) складывалась из сумм выражений (51.9) по 
(р) 
Та © точностью до погрешности 
ВРУ ХА (57.5) 
Повторение этой погрешности В ш, раз (по количеству отрезков 12) 
снова дает допустимую погрешность. Рассмотрим погрешность (53.7). 
Учитывая неравенство 6 < У, [см. (44.2)] и формулу (57.4), получим 
при суммировании (53.7): 
Хол: 
2 


ВХ8 (т 2) (22-1 >) “© — В (22) Х° = В(22).ХЗА? (|1 |+ 4)3, 
5<У, 


(57.6) 


что допустимо. 
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Суммируя погрешность (54.7), получаем: 


В т ие (=) > — _ 
(22) У. о 5 = В (22) ХА. (1-12, (57.7) 
5<У, 
что допустимо, 
Погрешность (54.11) после суммирования дает: 
Ва О. ору вора, (57.8) 


5<У, 
что допустимо. 
Погрешность (54.4), отличающаяся от (54.11) множителем б ехр (т 2,)*",. 
после суммирования, в силу (57.8), дает: 


Во (94.9) 
что допустимо. Тот же результат получаем при суммированни погреш- 
ности (55.10). Суммируя погрешность (57.2), находим: 

Хз 


7—1 
вх у -@ ВО =. Ре. (57.10) 
5<У, 


что допустимо. 
Теперь из (57.3) получаем: 


А зе а Вий: 6 


г 8<инехр (— (п Р)4%а) т 
| = 
5< > 2) В (К допустимо). (57.11) 
(р) 


58. Обратимся к вычислению суммы 


РГ, (58.1) 


пить =0 (104 5) 


Рассмотрим сначала, какая погрешность образуется в (57.11), если 
суммировать до 9 < Х.. Ввиду (57.4), эта погрешность будет равна 


. 6 й\ т? (6) 
= > И ит = 
(2) — 8>Х, 
и. Ч 
= В (22) ХА: п = ВМ 1). (58.2) 


Таким образом, в (57.11) позволительно суммировать до 6 = Хо. Для расче- 
та суммы (58.1) используем соображение п. 34, где вместо тать == 0 (то@ 6) 
рассматривались числа титьтз == 0 (то4 Д). Так же, как и там, получаем, 
что (58.2) имеет выражение 


(2) я + вх, 68 
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где. е;; — целые числа, 


У [ев| = В (т (6) (58.4) 


И 


218, 118, Л =0(тод д). (58.5) 
Если внести (58.3) в (57.11), то получим погрешность 


76 
ВУ 022* р. т) 8 = В (287. = В (22) АЕ 085 


которая допустима. 
Итак, величина (57.11) равна 


(> 258 (5 тг) +В, (58.1) 


8<Х, 


где В, допустимо. 
При суммировании в (58.7) по д от 0 до со мы получим погрешность 


вхо у 9 — Взор, №0 — ВОРА? 13 8 
Хо( р 6? РЕ о ( ) ТРЕ Хо ( ) (ее №, (58.8) 
>, 
которая допустима. 
59. Положим 


1 $ (5) ви \* 
2% (ли) - 
Тогда _ 
Уч() = 4 (5 У = В (22) ХЛА® (|| 1%, (59.1) 


где А, — абсолютная константа. Таким образом, соотношение (39.3) 
верно, и А, = А, [см. (39.5)]. Из (39.5), отбрасывая а|р, а>1, на- 
ходим: 


Урхь (титьть) "= В (22)" ЖА (8-1), — (59.2) 


ту 


хр 


ибо &, = 26%, Ло = ехр (ш 2, )'°% [см. (51.2) и (32.1)]. 
Ввиду того, что ф(Р) > аз р, (1 Р,)-* и т; изменяются независимо, 
(59.2) дает: 


р < |[Ухь (т, |* 


® тп: 


ЕД (59.3) 


60. Числа Р считаются в (59.3) с повторениями. Мы имеем: 


2: 


= АЕ, |121 32 =Р, = пюр,› 


О 
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и нам нужно найти число этих повторений, т. е. Ч.Р. У. 


Ва - 2. = М, (60.1) 
где О < МБ, = 2. В такой простой постановке задача сводится к ло- 
кальной предельной теоретико-вероятностной теореме тина Б. В. Гнеденко 
[см. (°), стр. 252]. Однако непосредственно теорему Б. В. Гнеденко 
применить нельзя, так как 0 зависит от 7 (через посредство 0,), и мы 

„имеем схему серий, а не нарастающих сумм. Поэтому Ч. Р. У. (60.1) 
надо рассчитать непосредственно. Полагая 


О (3) = У ер2л, 


121182 

рассмотрим интеграл 

1 

\ (0 (3))* ехр (—2л№9) аэ. (60.2) 

0 
Пользуясь оценкой |0 (3) | = чат, без труда находим для (60.2) выра- 
жение 

По) (60.3) 
У’ : 
при ДР, —> со. Здесь (60.4) 
@) =1 


и С(М№) выражается через нормальный вероятностный закон. Если теперь 
в левой части (59.3) опустить все значения О, не равные числам 


2, 2. 1,..., 9-2 =В,  Б,, то от этого левая часть только умень-. 
шится. Учитывая (60.3), найдем: 
х Я |Уль (т | = ВРЫьАЗ*1).  (60.5) 
Р:<р< р-р, хр х(0) пи 
Но при Аб 


6 


’ 


| (>— и, Хр) <1 +|2(5 т Хь) 


следовательно, в силу (29.3), при < 6 


> > 


р.<О<р,:- р, хр примит. 


" ы т ха | = ВБР, (1-Е 1)" ехр (щ 2;)°, 
(60.6) 


что и завершает доказательство леммы э. 
Поступило 
20 1У.1960 
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Г. Х. СИНДАЛОВСКИЙ 


О НЕКОТОРОМ ОБОБЩЕНИИ ПРОИЗВОДНЫХ ЧИСЕЛ 


(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе вводятся понятия Ф-производных чисел и доказываются 
теоремы, обобщающие некоторые ранее опубликованные результаты 
автора (3), а также результаты А. Данжуа и Ю. Гермейера об обыкно- 
венных (односторонних) п симметрических производных числах измери- 
мых функций. 


Введение 


Пусть / (2) — измеримая и конечная всюду на интервале (0,1) функ- 
ция, а ф(й) — функция-«сдвиг», определенная в правой окрестности нуля 
(0, 9). Предполагаем, что ф(й) измерима и Митя ==. 

в 


Составим для /(52) первую разность со ДВигОм ф(й) *: 


Аз (2, п) =1(2—$(1)) —/(#—Ф®—№) 


и определим ф-производные числа, верхнее и нижнее, и ф-производную 
для функции / (2): 


=: (В) й Алем 
И (1) = Им : 1 (1) Е ее 
п 0- п 0- 
4 . А, (х, 1) 
ыы 


(эти понятия были введены нами в работе (3)). 
При различных сдвигах ф(й) получаются различные виды дифферен- 
цируемости. Случаи ф(#) =0, ф(1) = —й дают, соответственно, левую и 


* В изучаемых вопросах на сдвиг Ф (й) будут наложены определенные ограни- 
чения. Следует подчеркнуть также, что ф(#) считается не зависящей от х. 

** При доказательстве основных результатов ф-производные числа и ф-производ- 
ную мы будем понимать в более широком смысле, а именно: 


А® (2, п) ДА? (х, №) т _А7 (+, №) 


[а 4, Пим ВЕ ет, 1 
п-0-+, 169 № ВЕ Ве. ^ В-—0-+, 69 В 


) 


где О — совершенное множество плотности 1 справа, в нуле и не зависит от г. Таким 
образом, поведение ф(#) будет учитываться лишь на множестве О. 
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в й 
правую одностороннюю дифференцируемость, а случай Ф(® = — = — 


симметрическую дифференцируемость. 

Известно, что если односторонние (например, оба правые) производ- 
ные числа некоторой функции конечны на множестве точек положитель- 
ной меры, то Вы всюду на этом множестве существует обыкновенная 
производная *. Это вытекает из известной теоремы А. Данжуа [см. (©, 
стр. 389] о а числах. 

Ю. Гермейером [см. (!), стр. 121—145] для симметрического случая 
доказана следующая теорема: 

Всякая измеримая функция всюду, кроме, быть может, множества 
точек меры нуль, обладает одним из двух свойств: либо она имеет обыкно- 
венную (и, следовательно, симметрическую) производную, либо верхнее 
и нижнее симметрические производные числа равны, соответственно, 
оо и — ©. 

Мы обобщаем эти результаты. на случай ф-производных чисел изме- 
римых функций. 

Будет показано, что 

1) при определенных ограничениях довольно общего характера, на- 
ложенных на сдвиг ф(й), из конечности обоих Ф-производных чисел 
функции ]/(5) на множестве положительной меры следует почти всюду 
на этом множестве обыкновенная дифференцируемость (1); если же 
дополнительно предположить ограниченность отношения в (прий-—>0), 
то /(5) будет также и ф-дифференцируемой почти всюду на этом мно- 
жестве **; у 

2) при более жестких ограничениях, наложенных на ф(й), для спра- 
ведливости аналогичного утверждения достаточно предположить выпол- 
нение ливзь одного из неравенств т (1) < -- оо или й (2) > — сов каждой 
точке множества положительной меры. 

Например, для линейных ф(й), ф (1) =сй, где с Е 0, с = — 1, имеет 
место утверждение 2), а в случаях, котда с =0, с= — 1, справедливо 
лишь утверждение 1). 

Доказываемые в работе теоремы обобщают некоторые результаты, 
установленные нами в работе (3), о том, что при определенных ограни- 
чениях, наложенных на ф(й), из ф-дифференцируемости следует обычная 
дифференцируемость почти всюду. 

Введем некоторые классы сдвигов ф (й). 

Будем говорить, что ф(й) удовлетворяет условию 5, если для вся- 
кого замкнутого множества Р, имеющего нуль своей точкой плотности, 
либо множество ф*(Р), либо множество 1 (Р) *** имеет справа в нуле 
положительную нижнюю плотность. 


* Предположение конечности лишь одного производного числа является здесь 
недостаточным. 


** Можно показать, что если } (2) и 1е (2) существуют на множестве ноложи- 


тельной меры, то почти всюду на этом множестве т (&) = р (*) для любого вида 
сдвига ф (1). 


*** р (В) = ф (1) - п; фт ит" — функции, обратные к Ф (1) и ф (1). 
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Далее, будем говорить, что ф(й) удовлетворяет условию 5, если 
существуют такие числа р, 0«р<1,иб>>0, что для каждого БЕ (0, д) 


и каждого замкнутого множества РС. [0, 6], у которого ве >1— 


будут выполняться либо неравенства 


шезф (Р) 
Е й Ь 
ХО НА р , (1) 
либо неравенства 
шез р (Р) 
фри й Ь, 2 
Сар ТОР „9 > о 


где р зависит только от ф (й). 

В качестве примера можно взять функцию ф (И) = сй” (* >> 0) или мо- 
нотонно не убывающие функции ф(Й), удовлетворяющие условию 
Ф (1) < сй. Эти функции обладают свойствами ба и 5а [см. (3)]. 

Введем также условие И”, отличающееся от условия ба лишь требо- 
ванием, чтобы ф(й) удовлетворяла одновременно и неравенствам (1) и 
неравенствам (2). 

Примером могут служить функции ф(й) =й" (0<а<1), ф (и) =- вй 
(< 0, с-Е —1) или монотонно возрастающие а, ф(й), удовлетво- 
ряющие условиям ф(й) < сй и Ф'(й) >&>0. 


$ 1 
В этом параграфе мы рассмотрим ряд вспомогательных лемм. 
ЛЕММА 1 *. Если функция 2(х, |) определена и измерима по Борелю 
по совокупности переменных (т, #), й>0, на плоском множестве 0, то 


функция и (1) = Им 2(2, №) измерима по Лебегу на линейном мно- 
й—>0-,, (х, В)6р 


жестве В точек т, для которых существуют точки (х, ЕО, сколь 
угодно близкие к оси х. 

Далее, для всякого в > 0 можно найти совершенное множество РС В, 
меры сколь угодно близкой к мере В, и такое число | > 0, что 2(х, й) < 
<и(т)- = ** при хЕР ий < (4. 

Аналогичные утверждения справедливы и для нижнего предела. 

Доказательство. Для определенности будем считать, что 0) ле- 
жит в единичном квадрате (0,0), (1,0), (1,1), (0,1). 

Множество А точек х, где функция и (5) определена, совпадает с мно- 


жеством тех точек 5х, для которых не пусто множество 
9. 1 
8, =8 ([(,'), (№62, 0< < „} 
при всех т_> то (2). 


* Лемма 1 обобщает теорему Г. П. Толстова (“). Метод доказательства леммы 
такой же, как в теореме Г. П. Толстова. 


** Если и(7)=-Р оо, то положим и (2) -- & = -[ о9; если и (=) = — оо, то усло- 


4 
вимся считать и (2) -- & = — ый 


6 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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Пусть 8% — проекция &м на ось 2. Тогда 
А =) И ре 
Е” 


Множество р есть проекция на ось т плоского множества, измеримого 
но Борелю, следовательно, оно является А-множеством и измеримо по. 


Лебегу. Поэтому множество А тоже измеримо. „ 
Рассмотрим множество Е„ = Ё {26 В, и (2) < а}, где х — любое фикси- 


рованное число, и докажем измеримость Ё.. Имеем: 


Йа Е [4 
= 


где 
бь = ЕЕК, 24, №) За, 0 << (8, 8+ (2) = зар, (2) > 0, 
причем верхняя грань взята по тем 8, (2), для каждого из. которых 
2(х, й) < а&- = при № < 6, (2) (точка (х, в» (2)) не обязана принадле- 
жать множеству Р). 


Покажем, что д, (5) — измеримая функция на Д. 
Положим д» (1) =0 на В — Ск и рассмотрим множество 


Ес = Е{зЕВ, 64 (2) <С), С>0. 


Если хе Ре, то существует такое #, О< А, (5, В) ЕО, что 2(х, №) > 
Ра- р (по определению 5, (х)). Наоборот, если для некоторого 56 В 
сущесгвует такое /й, 0% #<С, что 2(х, В) а а ‚ то хеЕ®. Следо- 
вательно, Ё& совпадает с проскцией на ось х плоского множества 
@ {= й), 2(х, ) >а- =} в полосе ОА < С. Так как это плоское мно- 
жество’ измеримо по Борелю, то множество 2% измеримо по Лебегу. Итак, 


б» (1) — измеримая функция. 
Измеримость Су следует из того, что 


Сь =Е {хЕБ, д, (2) > 0}. 
Таким образом, Е, = П Сх измеримо, а значит измеримость и(л) до- 


и—1 
казана *, 
Докажем второе утверждение леммы. Пусть В = В, + В, + В., где 


В, = Е{х, |и (т) | < - оо}, В, = Е{х, и (1) = — о}, 
В = Е {х, и (1) = - оо}. 
Очевидно, В,, В,, К; — измеримые множества. Фиксируем ё >> 0. Суще- 
* Измеримость и (2) можно было доказать проще, однако установленная зв ходе 


доказательства измеримость 6, (2) позволит нам в доказательстве второго утвержде- 
ния леммы опустить аналогичное доказательство измеримости р (2). 
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ствует замкнутое множество Р‚.С- В, (близкое по мере к.А,), на котором 
функция и(2) непрерывна по Р;. Функция 2(5, №) —и(5) измерима по 
‚ Борелю как функция двух переменных х, й на множестве (х, й) 6 2, ЕР. 
Каждому хЕР, сопоставим число 


р(2) = зирр (2) > 0, 


где верхняя грань взята по тем 5(2)>0, для каждого. из которых 2 (2, й) — 
—и (2) <= при #<5(2). Функция р (2) — измеримая функция, и так как 
р (5) > 0, то можно найти замкнутое множество Ь, с Р,с В, (близкое 
по мере к Р, ик В,), на котором р (2) > & >> 0, где 4 — некоторое число. 
Таким образом, на множестве Р, 


2(х, №) — и (1) <= при й< Ц. 
Совершенно аналогично можно доказать, что существует замкнутое 
множество Р. с В. (близкое по мере к А.,), на котором 


ели ее при й < (. 
Следовательно, на множестве ей --Р.- В. 
2(х, й) <и (1) |: прий<Ц ^(Щ= ии (1, №). 


Совершенное множество Р с речере -- Вз, близкое по мере к множеству 
В, и является искомым. 

ЛЕММА 2. Если ](х) — функция, измеримая по Лебегу на (0,1), то 
существует измеримое по Борелю множество В с (0,1), обладающее сле= 
дующими свойствами: 1) шез В =1, 2) ] (1) измерима по Борелю на В, 
3) для каждой точки ЕСВ (если СВ не пусто) можно подобрать по- 
следовательность точек с;—> 1 (1—> сс), «ЕВ, такую, что Ш } (с!) = }(х). 

>00 


4 
Доказательство этой леммы дано в работе (3) (стр. 399). 
ЛЕММА 3. Если функция ](х) измерима по Лебегу на (0,1), то верх- 
нее ф-производное число 
= — 1(& —Ф(®)) — 1(=-—Ф=Ф®В-Ь + 
®= Га ИЕ 
п—0, ПеЧ 
х—Фф (ВВ, х—ф (п) —п6В 
(при условии, что <—Ф(®) и х—$(®) —й остаются на множестве В, 
определенном в лемме 2) является измеримой функцией х. Если при этом 


оно меньше -- сс для хЕЁЕ, шез Е > 0, то существует совершенное мно- 
жество РСЕ (близкое по мере к Е) и числа п>0, 4 >0 такие, что 


ный <п, 


при тЕРий < 1 (&ЕО, х— ф(ВЕВ, 5 ф(®) — ЛЕВ). 

Аналогичное утверждение справедливо и для нижнего ф-производного 
числа. 

Доказательство. Рассмотрим функцию 


1 (= —ф(®)) —/(#—Ф(®) —1) 
й 


* ф(*) предполагаем непрерывной в точках О по множеству 0; @ — совершенное 


множество с левым концом в нуле; Иш Фф(®)=0. 
в—>о0, 169 


6* 
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для 26(0, 1), РЕО, х—Ф(В)ЕВ, х—$(®) —№ЕВ. Она определена (как 
функция двух переменных) на некотором плоском множестве Р точек 
(2, №) и принимает в любой точке (2, №) 6 ) то же значение, что и функция 


7 (2) —/ (= — 1) 
[2 


в точке (2, — (№), №) множества О, полученного из Р сдвигом, непре- 
рывно зависящим от #. Множество О, состоит из таких точек (х, №), для 
которых хЕ(0, 1), РЕО, ЕВ, х— ЕВ. Так как функция 


1 (2) —/(#— №) 
Г 


измерима по Борелю на Д, [см. (3), стр. 400, лемма 2], то функция 


/(#—$(®)) —7@&—Ф®) —) 
в | 


измерима по Борелю на ДО (в силу непрерывности сдвига ф(й), переводя- 
щего всякое измеримое по Борелю подмножество О, в измеримое по 
Борелю подмножество 0). 
Вследствие леммы 1, функция к. (<) измерима по: Лебегу на‘том мно- 
жестве А, где она оказывается определенной, и на множестве Ё с В. 
Представим множество Ё в виде суммы 


Е = Е! | Е,, 
где 
Е =Е({х, — со < 1, @< +55}, 
Е, = Е {а }. (а) = — ос}. 


Согласно лемме 1, можно найти совершенное множество Р < Е такое, 
что 


РЕ оо ей 


где &>0 задано произвольно, А ЕО, х—ф$(й) Е В, х—Ф(®) РЕВ 
(при ХЕЕ.Р считаем 7, (2) а = — =): Очевидно, множество’ Р можно 
подобрать так, чтобы функция ], (2) была ограничена на В.Р: Ре М. 
Тогда, взяв п, = шах [2 о М - .), мы получаем утверждение леммы. 


ЛЕММА 4. Пусть для измеримой на (0,1) функции 1(х) верхнее 
ф-производное число 


о тт ео Е аа 


й—0, ЛЕО, 
х—Ф (ЕВ, х-Ф (п) —пЕВ 


для всех ЕЕ, а ф(®) удовлетворяет условию 54. Тогда почти всюду на 
Е функция }(т) имеет конечную асимптотическую производную (<). 


* О — совершенное множество плотности 4 справа в нуле, В — множество, опре- 
деленное в лемме 2. 
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Аналогичное утверждение справедливо и для нижнего производного 
числа. 
Доказательство. Можно считать, что Е — множество всех точек 
из (0, 1), где 
а д (=, 1) 
по о 20 
1—0, ВЕС, й — 28 
х—х (п) 6В, хх (п) —В6В 
’ Согласно лемме 3, Е измеримо. Предположим, что шез Е > 0. В силу 
леммы 3, существует совершенное множество РС Е (близкое по мере 
к ЕЁ), на котором 
1 (= —Ф(#)) — 1 (#—$(®) —1) 
р мото 10 
при д < 1 (160), если + —ф(®)ЕВ, т—$(1) —ВЕВ. Пусть % 6 В и яв- 
ляется точкой плотности множества РВ. Используя свойство 5, сдвига 
$ (1), находим, что либо множество Нх, точек х,—й, для которых 2, 
-- Ф(®)ЕР, имеет слева в 2, положительную нижнюю плотность, либо 
множество И» точек л, | й, для которых 2, - #-- Ф(®)ЕР, имеет справа 
в 2 положительную нижнюю плотность. При этом во множествах 
Ну и НУ, можно сохранить лишь точки, для которых 1, —ВЕВ, 2 — 
-- РЕВ, РЕО. Действительно, так как В имеет полную меру, а О — плот- 
ность 1 в нуле, то оставшиеся множества также будут иметь положи- 
тельную нижнюю плотность. 
Рассмотрим # < 4. Учитывая определение Р, получаем, что либо 
1 (20) — 1 (хо —#) _ 1 [(2о Е Ф (#)) —$Ф(®)] — Л (20-Е Ф (1) -Ф®—Н 
Я Е Е а В 
(так как 2, - ф(й) ЕР) для точек х, —й положительной нижней плотности 
слева в 2, либо 
1 (м №) —1 (2) _ Ухо - Ф ®) + № —Ф(®)]— (0 -Ф® + ФМ = 
р о вАНЫ р ь 
(так как 2) - ф (1) -- РЕР) для точек 2, -- й положительной нижней плот- 


ности справа в 4%. 
Итак, верхнее производное число (левое или правое) в х, по мно- 


жеству положительной нижней плотности меньше -|- <. Отсюда, по тео- 
реме Хинчина — Данжуа [см. (2), стр. 426], следует асимптотическая 
дифференцируемость ](2) почти воюду на Р и, следовательно, почти 
всюду на ЁР. 
$2 
ТЕОРЕМА 1. Пусть 1(2) измерима по Лебегу на (0,1) и для всех 
хеЕЕ(0,1) выполнено одно из двух условий: 
1) либо верхнее и нижнее ф-производные числа удовлетворяют соотно- 
шениям 
= — Др (т, 1) , 
Ро па “Ах ДФ>-о* 


в—0, ПЕЧ 


а $(#) обладает свойствами ба и За, либо 


* О — совершенное множество плотности 1 справа в нуле. 
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2) д (2) < < ши (>< (выбор может зависеть от 7), 
а ф(#) обладает свойствами Ку 

Тогда (5) имеет обычную конечную производную почти всюду на Е. 
Предварим доказательство двумя замечаниями. 

Замечание 1. Так как ф(#) измерима, то, не уменьшая общности, 
можно предположить, что ф(®) непрерывна на О по множеству О. Для 
этого, в случае необходимости, можно перейти от О к его подмножеству 
также плотности 1 справа в нуле. Такой переход ненарушит условий, 
наложенных на производные числа. 

Замечание 2. ф-производные числа, рассматриваемые при том 
ограничении. что точки 4 —ф(#) и х—$(й) —1 остаются на множестве 
В, определенном в лемме 2, обозначим через я в(2) и __ в (2). Согласно 
лемме 3, они измеримы. Очевидно, 


& 4, 1. (2) < 50} С 8 {а, 1, в (1) <  °5}, 
8 (1, (> — сви, Г, „® > — ©}. 


Для множества Ё из условия теоремы имеем: либо 


ео 7 в@) = = 20} .8 {2, /, в (1) > — >} 


(случай 1) теоремы), либо 
Ес 81, 7, в (1) < + 5} + 8 (а, Г, „@® > -— 5} 


(случай 2) теоремы), где каждый член правой части есть измеримое 
множество. Так как в доказательстве теоремы будут использованы 
лишь числа /, в(2),/. в(7), то случай 2) теоремы можно свести к раз- 
дельному рассмотрению случаев, когда на некотором измеримом мно- 
жестве либо выполнено неравенство 


в (®) <->, 


либо неравенство 
т в (7) > — >. 


Итак, достаточно установить обычную дифференцируемость ] (2) почти 
всюду. на некотором измеримом множестве Ё, шез Е >> 0, предо а, 
что на этом. множестве в случае 1) 


№ в (2) < {< и в) 2-95 
а в случае 2) 
Хе, в (2) < -- < 
(случай /. в(2) > — ос аналогичен). 
Перейдем к доказательству теоремы. 


Согласно лемме 3, существует совершенное множество Р с Е (близкое 
по мере к А), на котором: 


А ы п) 
—, | <% при 4ЕР, 1<1, 160, &—ч(В)ЕВ, х—Ф()-—ПЕВ (3) 


в случае 1) и 
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А? #) 


< п, при з6Р, #<4(, №60, х—$(ВЕВ, х—9(1) —ПВЕВ (4) 


в случае 2). 

В силу леммы 4, поскольку ф(й) обладает свойством 5, можно пред- 
положить, что (2) существует всюду на Р. 

Мы будем доказывать конечность обычных производных чисел Дини 
{правых) почти всюду на Р. 

Пусть а — точка плотности множества Р, и пусть /, © =0 (этого 
всегда можно достичь заменой ] (7) на ] (2) — /. (а) (2 —а)). 

Покажем сначала, что конечны правые производные числа Дини по 
множеству В в точке а, т. е. 


Тв. (а) < Е ос и в. (а) > — сс. 


Предположим противное; тогда существует последовательность’ {х;}, 
я.6 В, т. >а, такая, что для случая 1) 


и, 6 
а для случая 2) либо 

Эль 6) 
либо 

т ки, (5) 


Обозначим через В множество точек 1, для которых 


1 (2) — 1 (а) 


х—а 


< п 


Так как /, (а) =0, то В имеет в точке а плотность 1. 
Выберем 6,,0<8,<41 (2; — центр (а а-6,), х; 6 {х}}), так, что для 
любого 9,0< 8<5,-- М (М = шах {Ё = зар |$(^)|, У ворФ ®-5 }), 


9<1<5=-, 


шез РАВ (а. а+8) > (1—5 )8>(1— о а 


тез О-(0, 9) > (4—5). 


Пусть 0»; — множество, конгруэнтное О и сдвинутое на х;, а 9,— 
множество, симметричное 9. относительно 2;. Имеем: 


тез 0„,ВВ-(2;, 2-5) > [36 ((—=)— 2] — 36. я, 
тез 0..ВВ-(1;—6, 2) >[2(1—=%)—5]- Ь. ©>5(—-). 


* р взято из определения условий 5 и И' (стр. 3); б5 считаем достаточно малым 


бо 
для того, чтобы при 6 = { выполнялись нужные из неравенств (1), (2). 
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Положим 
= {й, 2+ №6 Ох, ВВ, Ой НН. =, 2—6 0х, ВВ, 0<#<6}, 


шез ВН! - На) =5 (4-4). 


Возьмем. замкнутое множество Нс Н\-Н., шезН > 65(1 —р). В слу- 
чае 1), по свойству ба, имеем либо 


шезф(Н) > р-Ё, и [> р6, (6’) 
либо 


шез ф (Н) > р-М№ и М> 6. (7’) 
В случае же 2), по свойству И’, будут выполняться неравенства (6’) 

и неравенства (7’). Пусть выполнены условия (6’). Имеем: 

2. +Ф(Н) с [;—1, %- Г], шезФ(Н)> 2. .Ё> 5 (2+ 55}; 
тез СР.[5; — Г, х; + [] < шезСР-[а— Г, + < 
2 2 

< (Е фа) = (2+ < (+5). 

Сравнивая шезф(И) и шез СР [5; — Г, х;- [Г], заключаем, что 1; + 


-Ф(Н) иР имеют в [1;,—Г,2,--Ё] общие точки. Пусть х — одна из 
них. Это значит, что существует + такое, что 


й й ’ Ея 
ЕО, а < Е 2 


— а 
2 


’ 


—№6АВ, ==и- (ЕР. ь. 
Аналогично из условий (7’) следует существование такого №, что 
№0, № <, №<Ь ы 
х- &%ЕВВ, х=з, + $ (ЕР. 


Итак, в случае 1) условия теоремы выполнено либо (6), либо (7), а в 
случае 2) справедливы условия и (6) и (7) *. 

Мы получили четыре возможных случая; в каждом из них выполнена 
следующая совокупность условий: | 


. (5), ©, 8) 
п. (5), (1), ®) 
Ш. (5), (6), (4) 
ту. (5"), (1), (4) 


в случае 1) условия теоремы, 


в случае 2) условия теоремы. 


Покажем, что каждый из этих четырех случаев противоречив. 
ГГ. Из ( (6) и (3) следует (поскольку 2; -- Ф (№) ЕР, №60, № 4, 2 = 
= [; + Ф (5) 55 ф(®) ЕВ, — № = = [; + $ (№) --Ф (%) 25 № ЕВ): 


А? (=; + Ф (№), №) 


я 0» 
т 


| 1 (2) —1(2,— №) 


о 


* Вывод условий (6), (7) проводится так же, как вывод условий (53), (54) работы (3). 
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|7 5) — 1; — №) | < той. (8) 
Из определения множества В (поскольку 1, —№ ЕВ) получаем: 


1 (2; —№) — 1 (а) 


я, — По 


по, 


[7 (2; — №) — 1 (@)| < по (а; —№—а) *. (9 
Из (8) и (9) заключаем: 


|7 (2;) — 7 (а) | < по (2; — а), 


что противоречит условию (5). Итак, случай 1 противоречив. 
П. Из (7) и (3) следует: 


1(®; Е №) —1‹®;) А} (2; -- Ф (Во) - №, №) 


то я о Го 
т ве 
|7 (2; + №) — 7 (23) | < по №. (10) 
Из определения А (так как 2; %6А) получаем: 
7 (2; + №) — 7 (а) 
т; - йо —_@ м 

т.е И 

|У (2; + №) — 1 (а) | < по (2; - № — а). (11) 


Из (10) и (11) выводим: 


|7 (25) — 1 (а) | < ть (2; + 2% — а) < 2, (1; —а) 


(так как 2 < 2; — а), а это противоречит условию (5). 
Ш. Из (6) и (4) следует: 


в, в, и 
те , 
1(2;) — 7 (2; — №) < то №- (12) 
Из определения Я получаем: 
1 (в; — №) — / (а) то (1; — %— 4). (13). 


Из (12) и (13) выводим: 
7 (13) — / (а) < т (2; —а), 
что противоречит условию (5'). 


х.—а 
’ > 7 ’ . 
* Так как №о и №, не больше у ито т —№в-—4>0, 1,— фа >С. 
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ТУ. Из (7) и (4) следует: 


А? (2; + У (№5) - №, №) 7(*; + №) —1 (=;) 
о = < пт, 
Ро по 


1 (2) — (№) > — п. —_. 


Из определения А получаем: 


7 (а) — 1 (1; + №) < т (%-- № — а). (15) 
Вычитая (15) из (14), находим: 
1 (1;) — / (а) > — т № — по (1; № — а) = — по (2; + 2% — а) = 
= — по (2; —а) — 2йто > —то:2 (27; — а) 
так как 1; —а_> 24%). Это дает: 


1 (2) — Г (а) 


2; —в 


> — 21, 


что противоречит условию (5"). 
Итак, каждый из четырех случаев приводит к противоречию, а это 
доказывает, что 


7, @ < + 
Е Тв (@) > — =. 


Обыкновенные правые производные числа Дини } (а) и {+ (а) также 
конечны. Действительно, если бы существовала последовательность {2:}, 
д >а, жеСВ, для которой 
7 (=;) —/@) 
|-> 


х,—а 


то можно было бы, согласно лемме 2, найти последовательность Ё&-—>а, 
Е >а, ЕВ, такую, что 


17 (24) — 7 (88) [-—0, 
и притом взять ](Ё;) так близко к ] (54), что 


1 (8) — / (а) 


Е; —а 


Но это противоречит конечности чисел т г (а) и 7 + (@). Следовательно, 
гр (а) и а (а) конечны. Так как мера Р может быть сколь угодно близ- 
кой к мере Е, то эти числа Дини конечны почти всюду на Е. По тоо- 


реме Данжуа, /(5) имеет конечную производную почти всюду на Е. 
Теорема доказана. 


В качестве следствия из этой теоремы можно получить результаты 


Ю. Гермейера и А. Данжуа. Для этого достаточно взять ф(й) = -5, 
обладающую свойствами би. И’, или $ф(#) = —А (или ф(1) =0), обла- 


дающую свойствами ба и 5. 
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Замечание. Дополняя теорему 1, отметим, что если ф’(й) > 0 и 
_не возрастает на (0, 6) (допустим случай ын го '(#) = - со, когда Ф(®) 


может не удовлетворять условиям 5 и Ай ыы из конечности производ- 
ных чисел 


Па ве 
0 й 7 
и у (х, 1) 

п-0-- л 


для ](2) на Е следует существование }’ (2) почти всюду па №. Дейетви- 
тельно, /(5) будет ф-непрерывной на Ё, т. е. 
ты О Е 

а следовательно, и непрерывной почти всюду на Е [см. (3), стр, 409]. 
В каждой точке (из Ё) непрерывности 7 (2) будут конечны левые произ- 
водные числа Дини (это доказывается аналогично лемме 10 работы (3)). 
Отсюда следует существование }’ (2) почти всюду на Е. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть ф(®) обладает свойствами 54 и 5%, а отношение 
Ф — ограничено при в—>0. Тогда из того, что я (1) < Е < и (1) > —с° 
у измеримой функции ](1) на некотором множестве Е, следует существо- 
вание конечной 9-производной для }(т) почти всюду на Е. 

Этим для ф-производных чисел (для определенного класса сдвигов 
ф(й)) устанавливается теорема, аналогичная теореме Данжуа об обыкно- 
венных производных числах. 


Доказательство. Шо теореме 1, /’(2) существует почти всюду 
Ф (в) _ ) 


на Е. В силу ограниченности ——^ , вкаждой точке, где существует Й (5), 


существует и Те (&) [ем. (3), ыы 419]; при этом Р (®) = 1 (®. Теорема 
доказана. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть $ (#) обладает свойствами 54 и И, а отноше- 


ни е й) ограничено при й-—»0. Тогда из того, что либо Ра (о, 


либо . (1) > — со (а тем более из конечности одного ф-производного чис- 
ла) у измеримой функции }(х) на множестве Е, следует существование 
конечной ф-производной для } (5) почти всюду на Е *. 

Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству теоремы 2, 
мы его опускаем. 

'Теорему 3 можно сформулировать следующим образом: Всякая изме- 
римая функция /(57) в каждой точке х, за исключением, быть может, 
множества меры нуль, обладает одним из двух свойств: либо существу- 
ет конечная ф-производная и обыкновенная производная, либо верхнее 


* Если Фф (1) обладает свойствами 5 и И’ с ограниченным отношением ой } 
то ф-производная измеримой функции / (7) не может равняться бесконечности опре- 
деленного знака на множестве положительной меры. Действительно, из того, напри- 
мер, что г (=) = - со, следует й. (2) = -Е со > —с<о и поэтому, в силу теоремы 3, 
существует конечная ф-производная ти (=) всюду, что противоречиво. Это утвержде- 
ние можно было бы. докозать и при более слабых ограничениях, наложенпых 


на ф (1). 
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ф-производное число равно -|- со, а нижнее равно — оо. При этом ф(#) 

предполагается обладающей свойствами ба и И’ с ограниченным отноше- 
в 

нием № (и—0)*. 

Поступило 

43. ТУ.1959 
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* В работе (3) нами было показано, что для непрерывных сдвигов ф (#) с неогра- 


Ф (®) 
ниченным —ъ  @-—>0) неверна теорема, аналогичная теореме Данжуа об обыкно- 


венных произгодных числах. Именно, для каждого такого сдвига ф (#) можно по- 
строить функцию }(2), имеющую конечные ф-производные числа и не имеющую 
Ф-производной на множестве положительной меры. Этот факт дополняет в какой-то 
мере результаты данной работы. 
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ОСРЕДНЕНИЕ В СИСТЕМАХ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С БЫСТРОКОЛЕБЛЮЩИМИСЯ РЕШЕНИЯМИ 


(Представлено академиком Л. С. Понтрягиным) 


В работе рассматривается система обыкновенных дифференциальных 
уравнений, в которую производные от «быстроколеблющихся» перемен- 
ных входят с малым параметром =. Вводятся «осредненные» уравнения, 
приближенно описывающие изменение медленно меняющихся перемен- 
ных. Показывается, что при &->0 эти переменные, вычисленные из 
исходной системы дифференциальных уравнений, действительно ‘сходят- 
ся в некотором смысле к решениям «осредненной» системы. Эту сходи- 
мость можно охарактеризовать как «сходимость по мере начальных 
значений». 


8 1. Введение 


Рассматривается система дифференциальных уравнений 


= = (>, 9) т 2Х (5, у, 8), 
(1.1) 
у = У (г, у, 2), 


где х == (21, ..., 21) Иу = (%1,..., Ут) — векторы, / —гладкая функция, 
определенная в некоторой области пространства переменных (х, У), 
а функции Х (©, 9, 2), Г(х, У, =) определены в прямом произведении 
ГХГ, где / есть некоторый отрезок [0, =] числовой оси, непрерывны 
по (т, у, =) и везде в ГХ/ имеют производные по хи у, также непре- 
рывные по (х, у, 8). 

Мы будем пользоваться следующим обозначением для производных: 


д д 
Ол 9%, 
ух те а оао р 
\ бр 97 
91 дх 


и аналогичный смысл будут иметь обозначения /,, Хх ит. д. Таким обра- 
зом, если О — компактная подобласть Г, то * при (х, у, 8) ЕБХГ 


* Норму вектора мы будем понимать как эвклидову, соответствующую скаляр- 
ному произведению ‹<а, 6> = У ав. Под нормой матрицы мы понимаем |4|= 


1 
= зир | 45 |. 


[1 
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|7, У}, |Х@, у, Э}, У, у, Э) |< Мь (4.2) 
11: (<,-у)|, №, | Хо у, =) | Жи РЕ Г (1.3) 


и существует определенная на Г неотрицательная непрерывная функция 
@ (=) такая, что при (2, у, )6Рх1 
|Х (®, у, г) — Х(ф, у, 0)| <®(е) (1.4) 


(аналогичное соотношение имеет место для У). Кроме того, выполняется 
условие Липшица 


|7 (2 -- Аз, у-- Ау) — 1, 3)| < Мз( Аз | -+|Ау}}; (1.5) 
(аналогичные условия могут быть записаны для Х(х, У, 2), У(х, У, =) 


Существенными для наших целей являются следующие четыре предпо-. 


ложения: 
1) Система быстрых движений 


=] (т, у) (уз — параметр, (т, уз) 6 Г) (1.6) 


имеет К < п первых интегралов Н,(х, уо) = сот, ..., Нь(%, Чо) = 008% 
(т. е. ее решения (8) не сходят с поверхностей Н; (&(8, у)= 
—=./8 15 (2 (0), о), =1,..., К), причем функции Н; имеют все производ- 
ные первого и второго порядка по (х, у), непрерывные по (х, у). Матрица 
Н»«(Н =(Нь,...,Ньк)) везде в Г имеет наибольший возможный ранг, т. е. 
ранг в. 
Таким образом, в компактной подобласти О 
1Ых| < Ма, |Ну| < Мь, и. 
|Н. (в -- Аз, у + Лу) — Ни (а, | < М, (Аа); = (4.8) 
условие (1.8), имеет место и для М,(Н = (Н:, ..., Нь)). 
Условие 1) позволяет определить отображение 
р: (у У), ПЕ. В ЕН. 


при котором Г переходит в р(Г)=Г:, а компактная подобласть 
Рр—в р(р) =А; Г, оказывается областью, а Л — компактной областью 
пространства переменных (#1, ..., Йь, У, ..., Ут) *. 

Рассмотрим функцию р*(2) = р(х, у). Из. теоремы о неявных функ- 
циях следует, что если 26 Г“ (Г** = {5:(х, %)ЕГ}). ** и Н(ж, у) = А, 


* Проверим, например, последнее утверждение. Будем обозначать открытое 
ядро множества А через 1 4. Множество А. компактно как непрерывный образ ком- 
пакта О. Поэтому мы должны доказать, что если (№, у) Е Л, то либо (а) (№, УЕ Тел, 
либо (6) (й, у) = Ш (#„, у„), где (№, у,) Е ШЁД. Но из теоремы о неявных функ- 
циях следует, что отображение р — открытое на №16) (т. е. если И (х, у) есть не- 
которая окрестность точки (2, у) Е 16 ДО, то в р(И) содержится некоторая окрест- 
ность точки р(х, У)). Отсюда вытекает, что если (й, у) @р (16 О), то имеет место 
случай (а). Если же (®, у) р (16), то (№, у) = р(е, у), где (х, у) ® Шё Ш и, следо- 
вательно, существует последовательность (т, у„) Е 16) такая, что (х, у) = 
= И! (7„, у„). Но тогда (№, у} = Ша ("„ Уи), где (й» у) = Р(х, У.) Е А, т. е. 
имеет место случай (б). 

** Через {а:а обладает свойством ©} обозначается совокупноств, всех тех а, 
которые обладают свойством 55. с 
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то в некоторой окрестности И/„, точки х, множество (р\) * (№, уз) пред- 
ставляет собой (п — К)-мерное гладкое многообразие. Указанные многооб- 
разия а ргог! не обязаны быть замкнутыми, но если олно из них пред- 
ставляет собой замкнутое многообразие Г, то некоторая окрестность 
Ух в Г расслаивается на замкнутые многообразия, каждое из кото- 
рых есть некоторая связная компонента р1(й, у) (см. приложение). 
Это обстоятельство отчасти оправдывает следующее предположение: 

2) Любое сечение Г“ области Г подпространством у = у, = ©0918 це- 
ликом состоит из (п — К)-мерных ограниченных замкнутых поверхностей 


Н\ (2, У) =№, ..., Нь(х, у) = №. 


Будем считать также, что каждое р \*(й, у) состоит из единственной 
компоненты связности; последнее предположение делается ради про- 
стоты, и без него можно было бы обойтись (см. $ 2, п. 1,6). 

3) Система (1.6) имеет интегральный инвариант / (х, У), являющий- 
ся определенной во всей области Г гладкой положительной функцией 
переменных (х, У). 

Так как решения системы (1.6) не сходят с поверхностей р" (й, у), 
то на каждой из’этих поверхностей индуцируется некоторая динамиче- 
ская система; как легко проверить, эти последние системы имеют интег- 
ральный инвариант 

1 (2, 9) 
м. (1.9) 


О На › Нух) 
Здесь Г(Н:», Н.х, ..., Ник») обозначает объем гиперпараллелепипеда, 
9Н, ОН; 
натянутого на векторы. Ни», Нох, ...., Ни (Ны = (=>, ко ==) 
0.51 9 


будет трактоваться нами как обычный вектор, поскольку У нас имеется 
скалярное произведение, одно и то же на протяжении всей работы, и 
различать ко- и контравариантные векторы нам нет надобности). С по- 
мощью этого интегрального инварианта мы вводим на поверхностях 
р (1, у) инвариантную меру 


о (1.10) 


ИЕ рН 


мир: 
где 46 — обычная эвклидова мера. Очевидно, меры р и б эквивалентны, 
4) При почти всех (№, У)ЕГ, система (1.6), рассматриваемая на по- 
верхности р\(й, У), является метрически транзитивной. 
Отсюда вытекает *, что при почти всех (хо, У) Е Г 


т 
4 — С 
11 9(2 (6), и) (в, у) (То), (1.11) 
0 
где ф(х, у) — любая непрерывная в Г функция, Е (+) — решение системы 
(1.6) с начальным значением 2 (0) = 2%, № = (Н\ (2%, у), ..., Нк (т, Уо)) и 
не 1 
$ = от | 9, 4. (42 
р (в, 9) 


* Легко проверить, что при отображении р прообраз множества меры 0 имеет 
меру 0. 
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РИ А В ВА МЕ ОРАНТА аи 


Важнейшим частным случаем системы (1.1) является система 


ги = Нь(и, о, У) - 20 (и, ъ, у, 2), и= (и, ..., Ш) 
25 = — На (и, о, У) 1 27 (и, о, у, =), 9= (1, ..., М), (1.13) 
у=У(и, 9, у, =) у = (Ул, -..› Ум), 


где Н — некоторая скалярная функция векторов (и, %, У). Система бы- 
стрых движений в этом случае является гамильтоновой и имеет первый 
интеграл Н = с0пзё. Условие 1) означает в данном случае, что везде в Г 


«Ни, Ни> - <Нь, Нь› > 0; 


иными словами, система быстрых движений не может иметь положений 
равновесия в рассматриваемой области. Интегральным инвариантом для 
тгамильтоновой системы служит / =1, а инвариантная мера 


арх = а азы 
УСН, НТН, Н,> - 
Вернемся к общему случаю. Напишем условие того, что Н =(Н!, ..., Нк) 


есть первый интеграл. Так как для решения х({) системы (1.6) 


Н (2 (8, у) = со, 
то производная 


Н (2(1), у) = 0; 
иными словами, везде в Г 
Нх(х, у) }(х, у) =0. (1.14) 
Пусть 1(1), у(#) — решение (1.1). Положим 
(8 (2), у(1)) =р(#(), у(@), 
8 (8 =Н (= (4), у(1)). 


т. е. 


Имеем: 
: - - 1 
2({= На Е Ну = Нк „7- Н»Х - НУ, 
или, используя (1.12), 
8 (#) =С(х, у, #), (1.15) 
где 
С (т, у, =) = Н»(т, У)Х (х, у, г) + Ни(т, У)У(х, у, 2). (1.16) 
Из гладкости Н», Ну и из формул (1.2), (1.4), (1.5), (1.7) и (1.8) сле- 
дует, что С — гладкая функция, и в любой компактной подобласти 
ВСГ для С имеют место неравенства, аналогичные (1.2), (1.4), (1.5). 


В приложении показано, что функции С (1, у), У(®, у) гладкие и, сле- 
довательно, везде в А =р(0) удовлетворяют условиям: 


С] <Мь [С -+, у Ау) — С, у)| < М. (А+ Ду) (4.17) 


и аналогичному условию для У (под С(ь, у), УЕ, 1) мы всегда бу- 
дем понимать результаты осреднения, согласно (1.12), функций С, У 
при $ = 0). 
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Рассмотрим в области Г, систему уравнений 


= (в, у, = 9. (1.18). 


Решение этой системы с начальным значением (2, у,) везде в дальней-. 
шем обозначается через 1 (&, 3, у), (Е, 80, у). 

Если ФС Г,, то через Ф, обозначается совокупность всех (1 (#, 8%, \,), 
1 (2, 80, 0), где (в, %)ЕФ. 

Решение системы (1.1) с начальным значением х,, у, обозначается 
через х(Ь, 2%, У), У(Ё, х, у); положим также 


8 (6, 4%, у) =Н (2 (6 %, У), У(Е, хо, У). 
(Зависимость 2, У, 8 от в не указывается явно, но подразумевается.) 
Всюду в дальнейшем считаем с, = В (ху, у). 
Нашей целью является доказательство следующей теоремы. 
ТЕОРЕМА. Пусть Е — некоторое измеримое подмножество области. 
Г, лежащее на положительном расстоянии от ее границы *, и Ф = р(Е). 
П редположим, что (| Ф,; лежит на положительном расстоянии от 


1Е[0, а] 
границы области Г. Через Е, (=) обозначим множество всех (хо, Чо) из Е, 
для которых (х (1, ть, у), У(Е, %, уо)) определено и 


[8 (, %, У) —Т(&, 80, %)|<3р, |У(Ь о, У) — Ч, 80, 0) | «р (1.49) 
при всех 16[0, а]. Тогда эвклидова мера 
тез (ЕР `\ Р» (&)) >0 при =->0. (1.20) 


Доказательство теоремы распадается на две части: метрическую и 
аналитическую. Первой посвящен $ 2, второй — $ 3. 

Теорема представляет собой, до некоторой степени, обобщение резуль- 
татов Волосова (1), (2) и Макаевой (3), рассматривавших некоторые част-. 
ные случаи (в работе (3) рассмотрена система (1.12) в предположении, 
что и, о— скаляры, в работе (!) исследован более общий случай системы. 
(1.1) в предположении, что х = (2:, 15) двумерно, в работе (?) берется 
еще более общий случай, когда предполагается только, что р 1(й, у) 
одномерно). Я говорю «до некоторой степени» потому, что в том случае, 
когда р 1(й, у) одномерно, оказывается **, что 

|У(6, 2, у) —1 (6, 80, %)| =0(е), |8 2, у) —Т( во, %)| = 0 (@) 

(1.21) 

равномерно по Ё6[0, а], (5, у) ЕЁ. В общем же случае этого, конечно, 
нельзя утверждать. | | 

Можно было бы потребовать, чтобы в (1.11) имела место равномерная _ 
по (5%, Уо) сходимость. Тогда (как это будет видно из доказательства 
теоремы) при =->0 

[у (6, то, У) — 1 (Е, 80; у) |—>0,. [8 (, о, %) — 1 (&, 50, ус) [0 


равномерно по ЕЕ [0, а], (2, у) ЕР. Однако возможно, что и при этом 
* В случае неограниченной области Г надо К предполагать условно компакт- 


ным в Г. 
** Этот результат можно было бы получить, несколько модифицировав наши 


рассуждения. 
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условии не обязательно выполняется (1.21); во всяком случае, мы этого 
не доказали. Следует добавить, что требование равномерной сходимости 
в (1.14), автоматически выполняющееся, если р*(й, У) одномерно, 
является очень ограничительным и неестественным даже в случае двумер- 
ных р 1 (й, У). 
Приношу благодарность Л. С. Понтрягину за постановку задачи и 
постоянное внимание к ходу ее решения; благодарю также Е. Ф. Ми- 
щенко за интерес, проявленный им при выполнении мною настоящей 
работы. 


$ 2. Доказательство теоремы (метрическая часть) 


1. Предварительные замечания. а) Очевидно, что при доказа- 
тельстве теоремы мы можем ограничить наши рассмотрения некоторой 
комнактной подобластью РС Г, которую можно считать удовлетворяю- 
щей условию 2); Е лежит на положительном расстоянии от границы 


р, |} Ф,‚— на положительном расстоянии от границы Л = р(Р). Под 
160, а] 
Е, (=) мы теперь понимаем {(7%, У,):(%, %)6Ё, при всех #6[0, а] 


(2 (Ь хо, У); У(Ь 2%, у0)) определено и лежит в ), причем имеет место 
ео 

6) Посмотрим, какие изменения надо внести в наши рассмотрения, если 
не требовать, чтобы р*(й, У) состояло из единственной компоненты связ- 
ности. Пусть (5%, У) ЕР. Из теоремы о неявных функциях следует, что 
существуют окрестность И/’„, точки х и окрестность И’,, точки У, такие, 
что для всех (й, у) Ер(И’., ХИ’, | 


р" УПО’, ХИ’,,) 
состоит из конечного числа компонент связности. Выбрав из покрытия 
{И'„, ХИ’„} компактной области О конечное покрытие, мы убедимся в 
том, что все р1(й, у) можно предполагать состоящими из конечного 
числа компонент связности. Далее, мы можем перейти от области 


р(Р) =А к некоторой накрывающей ее области .А, а отображение р: р->А 
накрыть отображением р: р->А так, чтобы р = (®, 9) при любом (№, у) ЕЛ 
состояло из единственной связной поверхности (1.8). Это не внесет ника- 
ких существенных изменений в наши рассмотрения. 

в) Мы можем считать, что все константы М, входящие в нера- 


венства (1.2) — (1.5), (1.17), меньше, чем т Действительно, изменив мас- 


штаб времени, мы можем уменьшить все функции }, Х, У, С, (С, Ув 
нужное нам число раз. 

2. Измеримость некоторых множеств. Собственно говоря, 
уже при написании формулы (1.20) мы неявно использовали измеримость 
Ер (=). Здесь будет доказана измеримость этого множества и некоторых 
других, используемых при доказательстве теоремы. Речь идет о следую- 
щих множествах: 


а) 2 = {(2%, Уз): (2 (т, же, о), У (т, 2%, у) определено и лежит в О 
при всех т6[0, 1}, 


А: = { (№, Мв).: (7 (т, №, Ус), (т, №, Уо)) определено и лежит в Д при 
всех т6[0, {]}. 
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Установим измеримость множеств РЕ и Л‘. Продолжим 1, Х, У за 
‚пределами /) таким образом, чтобы они остались гладкими ограничен- 
ными функциями (т, У) (это возможно, ибо исходные функции 
1, Х, У определены и являются гладкими ве только на Д, но 
и на Г; существование при таких условиях гладких  ограни- 
ченных функций т ъе У, совпадающих с 1, Х, У на), составляет 
утверждение известной леммы Эйленберга о продолжении, которая непо- 
средственно следует из леммы, приведенной в работе (5) на стр. 22). 


Тогда решения (2 (&, 2» 46), 9 (Е, %, /))= 7: (2, У,) новой системы (1.1) 
будут определены для всех &, д, У» а 
А {(жо, рН (%, %) ЕД при всех Е [0, 1}. 
Если ИВ — множество всех рациональных чисел на [0, И, то, в силу 
замкнутости 0, 
= [| 5%, 
тЕВ 
где 1% = {(ж, у): 1 (2, У») ЕО}. Ной! измеримы в силу измеримости 7". 
Измеримость Д' доказывается аналогично. 
6) О: = ЧЕ Уо) : (2%, у) Е В и для всех (610, Й [8 (т, о, Ув) — 
—1 ($ 80, %)| <, |У(т, 4%, У) —1(т, $0, \)|<Зр}. 
Очевидно, 
И ыЕ П р р) 
ЕВ 


где 2! = ви о, у) ЕЛЕ и при #=^ имеет место (1.19)}. Но 


Е 2 У (Г, 96, (ео д, 4) М, и | 


— измеримые функции (хо, У), поэтому все Л. › измеримы, а следова- 
: 
тельно, и Де, › тоже. 
1 
в) Для (5%, У) ЕР. положим 


И (а, У). У 5, 0), 
и для (А,, у) Е — 


Т' (№, о) = (1 (&, №, у), м, №, 0)). 


В дальнейшем А всегда будет обозначать измеримое подмножество ДО, 
а В— измеримое подмножество Л. Докажем измеримость АО 
и Т'(ВПА)). 

Т: есть гладкий гомеоморфизм пространства (5, у) на себя, поэтому 
борелевские множества он переводит в борелевские, а множества меры 
нуль — в множества меры нуль, так что измеримые множества перехо- 
дят в измеримые. Но 


ТЕСА Г 0) = (2:4) 7 (СВ) 


1 
(СО: обозначает дополнение к р'). Измеримость 1 '(ВПА’) доказывается 


аналогично. 
7* 
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г) В дальнейшем ф — всегда непрерывная функция на р. Введем мно- 


жество 


ой 
(т, 6, 9 = а» №: 90, ) 4 — 90, №)| Зо при? >Т, 
0 ; 


где (+) — решение системы (1.6) с начальным значением (Обь, 


(№, У} = р (%, У), а ф определено согласно (1.12)}. 
Если В — множество всех рациональных чисел на [Т., ©), то 


Р(Т,, 5, ф) —ь Ь (г, 6, Ф), 


где 


^ 1 й — = 
(о, 8, 9 = (а и: | -- \9@ 0, )& — $, и) |< 8). 
0 
1 г — 
Но |-> ф(2 (1), у.) &— $(й%, у)|— непрерывная функция (5., У) (не- 


0 
прерывность ф(%, Уд) доказывается в приложении), следовательно, мно- 
жества Л (г,д, $) и Р(Т,, 8, $) измеримы. 
д) Для любых АС Ш, (х, у) 6 О! полагаем 


Маунт, 9, ТЕ, Е 

Докажем, что М:(х, у, А) измеримо при почти всех (%, у) 60%. Рассмот- 
рим преобразование 

фе: Вех 10. ИР, НИ, 
определенное формулой 

р: (т, У, т) = (Т: (5, У), 1). 
р: — гомеоморфное вложение. Следовательно, \; (Ах [0, #) измеримо. 
Но 

М. (т, у, А) = {<:16[0, И, (2 у, Эф (АХ 00, 1}, 


и осталось использовать теорему Фубини. 

Замечание. Теорема Фубини гарантирует также измеримость функ- 
ции дт. (т, у) = шез М" (и, А 

е) Р: (Т, 8, $, ) = {(1, У): (, у) 60Ь, М! (в, у, БСТ, 6, 9)) измеримо 


й 
и шез М. (х, у, ОСТ, 6, 9)) <[}. Измеримость этого множества вытекает 
из п. г) и из замечания к п. д). 


3. Новая мера. Вместо эвклидовой меры в Л) (и даже во всем Г) 
ведем эквивалентную ей меру 


у(4) = 7, у)агау. 
А 


Очевидно, (1.20) достаточно доказать для меры \. 
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р 
Если АСД: измеримо и при всех т, достаточно близких к АР. 


1 
то, поскольку (= 1-Х, У) есть вектор фазовой скорости системы (1.1), 


чу (ТА) = \ ау [7 (7-х, 7) |424 


ТА 
[см. (“), гл. УЬ $1]. Но для любого вектора (ф, ф) = (фь,..., фь 
$, ..., м) 
41у (ф, фр) = @у: ф-- @м, т, 
где 
и т 
) 9$; : ' 9$; 
р1Ухф = д. и Ф1у,ф = > ‘ду. о 
1 2 


1=1 


Используя тот факт, что Л] есть интегральный инвариант системы (1.6) 
и, следовательно [см. (“), гл. УТ, $ 1], 4х. (77) =0, получим: 


(7:4) = \ (азу, (7Х) -+- ам, ОУ) аз ау. 
та 
Подынтегральное выражение по модулю не превосходит некоторой кон- 
станты М, так что 
|4 У(1:4) < МУ(Т!А). (2.1) 
Мы видим существенное преимущество, которое мера у имеет перед эвкли- 
‘довой мерой: при преобразованиях Те («с течением времени») она изме-. 
няется ме слишком быстро. 
ЛЕММА 1. Пусть АС О" (как всегда, А измеримо). Тогда при всех 
1 {< [0, Н] 
е-М!у (А) < (ТА) Зем (А). ры 
Доказательство. Обозначим (ТА) через \. В силу (2.1), 


— Мм <» < Му. Мы вправе считать, что при некотором Ё (0, &) \.>0 
(в противном случае у, =0 и неравенство (2.2) тривиально). Тогда и в 


* *. * 
некотором интервале (#1, #5), содержащем внутри себя точку Е, \: > 0.. 
Возьмем наибольший такой интервал; оказывается, что он совпадает с 
(0, #1). В самом деле, в противном случае хотя бы на одном из концов 


интервала (#, №) х‚ обращалось бы в нуль. Но внутри этого интервала. 
—М < /\ = ши < М, 
откуда следует: 
— М (Е—#) < (м /%) < МЕ-й), 
Уне-М № <, < унеМ №. (2.3) 
Положив #—й и ам мы получим, что Ме. и мо так что %, 


не может обращаться в нуль на концах интервала (!, 1'). Итак, & =0, 
#=Ни\_> 0. Следовательно, мы можем положить # = 0, и (2.3) перей- 


дет в (2.2). 
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4. Редукция к лемме 2. Мы будем доказывать не непосред- 
ственно теорему из $ 1, а следующую лемму. 
ЛЕММА 2. При фиксированных а, р>0 


у(2:\20:,.)-—>0 (=—0). (2.4). 


Поэтому прежде всего нами должна быть установлена 
ЛЕММА 3. Сформулированная в $ 1 теорема следует ‘из леммы 2. 


Доказательство леммы 3. Поскольку [) Ф, находится на 
16[0, а] 


положительном расстоянии от границы ДА, то существует такая 7-окрест- 
‚ность И, этого множества, что расстояние от И, до границы ДА и от 
Е, = р*(0,) до границы О не менее, чем некоторое 6 > 0. Уменьшив, 
в случае надобности, 6, мы сможем считать, что а = М, где № — целое. 
Так как (2 (1), у(1)) и (1(1), 1(1)) изменяются со скоростями (@, У) и 
(С, У), причем ЕВ <1и |6|-+ [71 < 1, то из (2, У ЕЕ, следует, 
что при 0 << Те (а, ЕР и Т(р@, у)ЕА, т. е Едет А°. 

Докажем, ‘что для любых р, >00 иЕ=1, ., № найдется поло- 
жительное з; (р, 0) такое, что при & < & \ (2х. 0в <0; при Е =М мы 
и получим утверждение нашей теоремы, ибо, согласно определениям, 

О Ра: 
Пусть заданы р, 6 > 0. Пусть р, таково, что р, < р, г, и если 
о № [9 —%| < ра, 

то при всех ЕЕ [0, 6] 


[7 (6, 8 50) —1 (6 8, )|< 5, |1 8% у) —ч (6, 8, 4 <. (2.5) 
Пусть, далее, в, (р) > 0 таково, что при = < &1 (р) 
у(Е\ р, в) <= те мт д. (2.6) 
и положим } 
2иа (р, 9) = ша (=. (2), в, (ра, 2). 
Пусть 8 < аи. (р, 8); тогда, в частности, имеют место оценка (2.6) и 


оценка 
д 


у(Е\ 5: о. (2.7) 
Из наших определений следует, что 
ТЧЕОО С Е. (2.8) 


Даля А = (ЕП ЦЕХ р’ е), в силу (2.2) и (2.6), имеем: 


У (А) > (ЕП 0.) —у((Т:”) "(Е З ›))> 
ета 
>У(ЕП 0, — ему (Е =) А, 
так что, по (2.7), : 
У а энное Вы 
ЧУ (ЕХ 0 +88. 
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Наше утверждение будет доказано, если мы установим, что‘ 


рые П И 
или, что то же (ибо в силу (2.8) А.С Е), 


де, 
Пусть (2, Уо) 6 А.. При всех Ё6[0, пб] Т. (ху, у) ЕД и 


|8 (6, То, Уо) а Те 80, о) | 5 Р1« р, . (2.9) 
[У (Е, о, уо) — 1 (6, 8, У) | < р1«р 


(ибо, в силу (2.8), А.С 2”.). Таким образом, при #6[0, пб] выполняют- 


ся все условия, входящие в определение рен 


Пусть теперь Ё6[пб, (п - 1)6]. Используя равенства 
ТЕ ТВ т" Те Табрть, 
получим: 
[8 (6, о, Ус) — 1 (6, бо, У) [< |5 (Е — пб, 2 (пб, 1, Уо), у (пб, 1%, о) Е 
—1(& —пб, 8 (тб, 5, Уз), у (тб, хо, уз) [- 
- |7 (Е — пб, 8 (15, то, у), У (пБ, +, Уо)) — 
—1( — пб, 1 (пб, 80, У), М (ПВ, 8%, Уо)) |. 
Но, на основании (2.9), 


|= (16, м, У,) — Т(1Ь, 80, у) | “р! и |У(тЬ, ж, Уо) — п (пф, хо, У) | < Ра, 


так что, в силу (2.5), первая разность по модулю меньше, чем 5. 


Вторая разность также по модулю меньше, чем ®, ибо, по определе- 
нию А., 


у 


7: (1, У)6 Е» 


откуда, в силу (2.8), вытекает, что Те, ук) 6 2» р: (Отсюда также сле- 
2 


[28 
и 


дует, что при 8 6[пб, (п -| 1)6] Теа: и) 60.) 
Итак, при Ё6[пб, (п-- 1)6] тоже выполняется неравенство 


[8 (6, То, Ус) — 1 (& 80» о) | р, 
и, аналогично, 
[У—1| р, 
что и требовалось доказать. 
5. Редукция к лемме 4. Пусть 


О ОТ РО: 
(Здесь под С, У понимаются функции С (х, у, 0), У (5, у, 0).) 
В следующем параграфе будет установлена 


ЛЕММА 4. Для любых р, Т>0 найдутся положительные Гр), & {р} 
и =(1, а, Т, р) такие, что при 1< (р), «< а9(р), в ОПР, р 


2% И ©, 1) | т, р. 
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В этом пункте будет доказана 
ЛЕММА 5. Пусть ф — непрерывная функция. Для любых [, а, >00 
найдется положительное Т (1, а, 8, ф) такое, что при Т>Т(Ь в, 9, Ф) 
у (5: Хх ВЕ(Тла По, 
каково бы ни было &ЕГ. 
Проверим, что из лемм 4 и 5 следует лемма 2. Действительно, нам 


надо доказать, что при фиксированном р > 0 
(2 2.) ->0 (=-—0). 
_ Пусть дано 6 >> 0. Выберем 1 < [(р), я а(р) и 
> мах оо бам © 
Тогда при & < (1, а, Т, р), согласно лемме 4, 


Я СН ЕВ ИЕ 
откуда, по лемме 5, 
(О: \ 2+. <: \ ВЕСТ, ч, 1) < 68. 


Доказательство леммы 5. По предположению 4) из $ 1, 


2х0 р» а, ©) = Пре, а, 9) 


имеет меру нуль. Следовательно, при фиксированных а, ф 
Уэ(Р\ РБ (в, а, $))->0 (п->э). (2.10) 


Введем в Ох[0, а] меру у, являющуюся прямым произведением меры у 
и эвклидовой меры на [0, а]. Мы будем использовать введенное в п.2 
преобразование 

ф:: Дёх[ О, а] > Рх|О, а]. 


Для любого АСД сечение 1. ‘(Ах [0, а]) подпространством # = т есть 


(1-40), 


‚ @следовательно, 


а 


У(%е* (4Х10, а])) = \ 5 ((ТЭ-(А Г 7 (а. 


В силу (2.2) получаем: 
(АП 7: (0) < ему (А Г 7: (0) <, ( А), 
откуда следует: 
у (фе (АХО, а])) < аеМау (4). 


Поэтому для Д: (п) = фе *((Р\ О (и, а, $))х[О, а]) имеем: 


У(: (п) < аему (р) Ри, а, 9). 
По определению, } 
М: (т, у, Р(п, а, 9)) = {т: (т, у, 1760: (п), 
следовательно, 
\ шез Ме (2, у, (п, а, $)) 4 = (2: (п)) < аеМау(р О (п, а, $). 


ы 
а 
р: 
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Но на О. \\ ДЕ (п, а, ф, [) подынтегральное выражение >[, так что 
№(5:\ Б: (п, а, ф, 1) <аеМау(Р\\ Ш (п, а, 9)), 


что в сочетании с (2.10) и доказывает лемму, если учесть, что при 
Т,> Т. 
Р(Т:, 4, Ф) >В (ТЬ, ©, Ф), 


М: (т, у, Р(Ть, а, 9)) < Ме (2, у, Р(Ть, а, 9)) 
Е (Т, 0, Фф, И) УР 0, Фф, 1). 


$ 3. Доказательство теоремы (аналитическая часть) 


ЛЕММА 6. Пусть 5 (1) — неотрицательная непрерывная функция, оп- 
веделенная на некотором отрезке [0, 11] и удовлетворяющая там усло- 
ваям: 


1 
ве (< 204 ++ в, 5(0)=0. (3.1) 
Тогда на [0, &] 7 
1 
Ф (1) < 3==°. (3.2) 


Доказательство. Сравним 9(Ё) с решением \%5 (1) интегрального 
уравнения 


[А 
е\ь (#) = 5 (®) Ре в (6>0. (3.3) 


Покажем, что везде на’ [0, #] 5(1) < (#.Мы имеем: © (0) < % (0) = 8, и 
поэтому при достаточно малых положительных # также будет © (1 < 
< \(1). Пусть Ё — наименьшее значение # при котором © = %5; при 
всех < Г 5(1 <\(1. Но тогда из (3.1) и (3.3) следует, что 


и 
е\ь () — во (Г) > | № (— (04 -+8>8>0, 


0 


так что равенство %ь (#") =о(Ё) в действительности невозможно ни при 


каком Г. 
у (Е) есть решение дифференциального уравнения 


ву’ = м -- 2 в, (3.4) 


причем %ь (0) =4. Пусть у(И) есть решение (3.4), для которого у(0) = 0; 
при 6->0 %*(->у(1) для всех 1610, #] и поэтому из соотношения 
Ф (1 < (1) следует: 
г (1) < (0. 
у(#) легко определить, а именно, общее решение (3.4) есть 
{ 


Са Зе- 0 
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и поэтому 
р | 


\ (2) = Зе (#* — 1) —2< Зве *, 


что и требовалось доказать. 
ЛЕММА 7. Пусть решение системы (1.1) х(1), у(1) с начальным зна- 
чением т, у) определено и не выходит из О при ОЗЕЗЬ, и пусть 


2(#) есть решение системы 
в = 7, (3.5) 
для которого х (0) = т,. Тогда при О<Е<Ь 
[ 


[2@) —2(0| < Зее". (3.6) 


Доказательство. Имеем: 
1 


(29), уда — 


— (729, уфа + «| Х@(®), у, 9%) |< 


0 


=[2 (0 —2(4) | = 


< 7%, у) — Ле (®, уоуас-е \|Х (е(®), у, 91 < 


0 
1 


< | {1249 — (91+ [в— у(®) 4х + ге. 
Далее, : 


Га 
у (5) = % + \уак, 
о 


откуда следует, что |у(1) —%| <Ёи 
1 


ие) — [т < 
0 
Поэтому 
[. 


212 (9 — 20| < \| 29 — = а, 

о 0 
так что © (1) = |2(1) —х(й| удовлетворяет на [0, &|] условиям леммы 6. 
Тем самым неравенство (3.6) доказано. 

ЛЕММА 8. Для любого р>0 найдется положительное В(р), облада- 
ющее следующим свойством. Пусть при всех #6 [0, а], (х(#), у(1))ЕД ре. 
шение (1 (1), п(1)) системы (1.47) с начальным значением (1 (0), ч (0)) = 
=рР (2 (0), у(0)) не выходит из А и для 3(1 = Н(=(1), у(1)), у(#) выпол- 
няются условия: 


1 
8 (0) -- 6 (8 (%), у) & +90, 


(0<#< а), (3.7) 
у( = (0) + (У (< (9), у) ) а $0 


0 
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где ф, ф — непрерывные функции, удовлетворяющие при всех ТЕ [0, а] не- 

равенствам | 
|Ф (6) [< В(2), [ф(0|<8В(). 

Тогда при всех ЕЕ [0, а] 


[8 (4) —т(9|<р, 1у@—м()|5Р. 


Доказательство. Пусть задано р>0, и пусть 1Ф(01< В, 
_ № (|< В. Для 1(0, 1(1) имеют место соотношения: 


т =т(0)- \@(% (<), п (9))4, т@=т®-+ У, я). 
Вычитая эти равенства из равенств (3.7), получим: 
| 
(0—1 (8), у(1) —С(т (т), п(®)) |“ -+|Ф@!< 


0 
1 


<} (® —т1(91-- |9@® — 1% В 
|) —1 (0155 (48 (9—1) | -- и(@®) — (9 34-8. 


0 


Сложив эти два соотношения, найдем, что 
(1) = |8 (0 —1(1)| У —т(@)! 


удовлетворяет неравенству 


й 
(< |» (Кате 28. 
о 
Повторяя рассуждения, применявшиеся при доказательстве леммы 6, 
получим, что 2( < у(Ё, где у(#) — решение интегрального уравнения 
1 
(= (уфат + 28. 


0 
Это уравнение эквивалентно дифференциальному: 
м, _“\ (0) =28, 


откуда следует: 
% (2). ==. 2В.е. 


Поэтому если ВХ 5 ре-в, то #(1) р при всех Е6[0, а], что и требова- 


лось доказать. 
‚ ЛЕММА 9. Любое решение х(!), у(#) системы (1.1) с начальным зна- 


чением (то, у.) Е О: (Т, а, 1) удовлетворяет условиям (3.7), причем 
Зав 
1$ (6), [$ | < ао (в) 1+ (2а-- 4) Те + р ет-- аа. (3.8) 
Проверим, что лемма 4 следует из лемм 8 и 9. Действительно, если 
р. $ В (2), х < В(р)/ 5а, г, (р) таково, что при & < в, (р) 
ав (г) < 5 Вр) 
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р и Т —2Т 
&— ё (1, %, тв. [2 — Пип (= (о), т й о ) , 


то |ф(| < В(р) и |ф(0 | < В(р), и тогда, согласно лемме 8, (2, %) Е Д:ь: 

Доказательство леммы 9. Поскольку мы будем иметь дело 
с одним и тем же начальным значением (7%, Ус) и с одними и теми же 
Т, а, [, в, то обозначение М: (%, у, О(Т, о, 1)) можно сократить до 
М; очевидно, М, = М. [\ [0, Й. Подобным же образом наши обозначе- 
ния для вводимых далее объектов также не будут указывать явно на 
их зависимость от 42%, У, Г, @, [, 8. 

Пусть # = Тв. Так как шез М. < 1, то М. может содержать не более 


р ь 
чем ->_ интервалов длиной > 1. Возьмем все такие интервалы. Введя, 


если понадобится, еще два новых интервала — один с левым концом 0 
и другой с правым концом 6 — и несколько увеличив уже имеющиеся 


интервалы, мы получим систему интервалов 


1 
(отв, ат) (” < т. +2) 


такую, что 
0 = щ<.. <. аа 


7% 


ве 
1=0 


ав №. |] (10, Е ь) не может быть интервалов длиной >Й. 
0 


Поэтому в каждом из интервалов (6; 1, а) (=1,..., т) найдется 


$ : 
система точек {#9}, 7—1, 5, № чакая 9то 


бе а, 
все {РЕ6М., 


В о М 
Положим 
и ‚@ - т 
5, Е И о 9. ’ 3, = [0, НЙ У, 
1 <1 
РИ = 


через т(!) обозначим наибольшее из тех #, для которых в %, содержится 
о а ( 1 : 
некоторый интервал (#7, в) и для < т(}) введем 


пи, если в Ь, 


(2) 


т: (1 = 
шах {7:1 6 [0, Й} в противном случае. 


Отметим, что 


пез 9): < 1-й =1- Те. (3.9) 
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Имеем: 
1 1 
80 —в = \ (2%), у, да = (69, у), 4 0, 
в 0 0 
| 1 
|0 | = | @ (9, у(®, 2) — 69, ибо, 04 |<). 
” Далее, | 


ГА 
\ Се, у, ож = | Се), у, 9%. 


+ 
где, в силу (3.9) и того, что 61 <. 
1 т 
|= б4| (+ Те). 
| | 
Но 
#8) 
т( ы (0 
} Сео, ую, = х У | ве), у, дак. 
9 1=1 7=1 9 
Очевидно, 
МО к 
ЕТ о 


| \ <@0, у®, д — \ С((%), у@®), 0) 4 |< 


: 1 О О 
<} и -уж< | аж 10), 
4 о 


при этом мы использовали тот факт, что скорость изменения у(ё) мень- 


1 
ше =. Поэтому 


#8 
т (1 7 (1 


Се, уф. 0ж= У У | бе, и), о, 


3+ 1=1 7=1 0) 
где 
т (8) 74 (0 ва Чо 
|905 У ЗУ)". 
1=1 = 1—1 9=1 


Так как длина интервала (#%, 8) не меньше й, то таких интерва- 
лов будет не более, чем --, следовательно, в № я входит не более № = 
вм 
= == те членов, каждый из которых не превосходит 41? (ибо 9 < М. 
Итак, 


| й 
| фз (@) | <” -- 41? — ай = аТе. 
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Теперь мы сделаем решающий шаг: 


т, (07 (Е) о т. (8 (1) га С ‹ 
Я У ({ се у, оп= Ух У | бе, чб), Оч, 
Е, = 9 РЕ 7) 


где %(т) есть решение системы (3.5) с начальным значением 2 (0) = 
= (9) и с параметром у= (#7). Для ф„, по лемме 7, мы имеем 
оценку: 

4 


т п та | . 
ЗУ | 16%), у), 0) —С@(®, у), 0) |4 < 


= КО) 
1 


| (9 
м а т т о 89 
<> |} О-о к ях [3 мы 
а Я ,(8) 
7 3 
6) $ 
т 7 ву © т т п 
> } Зее“ = У У Зе? (р мя 
ОЕ 9 ити 


2 
< М. 3=? | — 1) = те .3=?(е?Т — 1) < ет, 
Сравним интеграл 
4 
1= \ 6@2(%, у@®), дах 
+.) 
9 
и С(=(1°), у(°9)). Положим в интеграле Г т = =. Тогда 
то 
м > О 
1=—- \ С (2(0, у(°), 0) @, 


0 


где 2 (1) — решение системы (1.6) с начальным значением 1 (0) = 2 (12) и 
с параметром у (#5). Значит, 


1 и : 
ое у (#9) | <а, 


ОУ: 
|1 — №)” @| < а^®, 
и мы можем написать: 


#8) 
т (В "и (0 7 ть (6) т; (1) 


ЗУ | 660) у, ож= У х 6 (6), у) Е 40, 


1—1 7=1 ,(1) 4—1 
1) 7=1 
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где 
3 (8) 
|9 (|< > Хай < аа, 
тЫ 
ибо общая длина всех интервалов м #1) не превосходит а. 
Теперь мы снова перейдем к некоторому интегральному уравнению 
для (1). Именно, 


(2) 
О 


|} С (= (т), у (т)) 4х — С (5 (#9), у (19) < 
и 


КО) 
2-1 


< \ бе фу) 6 (8), у) < 


< | + @)— #0) + у@—у(®) ож 


КО) 
1 № 
2 2 
< \ —>- тат = = #) ам 
о 


1 = 5 
поскольку Го служит для < константой Липшица и скорость изменения 
Г 


5, У не превосходит ——. Поэтому 
т (в т 0) 
У ив у) ео ув 90 
где ах т 
| (2) 15 №? = = аГе. 
Наконец, 


й 


| бе, уда = |6), уодат + 9:0, 


9 0 
РТ 1 
где, в силу (3.9) и того, что |@|<-—, 


19 (0 |= | \ а | < шез и < (Ге--/) 
$ . 


Окончательно получаем: 
р 


«(0 —в = \б(в (т), у) ат --Ф(, 


0 


$0=> $0. 


где 


Объединяя полученные нами оценки для ф;, мы приходим к неравенству 
(3.8). Для у(р) рассуждения совершенно аналогичны. 
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$ 4. Приложение 
Положим 


2 = (У, й), Е; (5, 2) = Нз(%, у) — №, (Руку ВЫ ЕЕ. 


Мы должны будем рассмотреть многообразия 


Ра О (1). 


Функции Р;— дважды непрерывно дифференцируемые функции (т, 2), оп- 
ределенные в некоторой области С пространства переменных (2%, 2); мат- 
рица ЁР, везде в С имеет наибольший возможный ранг, т. е. К. 

Предположим, что на некотором (п — К)-мерном замкнутом много- 
образии 


МС бо аз) 6} 


все функции Р’ (2, 2%), ..., Рь(х, 20) обращаются в нуль. Будем теперь ' 


менять 2 и следить за тем, как изменяется при этом множество 
МЕР В. 


В силу теоремы о неявных функциях, многообразие М». * — гладкое, 
‘класса С”. Построим систему нормальных площадок к М®. *, т.е. каж- 
‚дой точке хЕМ: * сопоставим К-мерное линейное подпространство 


ро (2), нормальное к М К в точке х. Поскольку функции Ё; дважды 
непрерывно дифференцируемы, это поле — гладкое. 


Многообразие М: ^ можно покрыть конечным числом координатных 
окрестностей 0;,..., Ом. В каждой из 0; существуют п — Ё локальных 
координат (и1,..., Ик) = и, которые будем считать пробегающими не- 


‘который фиксированный куб К” *, причем М?. * задается определенными 
на К” дважды непрерывно дифференцируемыми функциями 


0; 
В, 1 (Ир, бы). (= ..н п) 


и матрица | дз. /ди:| имеет ранг п — К. Над И; В^(2) можно задать К 


и; с = 
векторами 1, ' (и), ..., ил (и), образующими при каждом ие К” * ор- 


5 и: ; 
тонормированный базис в А (5 1 (и)) и гладко зависящими от и. С по- 


мощью этих векторов мы вводим вблизи Е ® новые координаты 


(р...) бы р, брла., а 9. 
связанные с исходными координатами х = (11, ..., 2) следующим об- 
разом: 
к 
и; . 
= а, а ору пои), (2) 
о 


Оказывается, что в некоторой окрестности \ многообразия М! * это дей- 


ствительно есть гладкая замена координат. №” [|] Ц оказывается при 
|2—25|, меньших некоторого &, гладким многообразием, которое в 


| 
| 
| 
|] 
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новых координатах задается формулами 
0; 
9—9, (п, м: (=...) (3) 


где ор — гладкие функции, определенные при и АТР. [25—45 |< в. 
Геометрически формула (2) означает, что каждая точка хе Ц однозначно 
представляется в виде х = 2, -- 1., где 26 М; \, а 26 В* (2). Поста- 
вив точке х в соответствие точку х:, мы получим отображение 


ар: Ц, 


определенное, в частности, и на М; “= №" ПЦ (при |2— 25| достаточно 
малом); если эту часть отображения \ обозначить через 1ф,, то 


ее М М (4) 

есть гладкий гомеоморфизм многообразий М? ^ и МЕ, а обратное к 
нему отображение задается в локальных координатах формулой (3). 

Описанная конструкция хорошо известна и имеется, например, в ра- 
ботах Уитни тридцатых годов (5). С ее помощью доказывается гладкость 
осредненных функций С, У. Опишем, как это делается. 

Пусть ф (2, 2) — определенная в С гладкая функция; мы хотим дока- 
зать гладкость функции 


$(= \ 9,24, 


+.П—К 
м, 


‘где р — мера, которая связана с эвклидовой мерой с соотношением (1.10), 
Но так как 


У (т, у) (5) 
У(Н.х (2, 9), -..,Нух (2, У)) 
есть гладкая функция (5х, у) и так как осреднять ф по мере р — все равно, 
что осреднять произведение (ф на функцию |(5) по эвклидовой мере с, 
то нам достаточно доказать [гладкость в случае осреднения по эвклидо- 
вой мере с: -. 
$()= \ $245. 


п—К 
м й 


Использовав гладкий гомеоморфизм (4), мы перейдем от интегриро- 
вания Ф (о, 2) по многообразию М? ^ к интегрированию ф(ф; ‘ (2), 2) по 
многообразию М”®; при этом меры 0, на М? и с,, на М» " связаны 
между собой так, что 

4; = А'(х|2) 45. 
где А(х, 2) — гладкая функция, определенная в некотором прямом про- 
изведении 


П=мМяХ {4:2 — 25| <}. 


Поэтому нам достаточно доказать, что если на П задана гладкая 
функция ф(х, 2), то будет гладкой и функция 


ф(=) == \ Ф (7, 2) 46», . 


п—^ 
М Ё 
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Возьмем какое-нибудь гладкое локально конечное разбиение единицы 

т Е 
на многообразии М! ^, подчиненное покрытию {И} [см. (5), гл. 1, $ 2]. 
Поскольку М” * компактно, то это разбиение состоит из конечного числа 


функций ф, (2),..., Ф, (2) (26 М. к). Нам достаточно доказать гладкость 


функций 
$: (2) = \ $(* 2) $: (#) 45, = \ 9:46. 
п—к О; 

мт. 3 
где (;—та координатная окрестность, вне которой $; = 0. Но последний 
интеграл можно записать как взятый по К” интеграл от некоторой 
гладкой функции переменных (и, 2), а' гладкость получаемой таким путем 
функции переменной 2 устанавливается в анализе. 


Поступило 
2.УП.1959 
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А. В. ЕФИМОВ 


О ЛИНЕЙНЫХ МЕТОДАХ СУММИРОВАНИЯ РЯДОВ ФУРЬЕ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе даются условия, накладываемые на треугольную матрицу 
Л, при которых метод приближения 0 (}, т, Л) суммирует функцию } (т) 
периода 2л в любой ее точке Лебега или в любой точке интервала 
непрерывности. : 


$ 1. Введение 


Пусть /(5) — суммируемая функция периода 2л и 


7 (<) = = | — (ак 0$ Кх -Ё Бу чт Ах) 


Е=—1 
— ее ряд Фурье. С помощью треугольной матрицы 
О 


каждой функции /(5) ставятся в соответствие тригонометрические поли- 
номы О (/, х, А): 


НО. т,А) = че + я ^) (ак сов Кх -- ВБ зш Ах) (п=1,2,,...). 


К=1 


К тригонометрическим полиномам подобного рода сводятся многие мето- 
ды приближения периодических функций. Поэтому представляют интерес 
следующие вопросы: 

1. Каковы должны быть коэффициенты ^“”), чтобы для любой сум- 
мируемой функции (2) периода 2л в каждой точке х, являющейся точ- 
кой Лебега этой функции, выполнялось соотношение 


ВО, (Л, А (1.2 


п—со 


2. Каковы должны быть коэффициенты ^”, чтобы для любой непре- 
рывной функции (2) 6 С>- и для произвольной точки х (или равномерно 
для всех 1) выполнялось соотношение 


Ши Са (1,2%, А) =7@). (1.3) 
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‚Обозначим через К»„(!) ядро метода И» (}, х, А), т. е. 


К.) ЕТУ Ме ®=1,2,3,...). 
1 


Из теоремы, доказанной Д. К. Фаддеевым (*), вытекает 
ТЕОРЕМА А. Чтобы для любой суммируемой функции }(т) периода 
2л в каждой точке х, являющейся точкой Лебега этой функции, выпол- 
нялось соотношение (1.2), необходимо и достаточно выполнение условий: 
а) для любого О <6< п 
Н 
= \ К (04-1 при п-> оо; (1.4) 
0 


6) существует положительная функция 7 (1), удовлетворяющая усло- 
виям: 
|К„(0 |< К»(0, Кы(ы)> К») О<а<ь<п), 
г * (1.5) 
ко #< М, 
0 
где М не зависит от п. 
Из теоремы Ф. Рисса (“) о сходямости последовательности линейных 
операторов С. М. Никольским (3) выведена 
ТЕОРЕМА В. Чтобы для любой непрерывной функции ] (2) ЕС»; в лю- 
бой точке х (или равномерно для всех х) выполнялось соотношение (1.3), 
необходимо и достаточно выполнение условий: 
а) Вт А =4 (=1,2,...); (1.6) 
п—осо 
6) существует положительная постоянная М, не зависящая от п, 
для которой имеет место неравенство 
2 с. : 
а А» (014 < М. (1.7) 


0 


Проверка выполнения условия (1.6) для каждой матрицы Л не вы- 
зывает затруднений, а проверка условий (1.4), (1.5) или (1.7) для боль- 
шинства матриц Л достаточно сложна. Поэтому представляет интерес 
получение эффективных условий, которым должны удовлетворять коэф- 
фициенты 7”, чтобы выполнялись соотношения (1.4), (1.5) или (1.7). 

Хилле и Тамаркин (3) дали необходимое и достаточное условие для 
‚выполнения (1.3) или (1.7) втом случае, когда матрица А есть матрица 


Вороного, т. с. когда 


р, Рае р-р ры Рь> рыы=>0, Рио. 
Сидон (5) установил, что условия 

п (а) 
Ре, У 


К=0 


С, (1 8) 
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где С — константа, не зависящая от К и п, необходимы для выполне- 
ния (1.7) [доказательство см. в работе (7\]. 

_ С. М. Никольский (3), обобщая результат Хилле и Тамаркина, доказал, 
что если последовательность {^{")} выпукла (кверху или книзу), то условия 


ть и 
> 1 


К=0 


174 |< С, 6, (1.9) 


где С — постоянная, необходимы и достаточны для выполнения (ет) 
а условия (1.6) и (1.9) необходимы и достаточны для выполнения (1.4) 
и (1.5). Уточняя метод Никольского, Надь (2) доказал, что условие 


$ аеике (1.10) 


К=0 1=п—К 


где А? = ^^ — 29. | №, достаточно для выполнения (ЕЮ, ат 
ловия (1.6) и (1.10) достаточны для выполнения (1.2). 
Карамата и Томич (®) ослабили условие Надя (1.10). Ими было 
показано, что условия (1.6), (1.8) и неравенство 
п—2 
У 41° < С, (1.10*) 
К=0 
где 


:й п— т — при О<А<п-— Уп, 
Ч’ = -я 


Ши щи Ил по 


являются достаточными для выполнения соотношения (1.2). 
В настоящей работе доказываются следующие теоремы. 


ТЕОРЕМА 1. Для любой последовательности {^®} (О. пе 


ле ПИ — 0) справедливо неравенство 
ке сстс у 0 -В дю ох МТ 
\ в (В) | т ы п 1 К | о 
0 К=0 


где Сл, Сь, Сз — абсолютные постоянные. 
Из теоремы 1 и теоремы В, как следствие, получается, что сели мат- 


рица Л удовлетворяет условию 


1 
(%-1) (п — К) 24 (п) - =. 
> п-1 | А № [5 С, (Б) 
К=0 
то условия 
Пи А —=4 (=1,2,...) (1.6) 
И 
п ее 
о : (5) 
К=0 


необходимы и достаточны для выполнения соотношения (1.3). 
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ТЕОРЕМА 2. Если последовательность {^®} удовлетворяет условию (Б), 
то для того чтобы для любой суммируемой функции ] (т) периода 2п в 
каждой точке Лебега х этой функции удовлетворялось соотношение 


необходимо и достаточно выполнение условий (1.6) и (5). 
Условие (Б) является ослаблением условия Никольского о выпуклости 
последовательности {^("}. Оно эквивалентно следующим двум условиям: 


УЕ 
У (+ 11 47 | < С, (1.14) 
Е=0 

И 
п—1 
УАЗ, (1.12) 
И=уУ 

где С, — постоянная и \ = о . Условия (Б) и ($), взятые совместно, 


также слабее условия Надя (1.10) и условия Караматы и Томича (1.10*). 
В этом легко убедиться на следующем примере. 
Пусть 
Ма т <п-— Ию, 
7 (1.13) 
№ = а Е п ^Уп<А<п; 2. =0. 
Для такой последовательности {^®} имеем: 


(1) (®—К ы а >. 
3 СО | = ОУ я| ААУ 1 АХ дут) 


— Вы 
п—1 
+0( Хх вм) = 
к=п—[И п 
У» ыы 1 
=0[=)++0( Зы) = 08 
К=п— [Уп] -1 
а п- [У 1 (7) т А (т) 
= У ай У ат 
К=0 К=о =п—[ Ипа 
©. п— Е И 
= И. у чт) 
®—Е-1 — 1} ) 
сы 2 ) се (п ны) 


т. е. выполняются условия (Б) и (5). Из теоремы 2 заключаем, что для 
метода И» (],х, Л), образованного с [помощью коэффициентов до опре- 


деляемых формулой (1.13), выполняется соотношение (1.2). Но 


п—1 т 
а т) А | > | А. [У > Сшп 


К=0 1=п— 4=1 
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и [см. (1.10*)] 

п—2 

ый ЧА ау] АА | >СУп. шп. т =Сшп. 

к=0 
Следовательно, условия (1.10) и (1.10*) не выполняются, и, пользуясь 
теоремой Надя или теоремой Караматы и Томича, ничего нельзя сказать 
о выполнении соотношения (1.2). 

Выражаю глубокую благодарность С. Б. Стечкину за ценные советы, 

использованные мною при выполнении настоящей работы. 


$ 2. Вспомогательные предложения 


Введем следующие обозначения, которыми будем пользоваться в даль- 
нейшем: 


Е О, ААА О. м 
А = АА — М — А+ ЕО. И.Я), 


Е 1) (п 
Н, (п) = > ” к 42|. (2.1) 
Через С, С1, С.,... ‘будем к абсолютные постоянные, вообще 


говоря, различные в разных формулах. 
1 
Если у = |5", то из (2.1) вытекает, что 


У (Е 1) | А» | < СН, (п) (2.2) 
к=0 
и 
п—1 
У и— #1441 < СН, в. (2.3) 
К—У--1 
ЛЕММА. Справедливы следующие оценки: 
[4 |< С - СН (п) (&=%2,...,п), (2.4) 
К| Ак | < С, Е С.Н, (п) для всех 1 < о п) (2.5) 
®—К-- 19| А» | < С, + 5, (п) дя всех |. п] <<”, (2.6) 
У [Ах | < бл - бы (п). (2.7) 
к=0 
Доказательство. Имеют место соотношения [см., например, (?)]: 
®—1 
М = — А, — У 2+0 42 (Е =1,2,..., п), (2.8) 
1—1 
АМ = ПКО А, — х т;—й4? (&=0,1,...п) (2.9) 
р 
Е ь Е 
ни АСЕ Хе+0 Не 04 &—1,2,...,п). 
4=0 


(2.10) 
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В силу (2.10), для любого К =1,2,...,п имеем: 
й й #—1 т! 
п —А- 1 Е: 
а д ба 3 "914 |< 


#1 
Г 1) (®—& Е "9 
и ан АН = 


пв—1 . 
УЕ] | 1+), 


т. е. мы получили неравенство (2.4). Из (2.8) и (2.2), используя (2.4), 
выводим неравенство (2.5): 


ит 


К |» | < 4+ 11+ ХА < 


1=0 


< С, + С.Н, (п) 


для любого Ё=1,2,..., В п |. 
Из (2.9), (2.3) и (2.4) следует неравенство (2.6): 
п—1 
+ № ®—2 [41| < С, - СьН, () 
= 


тЫ 1) [А»| < 


для любого К = |5"... п. 


Пуеть \ = В п] . Используя равенства 
1 &—1 
ЗАРА, 5, и А А, РА, 
= 4=5У 
получаем: 
у У—1 п 
= А, НА < 
К=У 


М. п ка 
Аи 
Е=0:—=Ё А) 
п—1 


[= 


= ети А-+еч+ю А+ Уп-—ю |4 |. 


Учитывая (2.2), (2.3) и (2.5), выводим отсюда неравенство (2.7), и лемма 


полностью установлена. 
Ниже приводятся оценки некоторых функций и интегралов, исполь- 


зуемые нами в дальнейшем. 


(2.14) 


й п 8102 % 
Я > для всех К = бт 


1) Е--1 


1 
о 
и Ре 5 


СУММИРОВАНИЕ РЯДОВ ФУРЬЕ 


749 
[см., например, (1), стр. 51]. 
Зв — 
И. ПИ 
2) а 4 =0(А), (2.12) 
0 3112 5 
если т=\У— 1, чу, У 1. 
Действительно, 
2п — 
Й п за” Е 1 ыы 
| РЕ @ < 
0 81? 5- 
22. 
ее (2 4) (т 1) вы 
1 п—т т р 1 1 
За \ 12 и \ в < 
о 27 
т-- 
21п—т--1 
КО =04. 
21 —Е-1 к--1 
4 г ЕТ, Е С т р 
3) а \ и: 41 ут \ в =0(1) (2.13) 
_2п_ 81102 5 эп 
к? &-2 
равномерно относительно п и К = 0,1,2,..., п. 
а К а 
о ГС Шо ЕЁ. 
4) т Е ав он-ы =0 (1) (2.14) 
равномерно относительно и и К = 1,2...., п. 
В самом деле, 
21-Е -1 . Е . 218—Е-2 р 
т ОО И еерудЕЫ это 
(1 и ГР я 
АЕ К 
Й 284 шой Это # 
ЯП. == 
2 2 ЕТ, к 
р я 
1 и Е 1 ры 
4—2 3 МУ й 2 > 
О а Е Е. 0О(1). 
2 


эш и 
Применяя теорему Лагранжа к функции Ф (и) = —„- и учитывая, что 
|[Ф’(и)|< С, имеем: 


АА Е-1 21 —Е 
ие —— а": 91 ы: са Ето ы. 
(Е 1) 1? тр рт с: 
: ‚Е 
Й яп $15 # 
21 58 


о (Ее! |’ (62) |) + 0(1)= 0(1) (0 = сопз%), 


и (2.14) установлено. 
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ал 2п, 
5) Если р ТЕ ) 


п 2 п—Е а а 2п ) 
Ш | 


51 


то 


Е у О берет ле 
< =—^|< 
2(п — К) 31? 5 2 (п) 31? 5 
п— "( 2л 2п ) 
< ‚2. п А п 2 а. (2.15) 
2 (п — Е) в112 ЕЯ 
равномерно относительно п и Ё = 1,2,..., п—1. 
2 
Е —А Ел А-а вор 
+2 Е яп — мы: 5 
2 2 2 2 ИЕ 
(ЕЕ КЗ? 5 
(2.16) 
равномерно относительно п. 
В: самом деле, так как 
1 4 
ЕЕ 0 (1), 
3102 5 
то, используя (2.14), убеждаемся в справедливости (2.16). 
А ЕЕ = 
4 о во Аза г + Е ак Й 
ое ".) =0 (=) 
1 [2 Е-1 
_2т_ 3112 5 2т_ 
х+3 #3 (2.17) 


равномерно относительно п. 


$ 3. Доказательство теоремы 1 


Введем следующие обозначения: 


‚2-4 ‚1 
ий $1102 #1 
В =, В = И 
281 5- 2(Е- 1) 31? 5 
. 2—1 . Е-1 
. Иво И 
нк (8) = = 04.0 п=0 4 


ГА 
2(Е-- 1) #025 


и пусть у = [: п]. Дважды применяя преобразование Абеля, получаем: 
р 4 у» ы п У 
К (= р № сов = >) А» (8) = > Ан(® + 1) к КР (0+ 
= =0 К=0 
ъ У—1 
+ > Ак [(п — К-- 1) Ули (2) — п ЮУ ик (1 = > (4) А. Е (+ 
К=У-1 Е=0 
п—1 


++ А,.2,0—> п-ка ® У Аа (0. 


К=У-1 
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Из условий (2.2), (2.5), (2.6), (2.11) и (2.12) вытекает, что 


п уУ—1 
{ениаНЕКО + АЕ — АО < 
о `№=0 
< С. -+ С.Н, (п) 
равномерно относительно п. Следовательно, 
ук. (014 < у ®—Ю А-а (0 |4 + С, + СьН, в. 
0 


0 = 
Представим Г„„_к (1) в виде 


Тик (2) т Мил (2) Не Мик (1), 


где р (1) при 02 < И , 
Мик (1) = а 
0 ны 
о о (8.1) 
2 
0 при 0<%2<, ——“., 
деиниен ет 
| Гн,и-к (В) при =— <<. 
Используя (2.13) и (2.3), получаем: 
т №1 —1 т 
у РАМ а -,® &= У вв) | У а < 
К=У-1 КУ-1 2^ 
ПА 
< С.Н, (п) 


равномерно относительно п. Таким образом, 


п п пл 
ук, 01 <|\ Х #0, [ше с СьНи(®). (82) 
0 О д=у-1 
Преобразуем сумму, стоящую под знаком интеграла. Имеем: 
п—1 п-—1 
о (п у К) А» : Мик (1) = о (п —^) Д» [Мик (1) и. Мил (ПТ - 
К=У-1 п-=У-? 
+ п У— ПА Мил @ — у Ах- Мик (Й = 
т К==У-2 
= У "—Ю4, [Мы — Миьл—к(] - (п у— А, Ми (— 
Е=Уу-2 ,. 
ей №. Мти--—о (2) — У ММ алк (1) тр Мпьи-к- (2)]. 
Е=У-3 
Учитывая (3.1) и (3.2), находим: 


ик» (6 |< <У @— 9 ы"" Г мии (0 — Ми в(2) [4 + 
0 Е=У--2 


2п 
п—А-2 
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РЖ 2" 
п—У-Ё1 пу 


+ (п—у— 1) [А \ | плрь (8) [Е + [№5] | [Ми (8) 4+ 


0 


_ = 

- о АР Мы (9 — Мыдьы О | [Мила + 
К=у-3 2" 
п—-з 


— С. + СН, (п). 
Из (2.16) вытекает: 


и Мака — Минь = ОСН), 


0 
поэтому, учитывая (2.17), (2.6), (2.4) и (2.12), получаем: 


п—1 


ук, (9 |@ < > ем. т 


К=У--2 


-- С1 + С.Н (п) + С. С»Ни(п)- 


т (т) п—1 
-Е Сз А. ры > С > [Ак | -- Са - СьН; (п) + 
К=У--3 Е=у-2 
< [АР 
МЕ" ЛУ 
где, в силу (2.7), 
В--Ь 
№ [Ак | < С, Е С.Н: (п). 

К=У--2 


Таким образом, 


( п |) 
к» (014 < С Сна (в) с: У ПЕ 
0 


ко" 


где С1, С, и С; — абсолютные постоянные. Теорема 1 установлена. 

Из теоремы 1 и результата Сидона (6) получаем 

Следствие 1. Если последовательность {^®} Удовлетворяет  усло- 
вию (Б), то условие (3) является необходимым и достаточным для огра- 
ниченности нормы оператора И» (}, х, А), т.е. для выполнения условия (1.7). 

Из следствия 1 и теоремы В выводим 

Следствие 2. Если последовательность {№} удовлетворяет условию 
(Б), то условия (1.6) и (3) необходимы и достаточны для того, чтобы 


для любой непрерывной функции }(2)ЕС..- равномерно для всех х выполня- 
лось соотношение (1.3). 
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$ 4. Доказательство теоремы 2 


Необходимость условия ($) доказана Сидоном ($), а необходимость 
условия (1.6) вытекает из теоремы В. Поэтому, в силу теоремы А, доста- 
точно проверить выполнение условия 


5 
к. ()@-—1 при п--юи0<8<л (1.4) 
Ь 


а => 


и построить мажоранту К, (#), удовлетворяющую условиям: 


1К» (8) < К» (0, К»ь()> Кь(ь) 0<ь<ь<л, 
и (1.5) 
\ к (&<мМ 
0 
где // не зависит от п. 
1. Проверка выполнения условия (1.4). Покажем, что если 


У Аы<С (.1) 


и К=0 


Па 7 =4 (=1,2,...), (1.6) 


пи—со 


то условие (1.4) выполняется. Заметим также, что из (2.7) и условия (Б) 
вытекает (4.1). Мы имеем: 


5 п А п-т . 
аа нае) а асе Уре) 
0 


Е=1 К—1 


Но [см. (1)] для О%д<л 


Е эт о 
Е=1 
поэтому 
2 ах п) а > Кд 
(к. @а= и, В аа. у —“]. 


0 К=п-2 


Положим [ср. (5}] 


г в = эт рой, 


Тогда, согласно преобразованию Абеля, 


5 п 
2 > я 
>. к. @ = 1 х О 


0 


Но ть (9)->0 при А-> оо и |тк(8)| < С для всех К. Так как, кроме того, 
в силу (1.6), А» ->0 при п-><о и фиксированном №, то отсюда следует, 
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что о Ахк- ка (6)>0 прип-> сс и, значит, 
к=0 


5 
=) К» (1) 4—1 при по, 
0 


т; е. выполняется условие (1.4). 

2. Построение мажоранты, удовлетворяющей усло- 
виям (1.5). Применяя обозначения $3 и проводя с ядром К» (1) пре- 
образования, аналогичные преобразованиям, проведенным в $ 3, имеем: 


К» (2) =: > (Е 1) А» -Рк (Е + (“+ А,-Е, (1) те (п рт: У) АГ и (2) 55 
К=1 


-- Уп Юм. ®-—ФХ и АМ ль — Ми пк] — 


Е—У- Е=у-2 
Ман (п а ет 1) А-а З М», п—у—2 (2) Е А Ма, п—у—2 (2) ы 


> “а ФМ, 0 
Е=У-3 


Как и в работе (2), в качестве мажорант для функций ЁР»ь(#), М», пк (1, 
по (В и М», () берем соответственно мажоранты 


(Е 2 
и м при 0515; 
2%+в при <, 
(п А+ 1) # 
} ——— при ОЕ = 
мо — п ЕЯ 
ева и утьт< 1" 
СеУ+у) 
-0-| В их при ое 
д? 
Сыуой ПРИ ут! < 
И 
л? (п -у- 2) 2п 
ь —_—“_^ при О << =, 
о 8 и Жи—м-1 
0 при Ей 
для которых 
еоа«сь \ Мн < С, (4.2) 
0 
:: 0 
\ О, \ Око, (4.3) 
0 0 


так как у = [==] . 
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Далее, так как 
М, п-ка (1) — Ми, и-к( = 


РЕ НК : Е 1 —--1 
он рН — 
не р 
2(п — К) 511? >” 2(п — + 1) 12 -- 


2л 
при о 


о ВЕ  пЩ К 
В рода 7 и р) 1 2п 2 


при Г 
2®— Юз. РИ Па < <» Е 1’ 
2 
® 2л 
0 при ет, 
то, используя равенство 
1 4 
г = я НО (1) 
810? >. 


и оценки (2.14) и (2.15), получаем: 
С при О , 


| Мл, ии (0) — Ми, ть @)| < од 
0 при РЕ | а. 


Следовательно, в качестве мажоранты для Мы, „к (1) — М-.п-к(1) 
можно взять функцию 


2х 


С при О риитзитт. Й 


М», п—К (2) == | 


2п, 
0 при ана = 


для которой 


р ** С. 
мк О. (4.4) 


0 


Таким образом, если 
УЕ 
К (0 = У (+1) |4 | Рь (+ + 14+ 
й=0 
+ (п — 5) [Аа | Гл ьа (@) + 
#— 
+ У мм ФУ 0 Ан Ми + 
К=У-1 
|2 Ма, а 
п—1 п 


+ Х п—ю1А| Ма® У Мы, 


К==у--2 К=у-3 
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О О о = « 
то 
|К„ (09| <. (0, Кь()> Кь(ь) при 0<ь<ь<т 
и, в силу (4.2) — (4.4), 


п У—1 


ко < С, У АН + [А+ быв — Анн] + 


8 к=о 


п—1 
С, Я и +4 щ-у— Аа СМ 
К=У-1 
п—1 ъ 
Я т 1 
с Я ЮО, > а 
и—-Е2 К=У-Ё3 
Отсюда, используя (2.2), (2.5), (2.6), (2.3), (2.4) и (2.7), получаем: 
г ИИ 
(О а < С, + СЫН ® + 8 № „А, 
0 Е—=У-Ё3 


и, учитывая условия (Б) и (5), имеем: 


п 


к. @ < С. 


0 


* 
Следовательно, мажоранта А»„({) удовлетворяет всем условиям (1.5). 
Применяя теперь теорему А, убеждаемся в справедливости теоремы 2. 


Поступило 
30.11.1959 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
24 (1960), 757—774 


В. А. ИЛЬИН и И. А. ШИШМАРЕВ 


ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ СИСТЕМ ОБОБЩЕННЫХ 
И КЛАССИЧЕСКИХ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе доказывается, что для произвольной М№-мерной нормаль- 
ной области существует полная система классических собственных 
функций самосопряженного эллиптического оператора, причем указан- 
ная система эквивалентна системе обобщенных собственных функций 
того же оператора. 


Введение 


Рассмотрим в произвольной /М-мерной области ©, ограниченной по- 
верхностью Г, задачу на собственные значения: 


Гл -- № = 0 (в области 2), 
| О 
и [ег === 0, 
где Г, — линейный самосопряженный дифференциальный оператор 
ы: д д 
и 
ш= > = |4 @® 3» |-—с(®)-и (2) 
"9 7 
эллиптического типа, т. е. такой, что для всех д = (21, 42...25) 6Е 
м м 
2 
ии; (1) =ан(®) и У а > (а = сова > 0) (3) 
РИ 1=1 
при любых вещественных &,, &,..., Ем. Ироме того, предполагается, 


что с(2)>0. Различают классическую и обобщенную постановки этой 
задачи. 

Классической собственной функцией задачи (1) называют такую не 
равную тождественно нулю функцию и (5), которая непрерывна в зам- 
кнутой области (г -- Г), имеет всюду внутри 8 непрерывные производ- 
ные до 2-го порядка, при некотором А удовлетворяет всюду внутри 
области & уравнению [4 -- ^и=0 и обращается в нуль на поверхности Г. 

Обобщенной собственной функцией задачи (1) называют такую не 


0 
эквивалентную нулю функцию и (7), которая принадлежит классу * 2 (в) 


0 ь 

* Класс Д (=) есть замыкание в норме пространства т (2) совокупности не- 

прерывно дифференцируемых в & функций, равных нулю в некоторой пограничной п‘ - 
лосе области в. 
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и удовлетворяет интегральному тождеству 


М 
ди д 
У сое 2 + аиф — м2 = 0 (4) 
9 (0%) - 
& 1—1 о 7 
0 
для любой фувкции \р (2) ЕД (8). 

Те значения Л, для которых существуют собственные функции, назы- 
ваются собственными значениями (числами) зарачи (1). 

Существование полной ортонормированной системы классических соб- 
ственных функций вытекает из работ Ж. Жиро (их изложение см. в 
главе 3 книги (1)) и из теории интегральных уравнений при условии, 
что область & ограничена поверхностью Г типа Ляпунова и что коэффи- 
циенты оператора Г, принадлежат в области (2 -- Г) следующим классам *; 


а; (ЕС, с (а) 6С° (0). (5) 


Существование полной (в Г. (2)) ортонормированной системы обобщен- 
ных собственных функций роказано в книге С. Г. Михлина (2?) при 
условиях, что область 2 ограничена и связна, а коэффициенты а:;(1) и 
с (2) оператора Г измеримы и ограничены в области (8 -{ Г). 

В $2 настоящей работы будет доказано, что полная ортонормиро- 
ванная система классических собственных функций существует не только 
для областей с границами типа Ляпунова, но и рля произвольных 
нормальных ** областей. Точнее, имеет место слерующее утверждение. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть 8 — произвольная М№-мерная нормальная область, 
содержащаяся вместе с границей Г в некоторой открытой области С, 
°и пусть коэффициенты оператора Г принадлежат в области С клас- 
сам (5) и удовлетворяют в С условиям (3) и условию с (7) > 0. Тогда су- 
ществует полная ортонормированная система классических собственных 
функций задачи (1). 

Из изложенного выше ясно, что условия теоремы 1 обеспечивают 
существование и полной ортонормированной системы обобщенных соб- 
ственных функций. Естественко возникает вопрос, совпадают ли между 
собой полные ортонормированные системы классических и обобщенных 
собственных функций. 

В предлагаемой работе доказывается следующее утверждение. 

ТЕОРЕМА 2. Если выполнены предположения теоремы 1, то полные 
‘ортонормированные системы классических и обобщенных собственных 


функций, а также соответствующие системы ссбственных чисел, совпа- 
дают. 


* Функция ] (2), определенная в ограниченной замкнутой №-мерной области Т, 
принадлежит в этой области классу С“® №) (С®)), если ее производные А-го порядка 
удовлетворяют ‚условию Гёльдера с показателем д в Т (непрерывны в Т). Функ- 
ция / (=), определенная в открытой области С, принадлежит в этой области классу 
с@., (С®)), если она принадлежит этому классу в каждой {ограниченной замкну- 
‚той области, содержащейся в С. 

** Область & называется нормальной, если в ‘этой области разрешима задача 
Дирихле для уравнения Лапласа при любой непрерывной граничной функции 
‚ [см. (®) или (4)]. 
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Замечание. Если область & не только нормальна, но и ограничена 
човерхностью Г типа Ляпунова, то в теоремах 1 и 2 достаточно потре- 
бовать, чтобы коэффициенты ах; (2) и с (5) были определены и удовлетворяли 
поставленным условиям только в самой области (= + Г), ибо в этом случае 
коэффициенты оператора [ можно продолжить с сохранением условий (3), 
(5) и условия с(2) >0 на все М№-мерное пространство [см. (1), стр. 73]. 

В математической литературе вопрос о совпадении систем обобщен- 
ных и классических собственных функций (при условии их существова- 
ния) до сих пор не рассматривался. Однако рядом авторов [см., напри- 
мер, (?), стр. 149—155, и (5), стр. 46] изучались свойства гладкости 
обобщенных собственных функций. Несмотря на то, что указанные авто- 
ры накладывали на коэффициенты оператора Г, и границу области Г 
требования, существенно более жесткие, чем те, которые обеспечивают 
существование классических собственных функций, им не удалось дока- 
зать, что обобщенные собственные функции обладают свойствами глад- 
кости классических собственных функций. 

Отметим в заключение, что для областей с границами типа Ляпунова 
факт совпадения систем обобщенных и классических собственных функ- 
ций тривиально вытекает из одного результата Жиро. 

Случай произвольной нормальной области требует особых рассмотре- 
ний, которые проведены в $ 3. 

Настоящая работа состоит из трех параграфов. В $ 1 изучаются 
свойства функции Грина нормальной области, в $ 2 дается доказатель- 
ство теоремы 1, в $ 3 доказывается теорема 2. 


$ {. Некоторые свойства функции Грина нормальной области 


Всюду в дальнейшем предполагаются выполненными следующие усло- 
вия: коэффициенты оператора [ а:;(1) и с(х) определены в некоторой 
открытой области С, принадлежат в этой области классам 


а (®) 6 С°, сд еС“” (>0) (6) 
и удовлетворяют всюду в области С условиям: 
М М 
< 2 
а Ша: (@) =ан(<), № а; ба о Е (& = соп86 > 0) (7) 
1, = 1=1 
при любых вещественных &1, &»,..., &м. 
Пусть &— произвольная открытая нормальная область, лежащая, 
вместе со своей границей Г, в области С. Построим для области в 
функдию Грина краевой задачи 


Ги = —}, и [увг = 0 


и исследуем некоторые ее свойства, необходимые нам для дальнейшего. 

Рассмотрим некоторую область Т, ограниченную поверхностью 1 типа 
Ляпунова, такую, что (8 + Г) сТи (Т лс С. При указанных выше 
требованиях (6) и (7) на коэффициенты оператора Г для области Т 
существует функция Грина К,(х, У) соответствующей краевой задачи 
[см. (*), стр. 81—82]. В силу самосопряженности оператора С, функция 
Грина К.(2, у) симметрична относительно х и у [6м. (*), отр. 28] и 


9* 
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поэтому представляет собой в области Т так называемую функцию Леви 
как по координатам точки х, так и по координатам точки у. Отсюда, 
в свою очередь, вытекает, что для функции К. (2, У) справедливы сле- 
дующие оценки *, равномерные в каждой замкнутой области, содержа- 
щейся внутри Т [ом. (1), стр. 24—25]: 


> а 9К м ЭКу И | 
К) =00е), бе =Оым), = 0, Е 
ое (м) 9°Ко (№). 
де: дт, ху '’ 0ду,0% ху 


В частности, эти оценки справедливы в рассматриваемой нормальной 
области (2 | Г). Кроме того, функция Ко(х, у) и ее первые и вторые 
производные по координатам точки х или у непрерывны по совокупности 
(т, у) всюду в замкнутой области (5 -- Г), кроме точек х = у. 

Поскольку Ко(х, У) является в области с фундаментальным решением 
уравнения Г = 0, то можно искать функцию Грина К (5, у) для области 
& в виде: 

К (т, у) = Ко(х, у) Е (2, У), (9) 
где функция 2(х, у) для любой фиксированной точки хЕ& представляет 
собой регулярное в области # решение следующей задачи Дирихле: 


[12 = 0 ** (в области 3), 


10 
|2 | ег = — Ко(х, У) ее — 


Разрешимость этой последней задачи при сделанных выше предполо- 
жениях относительно области в и коэффициентов оператора СР, следует 
из работы (°) Г. Таутца. Тем самым доказано существование функции 
Грина К (5, у) для нормальной области в. 

Перейдем к рассмотрению свойств функции К (5, У). 

1°. Докажем, прежде всего, что К (х, у), как функция Грина самосопря- 
женной краевой задачи, симметрична относительно точек х и у. Этот 
факт, известный для случая, когда область & ограничена поверхностью 
‘типа Ляпунова [см. (1), стр. 28], мы распространим здесь на случай 
произвольной нормальной области. 

Рассмотрим последовательность {8„} областей с границами Г, типа 
Ляпунова такую, что (8, -- Г,) С & для всех п и что всякое замкнутое 
множество, лежащее в области ©, принадлежит всем ‘'8„› начиная с неко- 
торого номера. Для любой точки #68 обозначим через Г (&, =) ее окрест- 
ность, определенную неравенством 


М 
> линь <е. 
1, =1 
Пусть х и у— произвольные фиксированные точки области в, а = 
столь мало, что 1(1, 8) Св и Г(у, 8) Се. Все области последователь- 


* Здесь и в дальнейшем мы считаем, что М>2, ибо случай М =2 не вносит 
никаких изменений в наши рассуждения, но требует отдельной записи. 
** Если оператор Г применяется к функции, зависящей от двух точек, то мы 


будем значком указывать ту точку, по координатам которой производится диффе- 
ренцирование. 
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ности {8,}, начиная с некоторого номера п, будут содержать внутри 
себя множества Г (т, =) и Г (у, г). Запишем формулу Грина для функций 
К (5, 2) и К (9, 2) по области (3„— (<, г) —Г(у, г)), где п > по — любое 
(очевидно, это возможно, так как граница указанной области принад- 
лежит классу Ляпунова, а К (х, 2) и К (1, 2), как функции 2, имеют в этой 
области непрерывные производные до второго порядка): 


[К (5, 2) Г.К (у, 2) — К (у, 2) Г.К (х, 2)] 4: = 
8 -Т(х, =) —7 (9, =) 


[кое к, д а, + 


Ги 


; ЭК (у, ЭК (=, 2 у 
о ЕО 
ГГ (х, е) ГГ (у, =) 


Так как С.К (у, 2) = Г.К (х, 2) =0, то интеграл но области (5, — Г (2, =) — 
— Г(у, =)) исчезает. Докажем, что интеграл по поверхности Г» стремится 
к нулю при п-—> со. В силу одного результата Хопфа [см. (1), стр. 152], 
К (5, 2) как фувкция 2 на Гу („© принадлежит классу С°’. Продолжим 
по 2 функцию К (5,2) внутрь области [(х, &) так, чтобы продолженная 
функция принадлежала по 2 в области в классу С®№ [см. (1), стр. 52]. 


Обозначим эту функцию через К (х, 2). К (5, 2) является классическим ре- 
шением задачи: 


Г.К (х, =) = /(х, 2) в области ©, 


р (++) 
К (2, 2) ег = 0, 


Еле /(т, 2) = ТВ. (х, 2). Из вышесказанного ясно, что ] (х, 2), как функция 2, 
принадлежит классу в & и непрерывна в (2 -- Г) (на Г положим 
7] равной нулю и учтем, что ] =0 вне / (5, ®)). 


Аналогично поступим с функцией К (9, 2) и продолженную функцию 
обозначим через К (9, 2). 


К задаче (**) применима основная теорема из работы (19). Следова- 


о 
тельно, функция К (<, 2) (К (9, 2)) принадлежит классу О (5$) и удовлетво- 
ряет интегральному тождеству 


Не а ЕК (а, 2) ф— 14] 42 = 


я т = 


для любой ФЕД (2). 
Так как К (2, 2) 6 И’ (2), то отсюда получаем: 


м 
Пиз \ [> о). № у СЕ (5. )+— 44 =0. 


Возьмем в качестве р функцию К (У, 2) и применим к левой части послед- 
него равенства первую формулу Вад формулу (**), находим; 
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Аналогично доказываем, что 


\ 7-7 Ка, 1) 4,0 при п—> сс. 
Ги 
Таким образом, интеграл по поверхности Г, в формуле (*) стремится 
к нулю при п> >. 
Рассматривая теперь интегралы, взятые по Г (х,:) И Ггцу, «), И учитывая 
особенность функции Грина, обычным образом приходим к равенству 


К (т, у) =К (у, 2), 
что и требовалось доказать. 

Далее, докажем неотрицательность К (2, У) в области 5. Для этого 
окружим произвольную точку х68 шаром © столь малого радиуса, 
чтобы этот шар целиком содержался в области & и чтобы на его поверх- 
ности функция К (5, у) была положительна (последнее возможно, ибо 
для Ко(х, У), как функции Леви, справедлива при некотором и > 0 
оценка Ко (2, у) —Н (2, у) = О (ты +») ‚ эта же оценка в силу форму- 
лы (9) справедлива и для функции К (5х, у), ибо функция о(х, У), как 
‚решение задачи (10), при любом фиксированном хЕз ограничена 
в области (8 Г), а для Н(х, У), в силу условия эллиптичности (7), 
имеет место, как нетрудно убедиться, следующая оценка снизу: Н (х, у) > 
> Вии, В> 0), 

В области (8 — ©) функция Грина К (5, У) представляет собой регу- 
лярное решение уравнения [К (х, у) =0, непрерывное вплоть до гра- 
ницы этой области и неотрицательное на границе. Поэтому, в силу 
известной теоремы Хопфа [см. (1), стр. 13], К (5, у) >0 всюду в области 
(2 — 0), а следовательно, и всюду в $, что и требовалось доказать. 

Используя неотрицательность функции Грина К (х, у), нетрудно уста- 
новить следующую оценку, равномерную в замкнутой области (2 -- Г): 


К (5, у) = О (12". (14) 
В самом деле, функция 5 (х, у) = К (2, у) — Ко(х, у) при любом фиксиро- 
ванном 5 6 $ представляет собой, как функция у, регулярное решение урав- 
нения [0 =: 0, непрерывное в замкнутой области (2 -- Г) и принимающее 
на поверхности Г неположительные значения (ибо на Г К. (х, у) >0, 
К (х, у) = 0). Отсюда, по теореме Хопфа (см. выше), следует, что всюду 
в области 2 


о (1, у) = К (2, у) — Ко(т, у) <0. (11°) 

* Функция Н (5х, у) определяется следующим образом: 

м ей 
Не = | У 4, 1 
"ИП -рьу А = “9 уд (#;— У) (М>), 
$, = 

где 4;; (у) — отношение алгебраического дополнения элемента а,; (у) в определителе 

2(Ул)” 
А (у) = де |а,, (у)| к самому определителю, фу = —/М\ - Площадь поверхности 


| а; ; 

г(= | 
М№-мерной сферы единичного радиуса [см. (1), стр. 24. Определение функции Леви 
см. там же]. 
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Так как К (5, у) 20, а для Ко (ах, У) справедлива оценка 
Ко(т, у) = О (тзи" 


[см. (8)], то из (11’) получаем требуемую оценку (11). 

2°. Докажем теперь, что функция Грина К (5, У) нормальной области 2 
непрерывна по совокупности (5, У) всюду в замкнутой области (в - Г), 
кроме точек 2 = у. Очевидно, достаточно доказать это утверждение для 
функции 5(х, у), равной К (5, у) — Ко(х, у). Доопределим 5(х, у) при 
хЕГ, уЕГ, х = у по формуле 


Ф (х, у) = — Ко(<2, У). 


хег 
УЕГ, ху 


Рассмотрим сперва тот случай, когда дес, уЕ(2 | Г). Пусть Ло 
обозначает приращение функции д (5, у): 


До =о(х -- Ах, у-+ Ду) — (5, у) = 
= [2 (2 -- Ах, у-- Ду) —2(х, у-- Ду]] + [2 (1, у- Ау) — о(х, У), 


причем, очевидно, можно считать, что (х-- Ал) Ев и (У АуЕе. Тре- 
буется доказать, что для любого & >> 0 найдется такое д (г) >> 0, что при 
| Ах <6(г) и |Ду| <6(2) |Дь| < =. Оценим выражение 


[2 (2 Ах, у - Ду) — (т, у Ау). 
Функция (у) =5 (5х -- Ах, у) —о0(х, у) есть решение задачи 


[10 = 0 (в области 8), 


ее а [Ко (2 -- Дх, у) — Ко(т, У)] [ег 


Выбрав 0, (=) >> 0 так, чтобы при | Ах| < 8, (=) выполнялось неравенство 
| Ко (+ Аз, у) — Ко (а, у) | <-- 


для всех УЕГ (это возможно, так как 268), получим, по теореме Хопфа, 
что для всех уЕ(2 - Г) 
|2 (у) |< --. 


Ясно, что и выражение во второй квадратной скобке в формуле для До 
5 
по модулю меньше —- при достаточно малом | АДу|. В самом деле, так 


как д6с, то функция о (х, у) есть регулярное решение уравнения Дуо = 0. 
Поэтому 2 (х, у) непрерывна по у в замкнутой области (5 -- Г) при лю- 
бом фиксированном 265, т. е. найдется такое д», (#) >> 0, что при | Ду| < 
< 8» (=) 

|2 (2, у -- Ду) — > (2, 9) |< >. 


Итак, мы получили, что |Дэ|<е при |Ах|<48(=) и [Ду|<6(®), 

где д (2) = ша (8,, д›), х6ев, у6е(&-- Г), что и требовалось доказать. 

В силу симметричности функции 0(х, У) относительно точек х и У, 

случай, когда хе (5 -+ Г), ув, совпадает с предыдущим, и нам остается 

рассмотреть лишь тот случай, когда х и у одновременно принадлежат 
10* 


з 
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границе Г области & и 2-Е у. Непрерывность функции %(х, У) по сово- 
купности (т, у) будет доказана, если будет установлено, что 
Па © (2-Е Ах, у + Ду) = — Ко (5х, У), 
тт 
где х6Г, уЕГ, х-Е у. Поскольку существует повторный предел 
Пт Ишо(х-- Ах, У-- АУ = —Ко(а, у), 2ЕГ, УЕГ, ==, 
Ду—0 Ах>0 
то достаточно показать, что предел по Ах достигается равномерно отно 
сительно Ду [см., например, (7), стр. 116]. При этом снова можно считать, 
что (2-- Аг) Ее и (у Ев, ибо если хотя бы одна из точек (5 - Ах) 
и (у-- Ду) принадлежит Г, то 


и доказываемое утверждение становится тривиальным. Пусть В — рас- 
стояние между точками х и у. Окружим точку хЕГ шаром © радиуса 


т с границей т. Обозначим через Г, часть Г, лежащую вне шара ©, 


через т, — часть 7, принадлежащую области $, через 8, — область 8: = 8 — 


ЕЙ ©, наконец, через с — пересечение шара радиуса —; © центром в 


точке хи области ©. Очевидно, область 8, нормальна, и функция (5х -- 
- Ах, у) ((х-+ Ал) Ес) является решением следующей задачи: 


Гир (2 -- Дх, у) =0 (УЕ рт, (х - Ах) 6 бд), 
ое Г + Аз, у) при уЕГ,, 
2 (х-- Ах, у) при уЕТ.. 
Отсюда, применяя теорему Хопфа, заключаем, что при Ах->0 
о (2 -- Ах, у-- Ду) > — Ко(х, у-- Ау) 


равномерно относительно Ду ((у -- Ду) Её1). Таким образом, утверждение 
о непрерывности функции 2 (х, у), а значит и функции К (х, у), по сово- 
купности (5, у) всюду в‘замкнутой области (г -+ Г), кроме точек х = у, 
полностью доказано. 

3°. Установим ‘некоторые оценки для производных функции Грина 
К (5, У) нормальной области 8. Все оценки этого пункта будут получены 
в предположении, что одна из точек функции Грина (например у) имеет 
областью своего изменения замкнутую область (8 -- Г), а другая — произ- 
вольную строго внутреннюю замкнутую подобласть в’ области &. Прежде 
всего установим следующую лемму. 


9К 
ЛЕММА 1. П роизводная функции Грина ды. (8 У) существует и непре- 


рывна по совокупности (т,у) при х65, УЕ (8 -- Г), Е у; для этой произ- 
водной справедлива оценка 


9К ге 
к. (2, У) = 0(15"), (12) 

равномерная при х6 в’, уе (5 + Г). 
Доказательство. Функция Грина для области $ представляет 
собой, в силу формулы (9), сумму функции © (2, У) и функции Грина 
Ко(х, У) для охватывающей области Г. Так как для Ко (5, 7) утверждения 
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леммы заведомо справедливы, то достаточно доказать их для функции 
> (х, у). Мы докажем, что для © (х, У) справедлив более точный результат, 
а именно, имеет место следующая 

ЛЕММА 2. Регулярная часть функции Грина (т, у) в любой точке 


Ев, уе ($ - Г) имеет производную т. (т, у), непрерывную по совокупности 


(х, у) при х6з, УЕ(Е-ЕГ). 

Доказательство. Пусть 8’и 8” — произвольные строго внутрен- 
ние подобласти области 2, причем $’ содержится строго внутри г”. 

Ясно, что определенная выше функция Ко(5, У), а также ее первые 
и вторые производные по координатам точки х непрерывны по совокуп- 
ности (т, У) при 268’, УЕ (5 — '). 

Докажем, что рассматриваемая производная — (х, у) существует и яв- 

1 


ляется решением следующей задачи Дирихле: 
| ии —0 (в области 2), 


я веййа. 


Ро 
уг — УЕГ 
Для этого рассмотрим последовательность областей в„, ограниченных 
поверхностями Г„ типа Ляпунова, такую, что все (2„--Г,) сви что 
всякое замкнутое множество, содержащееся в области ‹, принадлежит 
всем областям 5, начиная с некоторого номера т. Все дальнейшие рас- 
суждения будут проводиться в предположении, что номер т столь велик, 
что области 8’ и в” находятся строго внутри областей в„. В каждой 
такой области в„ рассмотрим задачу Дирихле 


(13) 


| Гот =0 (в области 8„), (14) 
| `(2м -- Ко) | —0: 


Так как существует решение задачи Дирихле (10) и так как функция 
Ко(х, у) непрерывна при уе (2 — 8"), хе’, то, в силу обобщенной тео- 
ремы Винера [см. (1), стр. 106 — 107], последовательность {5 (х, у)} ре- 
шений задачи (14) при любой фиксированной точке 65’ сходится к 
решению %(5, у) задачи (10) равномерно по у в произвольной строго 
внутренней подобласти ©” области 5. 

Известно [см., например, (!), стр. 81], что решение задачи (14) может 
быть записано в виде: 

о (в, у) = — \ ОК (и, ®)-Кь (2, 94, (15) 
Гт 

где О: обозначает оператор, обычно фигурирующий в обобщенном потен- 
циале двойного слоя [см. (1), стр. 21]. Продифференцировав обе части 
формулы (15) по координате 2:, получим: 


тир =— 10. К,9- 


Гт 


Е 


о. (16) 


(лифференцирование под знаком интеграла законно, ибо, как уже отме- 
9К 
чалось, производная д». (2, =) непрерывна по совокупности (5, 8) при 
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хе’, Е6(2— 8")). Последнее равенство позволяет заключить, что функция 


до 
т (2, у) = 9», (и, у) 
является решением следующей задачи Дирихле: 
Гуш„ = 0 (в области #„), 
(17) 


| = 99) 
т ИЕ 89 ) 
УГ дз; № 9) | ги 


[27:4 
ибо граничная функция СЕ: (2, у) при любом фиксированном 65’ непре- 
п 


рывна по у на поверхности Г». Вновь применяя обобщенную теорему 
Винера, можно утверждать, что последовательность {10 (2, У)} решений 
задачи (17) при любой фиксированной точке 265’ сходится к решению 
1% (х, У) задачи (13) (существование последнего очевидно, ибо область в 
нормальна) равномерно по у в произвольной строго внутренней подоб- 
ласти 5” области в. 


Наша цель — доказать, что 1 (х, У) = г (х, у) при т6х’, УЕё. Для 


этого достаточно установить, что последовательность {0 (5, У)} при любом 
фиксированном уЕе сходится к функции ш(х, у) (решению задачи (13)) 
равномерно по х при хЕр’. Из простой сходимости последовательности 
{шт (2, у)} в каждой точке хе2’ (при фиксированном у6з) будет сле- 
довать равномерная по х в области ©’ сходимость этой последователь- 
ности, если будет доказано, что множество функций ши (х, у) (при любом 
фиксированном у) равностепенно непрерывно по х в области с’. 
Рассмотрим последовательность функций {ип (5х, Ах, у}: 


Ит (1, Ал, у) = шт (2 +- Ах, у) — ит (2, У), 


где хи т-- Ах — любые две точки, принадлежащие области 5’, УЕ. 


Достаточно доказать, что для любого = >> 0 найдется 8 (=) >> 0 такое, что 
для всех т и всех д6г' 


[4, (=, Ат, у)| < в, 


когда |Ах| < 0(г). Заметим, что функция из (х, 'Дх, у) является решением 
следующей задачи Дирихле: 


Гуйт = 0 (в области 8„), 


18) 
ба ОЖ 
Ит [ег ыы т. (2, у) д (2 + Ах, у де 
Поэтому, в силу теоремы Хопфа, достаточно установить, что 

ЭК. 9К р ' 

бл (6, У) — 9. (© + Ау) | <е при | Ах| <04(2) (19) 


для всех хи х-- Ал, принадлежащих области 2’, и всех УЕГи. Но не- 
равенство (19) непосредственно вытекает из того, что функция ее. у) 
р. 
1 


равномерно непрерывна по совокупности (х, У), когда х6з’, а УЕ (2 — °"). 
Таким образом доказано, что 


9 
д»; (2, У) = и (5, у) при 26’, ув, 
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д 
а это означает, что при всех х6г’, уе 2 производная 5 (т, у) существует 
р 


и является решением задачи (13). Как решение задачи Дирихле, эта 
производная непрерывна по у во всей замкнутой области (2 -- Г) при 
любом фиксированном х62”’. Более того, применение теоремы Хопфа к 


97 

‘задаче (13) позволяет заключить, что производная 5 (т, У) непрерывна 
Я 

по совокупности (5, у), когда дез’, а УЕ(2-- Г), ибо граничное условие 


‚ задачи (13) непрерывно по совокупности (5, у) при х6х’, уЕГ. Наконец, 
так как в — открытая область, а <’— ее произвольная подобласть, 


д 
производная = (2, У) существует и непрерывна по совокупности (5, у) 
: 


при хер, уЕ(2 | Г). Лемма 2 доказана, а значит, доказана и лемма 1. 
Аналогичные леммам 1 и 2 утверждения имеют место и для вторых 
производных функций К (5х, у) ио(т, У). 


ЛЕММА 3. Вторая производная функции Г Рина = — (2, у) существу- 
#1 


ет и непрерывна по совокупности (т, у) при ТЕР, вы МЕ ОиЯ 
этой производной справедлива оценка 
9*К . 
ад, (®, ЕКА (20) 


равномерная при хе2’, УЕ(2 | Г) (8’— произвольная замкнутая строго 
внутренняя подобласть области 3). 
ЛЕММА 4. Регулярная часть функции Грина 0(х, Ч) в любой точке 


её, уе(8 + Г) имеет вторую производную —— — (2, у), непрерывную по 
7) 


совокупности (т, у) при хЕс, УЕ(8- Г). 
Доказательство лемм 3 и 4 почти дословно совпадает с доказатель- 
ством лемм 1 и 2, ввиду чего мы его не приводим. 


$ 2. Доказательство существования полной ортонормированной 
системы классических собственных функций задачи (1) 


Сохраняя предположения предыдущего параграфа, исследуем интег- 

ральное уравнение 
п (2) = А К (м, у) и (9) у, (21) 
8 

в котором ядро представляет собой рассмотренную выше функцию Грина 
К (х, у) нормальной области 5. Будем искать решения этого уравнения 
в классе непрерывных в замкнутой области (5 -- Г) функций. Мы дока- 
жем, что уравнение (24) имеет полную в 1[5(8) ортонормированную си- 
стему собственных функций, которые являются одновременно классиче- 
скими собственными функциями задачи (1). 

ЛЕММА 5. Если и(х)— непрерывная собственная функция ядра 
К (х, у), соответствующая собственному значению \, то и(т) является 
также классической собственной функцией задачи (1), отвечающей тому 
же значению №. 

Доказательство. Пусть непрерывная функция и (7) ЕЕ.0 удовлет- 
воряет при некотором Х уравнению (241). Возьмем любую точку 263 и 
окружим ее шаром ©, целиком содержащимся в области &. Основываясь 
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на представлении (9) для функции К (7, У), запишем формулу (21) в виде: 


ил К (р, Эва А | Ко, Уи) 49» | (@, ди 9. 
о 8—2 8 
(22) 
Прежде всего докажем, что функция и (5х) имеет непрерывные первые 
производные всюду внутри &. Последний интеграл в правой части (22) 
имеет непрерывные внутри 5 первые производные по х в силу леммы 2. 
Так как К,(х, У) является функцией Леви для области Т, охватываю- 
щей 2, то первые два интеграла в правой части (22) представляют собой 
обобщенные объемные потенциалы [см. (1), стр. 35] с заведомо ограни- 
ченной плотностью, причем у первого из этих интегралов область интег- 
рирсвания ограничена сколь угодно гладкой поверхностью (сферой), 
а у второго интеграла х лежит вне области интегрирования. При этих 
условиях оба объемных потенциала, а следовательно, и функция и (5), 
имеют непрерывные первые производные внутри 8 [см. (1), стр. 35]. 
Вернемся снова к формуле (22), имея уже в виду, что и (5) непре- 
рывно дифференцируема внутри 5. Используя лемму 4 и свойства объем- 
ного потенциала, мы можем теперь утверждать, что и (5) имеет внутри 
8 непрерывные вторые производные. Более того, из того, что К, (5, у) — 
фундаментальное решение, а $(х, у) — регулярное решение уравнения 
[1 = 0, вытекает, что всюду внутри 8 


Гль -- № = 0. 


Остается доказать, что и(5) обращается в нуль на границе Г обла- 
сти 8. Пусть % Г и 1->2,. Возьмем любое = > 0. Положим 


5=9, П 5, 
где ©; — шар радиуса д с центром в 2%, и 
5 =8— 85. 


Так как справедлива оценка 


| \ И (я, и (9) 49| < вах [и (*)] 


5 


55 


О (2) гар = 08), 


$. —50 


то, зафиксировав достаточно малое 6, мы получим: 
| \ Ке, 14| < 5. 
8 


При том же 6 рассмотрим аналогичный интеграл по области 8”. 
о 


В силу п.2° $1, К(т, У)->0 при 2-20 равномерно относительно 
УЕ 8,. Таким образом, 


\ К (т, у)и (у) ау 
8 


<> 


при достаточно малем Гхх,. 
Лемма 5 доказана. 
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ЛЕММА 6. Все собственные значения ядра К (х, у), соответствующие 
непрерывным собственным функциям, положительны. 

В самом деле, предположив противное, мы, на основании леммы 5, 
получили бы, что собственная функция и (2), отвечающая отрицательно- 
му Л, является нетривиальным решением задачи 


И - ды 
р д: [ан =. | == {65-м -=0 (в области 5), | 


1, =1 
и ег = 0 (@(®>0, —^> 0), 
что, в силу теоремы Хопфа, невозможно. 

ЛЕММА 7. Всякая собственная функция ядра К (х, у), отвечающая 
собственному значению ^, является одновременно собственной функцией 
повторного ядра К„(х, у) (п=2, 3, ...), отвечающей собственному зна- 
чению №. 

Доказательство этой леммы имеется в любом курсе интегральных 
уравнений. 

ЛЕММА 8. Все собственные значения ядра К»(х, у), отвечающие не- 
прерывным собственным функциям, положительны. Всякая непрерывная 
собственная функция и(т) ядра К»(х, у) (п=2, 3, ...), соответствую- 
щая собственному значению », является одновременно собственной функ- 
цией лдра К (5х, У), соответствующей собственному значению, равному 

У? 


вещественному корню + У». 
Доказательство. Обозначим через #й:, №, ..., й» корни дву- 
членного уравнения 


И А. (23) 
Известно, что 
и: (24) 
к=0 
Рассмотрим п функций и, (2) (Е =1, 2, ..., п) следующего вида: 
2 п-—1 
пи ( =и(ф-+ ХУ, } 1 ди (К, = К, 9). (5) 
Е г 
Складывая почленно равенства (25) для всех =1,2,..., п и учиты- 
вая формулу (24), получим: 
ис 
У! и, (2) = и (2). (26) 
к=1 
Отсюда следует, что хотя бы одна из функций и (2) отлична от тождествев- 
ного нуля. Докажем, что для всякой функции и, (2) (К =1, 2, ..., п) 
справедливо равенство: 
из (2) = №\ К(и, уиь (ау. (27) 
Е 


Обозначим через / выражение 


У = пи (2) — т \ К (т, у) пил (у) ау; 
8 
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а 


заменим под знаком интеграла пи, (2) по формуле (25). Переставляя 
в каждом члене полученного таким образом выражения порядок интег- 
рирования (что возможно в силу теоремы Фубини), найдем: 


п—1 


7 = [9 -У м} к 9 = (9) | - 


1=1 


К» (х, у) и (у) ау. 


=. — 


Учитывая равенства (23), (25) и то, что и (2) есть собственная функ- 
ция ядра К»„(х, У), получим: 


д =0, 


что совпадает с формулой (27). в 

Таким образом, та из функций и, (1) (К =1, 2,..., п), которая не 
равна тождественно нулю, является собственной функцией, а соответ- 
ствующее й, — соботвенным значением основного ядра К (х, у). Расемот- 
рим отдельно два возможных случая: 

1. п нечетно. Существует лишь один вещественный корень уравнения 
(23), а стало быть, отличва от нуля лишь та функция их (2), которая 
отвечает этому корню (в противном случае действительное симметричное 
ядро имело бы комплексные собственные значения, что невозможно). 
В’силу формулы (26), эта функция и, (2) совпадает с и (2), т. е. и(2) 
есть сы функция ядра К (2, /), отвечающая собственному зна- 


чению УХ Докажем, что собственное значение /, ядра К» (х, у) не может 

быть отрицательно. В самом деле, если бы ^ было отрицательно, то 

функция и(1) являлась бы собственной функцией основного ядра К (х, У), 
п 


соответствующей отрицательному собственному значению И А, что, соглас- 
но лемме 6, невозможно. Таким образом, в случае нечетного п доказаны 
оба утверждения леммы. 

2. п четно. Прежде всего докажем, что собственные значения ядра 
К„(х, У) не могут быть отрицательными. В самом деле, если ^ отрица- 
тельно, то уравнение (23) не имеет действительных корней, а значит, 
все функции и, (2) (К =1,2,..., п) должны быть равны нулю; но это, 
в силу формулы (26), противоречит тому, что и (2), как собственная 
функция ядра К»(л, у), отлична от тождественного нуля. Таким обра- 
зом, ^ должно быть положительным, а Е существуют два 


вещественных корня уравнения (23), равных чих и и, и, вообще 
говоря, две отличные от тождественного нуля функции их, (2) и и), (5), 
которые, в силу доказанного выше, являются собственными функциями 
ядра К (т, У). Так как и (2) — непрерывная собственная функция, то на 
основании формулы (25) непрерывны и функции и», (2) и и,, (2). Но тог- 
да, по лемме 6, отлична от тождественного нуля лишь та ы функций 


ил, (и) и и), (2), которая отвечает положительному корню -—- У», а в силу 


формулы (26) эта последняя функция совпадает с А ПамНь полностью 
доказана. 
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Две последние леммы позволяют рассматривать вместо уравнения (24) 
итерированное интегральное уравнение 


и (2) = К, (2, Уи (=2,3,...) (28) 
Е 
и для него доказывать существование полной ортонормированной системы 
непрерывных собственных функций. 
Сформулируем прежде всего следующую лемму. 
ЛЕММА 9 *. Если ядра Ку (х, у) и К»(х, у) непрерывны по совокуп- 
ности (х, у) при х=Еу в замкнутой области (8 Е Г) и если 


К, (2, У) =0(и'), ОМ, (29) 

Кз (2, У) =О (ти), 0«%<М, (30) 
то интеграл Кз (2, = \ К, (х, $) К, ($, у) 4з существует и непрерывен 
по совокупности (х, у) пра х=-У и, кроме того, 


Ри ке (0) АИТ 9 если си № а» > М, 
_ (7, У) м Ю [и Гхи Е С), вели си -- 0 = № (С 2 0156). ® 


Взяв в качестве ядер К, (2, у) и К» (т, у) функцию Грина К (1, у) 
нормальной [области # (что возможно в силу п. 2° $ 1) и применив 
должное число раз лемму 9, мы придем к итерации функции Грина, 
имеющей интегрируемый по области & квадрат и обладающей особен- 


востью при х=у. Легко видеть, что таковым будет ядро К И Ри). 
— 1 
4 
По хорошо известной теореме существования [см., например, (*), 


стр. 72], это ядро имеет хотя бы одну непрерывную собственную функ- 
цию. Докажем, что указанное ядро имеет бесконечное множество непре- 
рывных собственных функций. В самом деле, если бы это было не так, 


то для ядра К.м я. (х, у) была бы справедлива билинейная формула 
— | +1 
4 


[см. (3), стр. 83]: 
< ик (2) и, (9) 
К д, у) = МОНА 
Е й ра № 
(здесь {и (2)} — собственные функции, а {^»„} — собственные числа ядра 
К Ома у)) и, следовательно, оно было бы непрерывным, что заве- 
а 


домо неверно. Отметим попутно, что из доказанного ‚утверждения и из 
теорем Фредгольма следует, что А„—> со при Ё-—> со. 


Докажем полноту системы собственных функций ядра К | м |+ (х, у). 
4 
ЛЕММА 10. Система непрерывных собственных функций интеграль- 


ного уравнения (28) при п = [= -- 1 полна. 

Доказательство. Достаточно доказать, что любую функцию 
761, (=) можно аппроксимировать в среднем с любой степенью точности 
линейной комбинацией указанных собственных функций. 

Пусть дано любое в > 0. Обозначим через &5 множество ‘точек, при- 


* Доказательство леммы 9 см. в работе (3), стр. 40. 
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надлежащих области &, расстояние которых до границы Г области $ не 
превосходит некоторого положительного числа д. Построим функцию 


в (Е 32 
= В 5, ( ) 


и выберем д настолько малым, чтобы выполнялось неравенство 


172) — л р <%. (33) 


Очевидно, это возможно, так как / 6 Г. (2). Образуем по функции /]! (2) 
среднюю функцию [см. (°), а 18—20]: 


Дв = т в (а, у; №) (у) ау, 
8 


где 
72 
72—12 Е 
И и приг<й (7Г=Тж), 
0 при г >й, 
72 
=. 
А 
7<1 
Известно, что 1» (1) как средняя функция имеет непрерывные про- 
изводные любого порядка, и, кроме того, для нее справедливо соотно- 
шение: 


} И» (2) — л(®р4=-—0 при #0. (34) 


2 
Поэтому можно выбрать й столь малым, чтобы выполнялись неравенства: 


< ди 
\ Ул (9 — ФР аг< 3. (35) 
Е 
Очевидно, что при таком выборе й функция р» (2) обращается в нуль 
вблизи границы Г области 5. Так как, кроме того, функция Дл (2) имеет 
непрерывные производные любого порядка, то для нее справедливы 
следующие равенства: 


Рь’ (2) = —\ К (х, у) ГЛь (у) ау, Г/ь (Те —\ К (х, у) РТ Ь (у) ау, 
8 8 
Гл (®) = — \ К (о, У) Е 4) 4,... 


Стсюда без труда найдем: 


>| = 


пл] Кн. РФ, (36) 
р 


— 


Так как выражение /, Дл (У) интегрируемо с квадратом по обла- 

сти &, то формула (36) показывает, что для функции [ль (5) справедли- 

ва теорема Гильберта — Шмидта, т. е. [ль (2) разложима в абсолютно и 

равномерно сходящийся ряд по собственным функциям ядра К | м ]-ы (2, у). 
у 4 
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Поэтому найдется такое число т, что 


| = 


где и; (1) — собственные функции ядра К м Ч (° у), а с+ — коэффици- 


т о 
Х сш (9)| @< 3, (37) 


= 


енты Фурье в разложении функции 1» (1) по системе {и; (2)}. Сопостав- 
ляя формулы (33), (35) и (37), получим требуемый результат. 

Обращаясь, далее, к леммам 8 и 5, можно утверждать, что основное 
ядро К (х, У) имеет полную систему непрерывных собственных функций, 
которые являются одновременно классическими собственными функциями 
задачи (1). Таким образом, нами доказана теорема 1, сформулированная 
во введении. 

Нам остается рассмотреть вопрос о связи между классическими и 
обобщенными собственными функциями задачи (1). Этому вопросу по- 
священ следующий параграф. 


8 3. Доказательство совпадения полных систем классических 
и обобщенных собственных функций задачи (1) 


Будем снова считать выполненными предположения $5 1. Опираясь на 
результаты работы (1), докажем, что всякая классическая собственная 
функция задачи (1), отвечающая собственному значению /, является 
одновременно обобщенной собственной функцией этой задачи, отвечаю- 
щей тому же значению Л, и обратно, всякая обобщенная собственная 
функция, будучи доопределена на множестве меры нуль, является клас- 
сической собственной функцией задачи (1). Отсюда будет следовать, что 
полные системыклассических иобобщенных собственных функций совпадают. 

Всякая классическая собственная функция и„(2) задачи (1), если она 
существует, является единственным классическим решением задачи 
Дирихле: 


[и = —} (в области 8), 
(38) 


где функция / (2) равна Лии» (1), а следовательно, во всяком случае не- 
прерывна в замкнутой области (5-- Г) и принадлежит классу с 
в открытой области &. Указанные свойства функции (5) позволяют 
применить к задаче (38) основную теорему работы (15), согласно которой 
классическое решение ик” = и, задачи (38) совпадает с и°б — обобщен- 
ным решением этой задачи. Поэтому для ил (1) справедливо интеграль- 
ное тождество 


ты кл 
У: о аа Ной | в — 4—0 (89) 
Е ь а 8 

для любой функции фе0 (5). Учитывая, что }(2) = ии» (2), а ик” (1), 
классическое решение задачи (38), равно и» (52), на основании формулы 
(39) получим: и - 
| У ой -- си ат — и \ п а (40) 


| дж: 
& 1—1 8 
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для любой $ (®6Р (2), что совпадает с интегральным тождеством, опреде- 
ляющим обобщенную собственную функцию задачи (1). Таким образом, 
всякая классическая собственная функция задачи (1), если она сущест- 
вует, является также обобщенной собственной функцией этой задачи. 

В предположениях теоремы 1 существует полная в Г» (8) ортонорми- 
рованная система классических собственных функций задачи (1), 
каждая из которых, по доказанному, является и обобщенной 
собственной функцией этой задачи. Так как полная система функ- 
ций замкнута, то не. существует никаких других функций из 


класса [,(8), а тем более из класса 2), которые были бы обобщен- 
ными собственными функциями задачи (1). Но это означает, что если 
в условиях теоремы 1 мы нашли полную систему обобщенных собствен- 
ных функций задачи (1), то, доопределяя, в случае надобности, каж- 
дую из этих функций на множестве меры нуль, мы получим полную 
систему классических собственных функций (последняя система сущест- 
вует!). Итак, нами доказана теорема 2, сформулированная во введении. 


Поступило 
9. ТУ. 1959 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССЕ 


Серия математическая 
24 (1960), 777—786 


И. М. ВИНОГРАДОВ 
„ К ВОПРОСУ О ЧИСЛЕ ЦЕЛЫХ ТОЧЕК В ЗАДАННОЙ ОБЛАСТИ 


Дан более низкий, чем предыдущие, порядок остаточного члена в 
асимптотической формуле для суммы значений известной функции # (—8). 


Обозначения. При положительном В обозначение А <<В пока- 
зывает, что | А| В" не превосходит постоянного числа. 
= обозначает произвольно малое положительное постоянное число. 


В одной из моих прежних работ (1) для остаточного члена асимп- 
тотической формулы, выражающей сумму 


®(—1) + (—2) 3... (п) 


(® (—Е) — число классов чисто коренных квадратичных форм отрица- 
тельного определителя — #), был указан порядок 


Здесь для того же остаточного члена я указываю более низкий 
порядок 


Аналогичным путем можно получить более низкие порядки остаточ- 
ных членов и в ряде других асимитотических формул. Например, для 
остаточного члена асимптотической формулы, выражающей число целых 
точек в области шара 2? -{ у? -{ 2* < а?, вместо прежнего 


можно установить порядок 


п 
Так как начало доказательства почти такое же, как и в упомянутой 
работе (*), мы воспроизведем лишь те части этого доказательства, ко- 
торые нуждаются в изменении. Мы будем пользоваться следующими 
двумя леммами, являющимися леммами 1 и 2 работы (*) (в их форму- 
лировках сделаны очевидные исправления). 
ЛЕММА 1. Пусть В, (0, А, ч, г — вещественные числа с условиями: 


Н>0, 05451 03—90, 


причем в интервале 4 < <3г вещественные функции ](т) и ф (2) удов- 
летворяют не равенствам 


А‘ <<<’, ФН 


и весь указанный интервал может быть разбит на конечное число ин- 
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тервалов, в каждом из которых функция Ф(х) монотонна. Тогда имеем: 
3 одет «н(у=+Ия+ш@ +1). 
а<х<г У 
ЛЕММА 2. Пусть НВ, 0, А, 4, г— вещественные числа с условиями: 
Н>>0, 02>А>1, 0<г—9—< 0. 

Пусть, далее, }(х) и ф(5х) — алгебраические функции, степени которых 
не превосходят некоторых постоянных, и пусть в интервале 4 << 
выполнены условия: 


Е < 
Нан, “®< НИ“, 9“®-НИ“. 


Тогда имеет место формула 


У чфем= ХУ А-О(НТ+-Ны(О +), 
а<х<г (а) <®«(г) 
где, определяя тк равенством }’ (тк) = К, имеем: 
+: 9@). пика чл) 
Як ие о, 
Уи» ЧИ 
причем к =1, если К отлично от } (4) # Г (г), и В, = 0,5, если Ё равно 


одному из этих чисел. Наконец, Т <УА и, при нецелых }’ (4) и } (г), 
тавже 


1 1 
та. 


Подобно тому, как в работе ('), мы будем рассматривать выражение 


В = о С, 
т =1 
где 
4% 
<Уз <У—п эт ные 
И’ == № И’, х, И’ = №3 е ь 
х> Уп и>— Их 


причем С„ зависит только от т и С << 7». Но, в отличие от работы (5 
воспользовавшись леммой 14 гл. [ книги (?), здесь мы будем рассмат- 
ривать (»„, определяемое равенствами: 
4 4 
=’ если тх т 
Я == 1 
ее . если т —— ь 
где $ — произвольно большое целое постоянное число, превосходящее 2, 
и 
ю- 
А =п 28 
Для доказательства нашего утверждения достаточно показать, что 


т 
В <п* 
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Из указанных в работе (!) неравенств 
„<тУп--Уп(шп), если т<Ип, 
Й’т <п, если т> Уп, 


следует: 
5. 5 
= п28 <п28 
У сни < У МУКУ нв ну ой, 
т>0 т>0 
с а 
<п? <п 2 
_тУп. 
- т < > ВЕ —— < из, 
Не - +в м Но ь 


28 


я С тИ’т < > о г <п › 


1 


т>п т>п2 


где Вт. Поэтому, преобразовав И’, как указано в работе (1), 
получим: 
19 
В=В, -РО(п®), 


ть 


<п 128 <т >. 2т Ут 
к т Уп в“ Уп (ато — из) 
Во = > Ст я я Ато — а ` 
и>—т и? Зт? 
Ф> 
а ат 
Далее, В, можно разбить на < шп сумм мм имеющих вид 
<м 
21 ; — 
= 4то — и? и? 
т> Мо \ 


где М, и М — целые числа с условиями 


—- 
= м<у *м.. 


Из доказанного в работе (!) легко выводим: 
не 
Ом < Мп м шах | © |, 
ео (ам? Ум (2—и?)) 


Е 


2>2М: | ч>—М 


р 
п28 


1. Суммы Им отнесем к двум 


где & — любое число с условием 0% о 
К первому классу отнесем суммы, удовлетворяющие условию 


классам. 
5 2 


п < М<<п 
а ко второму классу отнесем суммы, удовлетворяющие условию 


2 Ы 
= азы 


п" М<п* | 
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„Для суммы Им, принадлежащей первому классу, повторяя рассуж- 


дения работы ("), получим: 
о 2 рее и 


1 Ш 
+ хз 2-5 п 
Пи <"п* (Мп? -- МЗп =’ Е 
Переходя к рассмотрению суммы Им, принадлежащей второму 
классу, вместо й, указанного в работе (!), возьмем 
1 


6 
Ив | 
Часть суммы ©, отвечающая случаю и =0, будет < 1, а в оставшейся 
части члены си=и’ и и = — и’ будут одинаковы. Поэтому 


= е?тй (ам? -- Уп (2— 142) 
> — и? ы 


%>0 


о<и+ У 


2 


Пусть = [М] -Т ий ее Ме". Тогда #, <й, причем 
Е—1 


о<1+> 9, 
1=0 


<И-Ни 


г?" (аи?-- Уп (2—2) 


=» 


2 


— и 


и> т 


Далее, путем очевидных рассуждений найдем: 


<4М?—и? 
@-=<>>| Х чае, 
и 1 | 2>2М2— и? 


где, ради краткости, положено: 


$ = оси, /@ = Уп(УЕ-У2-И, вши, 


причем и:, независимо от и, пробегает те же значения, что и и,"но 

берутся лишь пары значений и и и, с условием и, и. 
Сначала рассмотрим ©,. Сумма по 2, отвечающая случаю # = 0, бу- 
дет < 1, а сумма, отвечающая случаю # >> 0, согласно лемме 1 (Н=м о 

т 
2 була 

О = М, А=п,: МЕ), будет 
Е о 
=" М! но 
Но число решений # =0 будет <й, а число решений #=г при г>0 

будет < п:”. Поэтому 


5 1 
2 м2 


А а БЕ 1 1 1 
2-2) ИИ РК 


ОР" У (АМ ны 1 М» ое 


т>0 


6 а ВЫ 5. о. 
< -- п (п М "В+ п Ми, О 
Рассмотрим ©; при условии [>> 09. Полагая, ради краткости, 


Я О 
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найдем: 


2 


в=>>151, @=225'|, 6'=>5|5"|, 


№ м м % щ 
<р, 
5= Ход" ®, 
2>1, 
<Р: ) 
= > фе, 
2>2М?—и? 
<» 
5"= > Фе. 


#>4М— и? 


При этом, очевидно, будем иметь: 


©<< || иене. 


Рассмотрим С’. Пусть & равно одному из чисел 0, 1,..., 1—1. 
Тогда и, —и = имеет <<й решений, причем 
и 


при &=0 равно нулю, а при &`>0 удовлетворяет неравенствам 
2 Е<Е< (2 -З) 1 8. 


Отсюда, в частности, следует, что длина интервала суммирования сум- 
мы 5’ будет <<. При Ё =0 найдем: 


5' «М9, 


| а. Е 
а при Ё > 0, применяя лемму 4 (Н = М", (=14, А=п 3 М°(Е) °, 


получим: 
В - а к АЕ т ВН. 
и Е. 

Отсюда выводим: 
1 9. 3 1 № т 


ММ п «МЫ 3, 
Рассматривая С”, очевидно, получим ту же оценку, что и для С’. 
Поэтому будем иметь: 


<8—1 ее ВА 

ив 16" |< 

7>0 
<мМВ-! А Е, и В 

< У (им чи мы) < 
1>0 
не а и 
м ми ет. 


Рассмотрим сумму С при условии 
57 11 


О Че 
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Пусть Ё равно одному из чисел 0, 1,..., 1—1. Тогда и и=ёЁ 
имеет < решений, причем при & = 0 найдем: 


51, 


1 
а при &> 0; применяя лемму 1 (н М ИИ Мн мч), 
получим: 


Е Е я 
5<пМ Е “МА 8 и 2 
Отеюда выводим: 
а о а И Убе вы 
сэь+ У (м ЕП 4 МА 2] 2Е °} < 
Е>0 
АВ Пе а едет 
И 
<, И о ЕВЕ ГЕ Е _5_ 
Иа =< (и +тм О “) <п®. 
1>0 1>0 


Далее, рассмотрим сумму @ при условии / >> 4. Полагая 
. 5 


ЕЯ 
Бы (1) 

иы представим эту сумму в виде 
а=сьб, 


зде С” содержит слагаемые с условием ЕЁ <Ё, а С, содержит слагаемые 
© условием & > Ё,. Очевидно будем иметь: 


ИС] -< 16”! + Гб. 


Рассмотрим С”. Имеем: 


1 5 1 га 1 И 1 © 
т ам 2 АИ : ое и 
"Вт М * ВЧ? (2) п «мы 3 (4)*, 
<8—1 ЕЕ и 5 $ 5 ыаеь м Тат О 
х иат-=< ти И ета а. ) 
1>ь ыы 
а 
<п* ши. 
Рассмотрим Су. Из неравенств 
28 << (2+3) Е 
следует, что { пробегает лишь значения с условием 
а 
ЕТ, То 2, ТЕ 
Каждое из этих значений { принимает <<п= раз. Поэтому 
= 
С, < пе м 15 |, 
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где { пробегает уже все целые числа, лежащие в указанных границах. 
Сумму, стоящую множителем при п=’, можно разбить на < Ши сумм 
вида 
<т: 3 
С = > 15|, << 21. 
> $2 


Рассмотрим одну из сумм С:. Здесь к сумме 5 применим лемму 2. 
Полагая | 


В == Мо Й = М", — —, 


убедимся, что условия этой леммы выполнены. Поэтому, определяя 
2,,: равенством ] (2.1) =9 и полагая 


й (2) = чм, Г (Ь.) =ъ», 
М? 


г Е КЕ 
25, К, | 1) у 1) с Ее. р ) 


к. (х, 1) = Уп(ИУ-,.:-—И%, фт 1) — 7025,4, 


Ф (5, В = 


будем иметь: 


м | А ыЕ 
ее РЕФ, де" о “М*т , 
> а: У? 
Далее находим: 
- вы ЗА Е 
отм. 
<“! <» 
„= 2 | > Фо, дет 

т [> 


Рассмотрим сумму С.. Заметим, что границы суммирования © = 9, = 
=, (1) и о=ь, =5.(1) по © суть убывающие функции от . Пусть 
Е = 0 (5) и 1 = ©, (5) — функции, обратные указанным. Находим: 


С <> УФ(емчо, 
бы о 
где % пробегает те же значения, что и %, причем 
Ф(й =Ф(и, Фо, 8, (0 =%(, 10—00. 


Меняя порядок суммирования, получим: 
< 


С: < т >> ГУ. ъ |, .,, == я Ф (#) ет (0, 


т. 9 и 
где 9, и 2 пробегают целые числа с условиями 
’<и<9, иЗа<и, г=и(т), "= (1), 
ты при данных %, и #, определяются равенствами 
/ = шах (т, © (65), © (0)), 


в. = пт (т, (пр и [0 (т)). 
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Здесь для суммы Г,,,. будем иметь: 


1 
Ф(!и< А, Г—Е<0; Н=пт ? Мед. 
Кроме того, легко находим: : 
9’ — 9’ <п* М 3. 
Часть правой части последнего неравенства для (3, содержащая 
суммы У, ь с условием х =®., будет 
«тени М. 


Рассмотрим сумму Г.,,. при условии, что %, не равно % и, именно 
будем предполагать, что 9% >о (случай т, < рассматривается анало- 


гично), причем, ради удобства, полагаем ©, — о = ш. Находим: 


Ве 1 
94 (5, 1 У» Ри 
- = и 
а з 
924 (г, _ _ Уп Пи = 
с д: 
Но 
рН м 
а в, 
3 8202 За 
и ®,Ё 
аа, 59 я 91 о 2 =0, 
УЗ 8" 
2 | И ВЕ в 
91 а О И 
От. и (2: — И о. 
Поэтому 
924 (э, 8) Ут 1 
И п, 1), т (2, = — 4 Е В 
22 > (2, фе 2) 
Следовательно, 
924 (1) 
о? = т (%%, И) Ц (>, 1) 
Далее, находим: 
Е ты 
2 
ди, 1) зи ще: 92, 1 
д т Ут Е Ва ИОр , 
о 
причем из написанного выше равенства, связывающего 2, ; иф, следует: 
У НЫ 
4 ([- = 0) ) дэ ни 
д2,, за Л 
9 Уп АЕ 
и -® 
Поэтому, согласно формуле Лагранжа, найдем (> лежит между и и 5): 
Е и. 
к (2—0 )ы 


912 Я 


ЧИСЛО ЦЕЛЫХ ТОЧЕК В ЗАДАННОЙ ОБЛАСТИ 785 


Вместе с тем получим: 


ео —_ дм 


и, применяя лемму 1, найдем: 


У: т +ИЯ-- шп) -<в ме (мит + М-ни = 


Соответствующая случаю 2, > р часть @* будет 


<” —’ 1 1 ый 
<т(" — 9’) 22 (м п 2 к 


10>0 - 


Следовательно, 


А це 
С —<М тп М 4з4-т 4М?т?, 
ь Е я ОИ 
бт" (М-Т п М «та + МЗТ?) < 
Пи ме ая 
<" (М + Моча п + ММЗ) 
Поэтому 
=. ы ЗЕ и Ве Буенанунет нь 
ис > ен к 
Г>Ьь > 


=” З т 


1 ЕВ: мы 
<пз (МЕ з+ пе Май зп 


Основываясь на доказанном, получим: 


9 зыР НЫ 
< п я Пи <п М2м. 


При М Ее. находим: 


а при м>— имеем: 
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Отсюда и следует наше утверждение. Именно, 


з 
4п Е 


(2) +.) = п +0 (8. 


$ 
а = 
> 53 
Поступило 
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ПРИВОДИМЫЕ ЛОКАЛЬНО НИЛЬПОТЕНТНЫЕ 
ЛИНЕЙНЫЕ ГРУППЫ 


(П редставлено академиком А. И. Мальцевым) 


В работе устанавливается необходимое и достаточное условие пол- 
ной приводимости линейной локально нильпотентной группы над со- 
вершенным полем. Изучение приводимых локально нильпотентных и 
нильпотентных групп степени п.полностью сводится к изучению неприводи- 
мых локально нильпотентных инильпотентных групп меньших степеней. 


Пусть <Ё (п, Р) — полная линейная группа над некоторым полем Р, 
а Г — ее локально нильпотентная подгруппа. Очевидно, все матрицы 2 
из Г можно одновременно записать в виде 


@1(8) @(8) --: @лк(8) 
| и 
0 0 -.° @к(8) 
где отображения 
в—а; (5), а, (2) 


являются неприводимыми представлениями группы Г. Если два представ- 
ления #->а:(2) и &->а;(5) эквивалентны, то мы будем считать а; (8) = 
= а;(8) для всех 8 ЕГ. 

В работе (3) доказано, что если поле Р алгебраически замкнуто, 
то матрицы (1) группы Г одновременно приводятся к следующему 


виду: 


А, (5) 0 АНИ 
О (3) 
4 ИЕ 
где : 
а, ” в (=) а, (5) ры А, (=) а, (=) 
м ) соя № И 
о ль ди 
0 0 5: (6) | 
отображение 


8 —>а, (8) (5) 
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— неприводимое представление Г, степени и, группы Г, совпадающее с 


одним из представлений (2), а Аав (8) ЕР. 

Ниже доказывается, что аналогичная теорема справедлива и при 
произвольном совершенном поле Р. Однако в общем случае Лав (=) из 
(4) будут не элементами поля Р, а матрицами степени п, над Р, пере- 
становочными с каждой матрицей представления (5). Отсюда следует, 
что всякая локально нильпотентная подгруппа СЁ (п,Р) над совершен- 
ным полем Р содержится в прямом произведении ЁН двух подгрупп 
СГ, (п, Р), где Е — вполне приводимая локально нильпотентная подгруппа, 
а Н— нильпотентная подгруппа, все собственные значения матриц кото- 
рой равны единице. В частности, максимальная локально нильпотент- 
ная подгруппа СЁ(п,Р) является прямым произведением таких под- 
групп. Далее оказывается, что каждая подгруппа группы Ё вполне 
приводима и ни одна отличная от единичной подгруппа Г группы Н не 
является вполне приводимой. 

Для максимальной локально нильпотентной подгруппы Г группы 
СГ (п,Р) это разложение однозначно: Н состоит из всех матриц Г, 
собственные значения которых равны единице, а Р — из всех 4-матриц 
(определение ниже), содержащихся в Г. 

Если Р =СЕ(р*), то Н — р-подгруппа Силова группы Г. 


$ 1. Критерий полной приводимости локально нильпотентной 
линейной группы 


Определение. Матрицу ав СЁ (п, Р) мы будем называть 4-матри- 
цей, если над некоторым расширением поля Р существует диагональ- 
ная матрица, подобная а. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Р — совершенное поле *, а С — локально нильпо- 
тентная подгруппа СГ (п,Р). Группа С тогда и только тогда вполне 
приводима **, когда каждая ее матрица является 4-матрицей. 

Доказательство. Пусть С вполне приводима; докажем, что все 
ее матрицы суть 4-матрицы. Пусть сначала С неприводима и 2: ЕС. 
Если 

Вл» ба, . 38 (6) 
— максимальная система матриц из С, линейно независимых над Р, 
то группа Н, порожденная матрицами (6), будет неприводимой ниль- 
потентной подгруппой СТ, (п, Р). Как показано в (') [см. также (?)], 
индекс центра неприводимой нильпотентной группы над произвольным 
полем Р конечен и не делится на характёристику Р, следовательно, 
81 = с, где с принадлежит центру группы Н и не делится на харак- 
теристику поля Р. Минимальный полином Фф(7) матрицы с неприводим 
над Р, и так как поле Р совершенно, то ни в каком его расширении 
Ф(2) не имеет кратных корней. Минимальный полином матрицы 21, 
очевидно, является делителем полинома $Ф(2). Так как Ё не делится 


* 
Как показывают примеры, теорему 1 нельзя распространить на случай несо- 
вершенного основного поля. 
*#* О > 
Т. е. пространство Р( ), в котором действует (, представляется в виде пря- 
мой суммы неприводимых инвариантных подпространств. 
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на характеристику поля Р, то ф(1^) также не имеет кратных корней 
и, следовательно, 2: над полем разложения своего минимального поли- 
нома приводится к диагональному виду. 

Если теперь С распадается на { неприводимых частей, то матрица 
2ЕС вида 


а К 0 
—— 0 - 0 
0 0 51 


приводится к диагональному виду в поле разложения минимальных 
полиномов матриц 21, 82,...,8. Таким образом, каждая матрица & ЕС 
является 4-матрицей. 

Пусть, обратно, С состоит только из 4-матриц. Поместим @ в 
СТ (п,К), где К — алгебраически замкнутое поле, содержащее Р. Тогда, 
в силу вышеприведенных результатов [см. (3), (4)], матрицы 56 
можно одновременно записать в виде 


8=1(8)] (2), 
где 
с, (8) Х Е», 0 0 
0 С2 (5) х Еъ, 0 
И м к (7) 
0 0 р (в) Х Е, 
Ес — единичная матрица степени 0, 
| Але (8) Аа у, (8) 
с, (8) = | 0 1 Е. 
В ива 


Х — знак кронекерова произведения матриц, 


Е, Х аи (8) 0 0 
0 ‘Е, ха 0 
МР 19. м О | ® 
0 0 Е! Х 4 (8) 
причем отображение &— а, (=), У=1,2,...,р, — неприводимое над К 


представление группы С. Все матрицы /(5) вида (8) образуют локально 
нильпотентную подгруппу ЁР группы СЁ (п, К). Очевидно, для любых # 
и в: из С 

71(8) № (81) = (81) 1 (8). 


1(8) Е = 87 @). 


Все матрицы / (2) суть 4-матрицы. Так как 86С — также 4-матрица и 
& перестановочна с /(2), то ий(2) = [1 (8)] * & является 4-матрицей. Но 
#(2) вида (7) лишь тогда 4-матрица, когда #(8) = Е». Следователь- 
но, &=/(8) и поэтому С вполне приводима над К. 


Отсюда следует, что 
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Покажем, что С вполне приводима и над Р. Действительно, линей- 
ная К-оболочка группы С — полупростая алгебра. Отсюда следует, что 
и Р-оболочка группы @ полупроста (ибо радикал алгебры при 
расширении основного поля не может исчезнуть). Значит, С вполне 

приводима и над Р. Теорема доказана. 
] Следствие 1 *. Всякая. подгруппа вполне приводимой локально ниль- 
потентной линейной группы вполне приводима. 

Следствие 2*. Пусть две матрицы. порождают нильпотентную 
группу и каждая из них — 4-матрица. Тогда из произведение — также 
4-матрица. 

В самом деле, если 4 6 Ри. ЕЁ (см. доказательство теоремы 1), то 
и а, 4. ЕЕ. 

„Теорему 1 можно еще сформулировать так: 

`ТЕОРЕМА 1-Ъ1з. Локально нильпотентная подгруппа . СГ/(п, Р) над. 
_ совершенным полем Р тогда и только тогда вполне приводима, ‘когда она 
обладает системой образующих, состоящей. из 4-матриц. 


$ 2. Одна лемма из теории матриц 


ЛЕММА 1. Пусть Р — совершенное поле, 


= [ ^ | вар 
- [о |Е6Е4%ьр), 


и пусть минимальный полином $(х) матрицы с неприводим над Р. 
Тогда в Р [<] есть такой полином }(х), что 


по-[ 


и Ф(2) — минимальный полином матрицы (а). 

Доказательство. Так как ф(5) — минимальный полином матри- 
цы с, то [ф (4)? =0. Но Ф(5) неприводим над Р, поэтому минималь- 
ный полином матрицы 4 либо совпадает с ф(2), либо равен [ф(2)]?. 
Если имеет место первый случай, то лемма доказана. Рассмотрим вто- 
рой случай. Пусть $’ (2) — производная ф(5), тогда Ф’ (2) и ф(2) вза- 
имно просты, ибо поле Р совершенно. Следовательно, в Р[1] сущест- 
вуют такие полиномы и(5) и 4(5), что 


Ф(2) и (2) —Ф' (2)9 (2) =1. (9) 
” Положим 


1 (2) =2--$(2) 9 (2). (10) 
‚ Тогда 


$17 (2)] = Ф [2 -- $ (5) 4 (2)] = $ (2)  Ф'(2)4 (+) Ф(2) + [Ф (2) т (2). 
`Отеюда и из (9) получим: 
ФИ (2)] = $ (2) + [Ф (2) и (2) —119(2) -- (Г г (2) = 
=и (2) [® (2) 7 -- ® (®)Г т (2). 


* Основное поле предполагается совершенным. 
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Поэтому 
ФИ (2)] =0 ([Ф (2) 


и, следовательно, ф[/ (4)] =0, ф(2) — минимальный полином матрицы 
1 (а). Из (10) видно, что 
[Я Ь: 
И 


{ 


$ 3. Первая основная лемма 


Пусть Р — произвольное поле и Г— нильпотентная подгруппа 
СТ, (п,Р), состоящая из матриц # вида 


И 


где отображения &—>а(8) и #->с(5) суть неприводимые неэквивалент- 
ные представления группы Г. Будем считать, что Г содержит все мат- 
рицы ^Ё„, ЛЕР, Л-=0. Пусть в — степень а(2), у — степень с(2). 
Тогда имеет место следующая 

ЛЕММА 2. Если матрица } вида 


и [6" в, из 


содержится в группе Г матриц (11), то ] = Ем. 

Действительно, коммутатор матрицы / с любой матрицей (11) имеет 
вид (12). Отсюда и из нильпотентности Г. следует, что если / = Е», то 
в центре группы Г найдется отличная от ЕЁ» матрица 


(11) 


Е 2) (43 
= | 18 (13) 
Из равенства 2й = йв находим: 


@(8)$ = 56 (8) 
для всех 2ЕГ. Поэтому $ =0, что противоречит (13). 


Следствие, Если 
АР 
р 0 С Е 


и а:а(в) =а(в)а:, сс (Е) =с(8)с1 для всех ВЕ6Г, то ] принадлежит 
центру группы Г. 

ПЕРВАЯ ОСНОВНАЯ ЛЕММА. Пусть локально нильпотентная под- 
группа Г группы СГ(п,Р) над совершенным полем Р состоит из мат- 
риц # вида (11). Тогда все ее матрицы можно одновременно трансфор- 
мировать к виду 


а(=) 0 
ы 44 
5 Е не (19) 
с помощью матрицы > 
Е» $ 
2 Г 
Керни 142 
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Доказательство. Докажем сначала первую основную лемму 
для того случая, когда группа Г нильпотентна. Так как индекс центра 
неприводимой нильпотентной группы конечен и не делится на харак- 
теристику поля [см. (1) или (2)], то для каждого &ЕГ существует та- 
кое целое , взаимно простое с характеристикой поля Р, что 


где с:а(2) =а(8) с: и с2с(8) = с(8)с› для всех 8Е6Г. В силу следствия 
из предыдущей леммы, &* принадлежит тогда центру группы Г. 
Линейная Р-оболочка [7] группы есть коммутативная алгебра, все 
матрицы которой перестановочны с каждой матрицей Г. 


Если 
®. ы 
Г 0 22 


— нильпотентный элемент [7], то 2, =0, 2. =Ои 


т °в 


Но если матрица с вида (16) коммутирует со всеми матрицами (11), то 
с =0. Поэтому алгебра [2] полупроста и, следовательно, является 
прямой суммой полей. Значит, все матрицы [7] суть 4-матрицы. Так 
как для всех вЕГ 2*ЕЙ и К не делится на характеристику поля Р, то 
и 5 ЕГ также суть 4-матрицы. Полная приводимость группы Г дока- 
зана. 

Надо еще доказать, что матрицу, трансформирующую группу Г к 
виду (14), можно считать имеющей вид (15). Если ил, и»,...,иь, 
Ир4а,...,Ип — базис пространства Р®, в котором матрицы Г имеют 
вид (11), то пространство 0О:, натянутое на векторы ил, И2,..., И, 
инвариантно. Так как группа Г вполне приводима, то существует 


дополнение (0, пространства 0О., также инвариантное относительно Г, 
и Р® есть прямая сумма: 


ры р 0, Е 0. 
Отсюда следует, что матрицы (14) можно трансформировать к виду 
=. т 0 | 
В М 5 
с помощью матрицы 
№ ГЕ» р] 
а 
Если теперь 
= 
и. 


то матрицы с\1ес, где в — матрицы (17), имеют вид (14). Для нильпо- 
тентных групп лемма доказана. 
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Рассмотрим теперь случай, когда группа Г локально нильпотентна. 
Пусть 


81, 82... › бк (18) 


— ее максимальная система линейно независимых матриц. Тогда груп- 
па Н, порожденная (18), приведется к виду (14) с помощью матрицы 
вида (15). Все другие матрицы Г — линейные комбинации матриц (18), 


следовательно, Г приведется к виду (14). Первая основная лемма дока- 
зана. 


$ 4. Вторая основная лемма 


ВТОРАЯ ОСНОВНАЯ ЛЕММА. Пусть локально нильпотентная. под- 


группа Г группы СЁ (п,Р) над совершенным полем Р состоит из матриц 
вида 


и ры в (19) 


й ба @) 


где отображение 5 —>а (8) — неприводимое представление группы Г сте- 
п 
пени т=-. Тогда все матрицы группы Г с помощью матрицы 


о 
1 
можно одновременно трансформировать к виду 


[и Я 
не а) | 


где 1(2) принадлежит централизатору Т группы А, пробегаемой а (3), 
в полной матричной алгебре Ри. 

Докажем вторую основную лемму сначала для нильпотентных групп. 
Пусть 7, — центр Г, а С, — центр А. Мы будем предполагать, что все 
матрицы ЛЕ, (Л ЕР, ^-Е0) принадлежат группе Г. Простые вычисления 
показывают, что матрица вида 


Ви. 0 
ок, ея) 
из СЁ(п,Р) тогда и только тогда перестановочна со всеми матрицами 
2ЕГ, когда БЕТ. Поэтому мы можем считать, что все матрицы вида 
(21) из СГ (п,Р), у которых БЕТ, принадлежат Й.. 
Предпошлем доказательству второй основной леммы несколько 
вспомогательных предложений. 


ЛЕММА 3. Пусть 
Нин 
[о в, | 


— матрица из СЁ (п,Р). Если для любого БЕГ (5,1) = ве ТЕ И, то 
й перестановочна с каждой матрицей Г. 


(20) 
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Доказательство. В силу (19), 
Е® а(в) [а (в) — 681 

ем -[о ре 
где при любом 26Г 

ада -Ь=ыЕТ. (22) 
Из (22) вытекает: 

а (8)6 — а (в) =Ва(в). 
Так как матрица а(2)6 — 6а (2) перестановочна с а(8), то она нильпо- 
тентна [см. (5)]. Отсюда следует, что 6, — вырожденная матрица. Но 
Т — тело, поэтому 5, =0. Лемма доказана. 
ЛЕММА 4. Если матрица 


ее ь 


принадлежит Г, то она находится в ее центре 21. 

Доказательство. Пусть матрица й вида (23) принадлежит Г, 
но не принадлежит 0,. Очевидно, (8,й), где вЕГ, также имеет 
вид (23). Так как группа Г нильпотентна, то существуют такое 
целое >14, что 


о о 
для любых 11, 2.,....Жь из Ра и такие? вл, 22,... 2 1 ЕЕ, 91 
ВИ ИГ ПРО (24) 
Однако матрица й = (8,—,...,(81,Й)...) удовлетворяет условию лем- 


мы 3 и, следовательно, находится в Я. что противоречит неравенству 


(24). Лемма доказана. 
Будем теперь рассматривать такие матрицы 


в | 
Е В | Си, Р), 


что сЕС, и для ВЕГ (5,0) ЕЙ. 
ЛЕММА 5. Пусть 


ВЕ 05) 


— матрицы из СГ (п, Р) такие, что с ЕС, с ЕС, и для любого вЕГ 
(2,2) Ел, (8,51) 6 21. Если чЕР, ВЕР, а и = а + Во, — невырождениая 
матрица, то ($, и) 6 2, при любом ВЕГ. 
Доказательство. В силу леммы 3, 
Г" + 
(2, 5) > 0 НЯ 
СЕТ, ЕР) 
Иа 
(5) =| 0 и 
Следовательно, (5,591) = (8,5) (8,51) 6 2., (8, 50,1) 62.. Поэтому доста- 
точно доказать лемму для того случая, когда ®, = Ев. 
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—1 
> 
ел 


Положим 


’ Тогда из равенства 


| Ь(8) || + ВЕ» 
[0 @(2) 0 ае -- я | 


ее. 28 |] Гас + ВЕд 96 а(8) 6 (8) 
150 г || 0 |. Не] 


| находим: 


ва (8) В -- 6 (в) с -- ВВ (=) = 
= (я + ВЕ») 6 (8) + фа (5) + 2“ (вс 4 ВЕт)а (8). 
Отсюда следует: 
дав (ое -- ВЕ») = а [а (в) В — ва (в) (в) с — 6 (ВИа(в)р". (26) 


В частности, при & = 1, В = 0 получим: 


170 = [а (8) 6 — Ва (2) Е 5 (5) с — сб (в) а (&) |". (27) 
По условию леммы, 20° сЕТ. Но из (26)‘`и (27) вытекает, что 
228 (ос Е ВЕт) = 927% с. 
Поэтому хав@Т и (8, в) ЕД... 
Лемма доказана. 
ЛЕММА 6. Если и = р + Во. (5,5, — матрицы вида (25)) — вырожз 


денная матрица, то она перестановочна с каждой матрицей Е ЕГ. 
Доказательство. Так как и вырождена, то. 


$ Е оф 
ар, * -- ВЕ, = р, О 


Для любого 1 Е В (ТЕР), в силу лемм 5 и 3, оо '-- ТЕ» перестано- 
вочна с каждой матрицей 2 ЕГ. Но 
(1— В) Ем Ь ] 
Е ее 
ар: "ТЕ = | 0 (=) и 


Следовательно, ВЕТ, 


0 6с, 
"= [о НЕ Вс ЕТ. 


Лемма доказана. 
80 

Очевидно, все матрицы ®ЕГ вида ® = м я ] ‚ где сЕеС,, образуют 
подгруппу Г группы Г. | 

ЛЕММА 7. Если невырожденная матрица и содержится в линейной. 
Р-оболочке [Г] группы Г, то. для БЕГ (в, и) Е 2. 

Доказательство. В силу леммы 3, для любого 96Т (5,5) 62... 
Пусть и — невырожденная матрица из [7]. Тогда мы можем напи- 
сать: 

и = 1 + 9. |... в, 
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где 
о, ЕР, 0 = 0, 9, Г, а аа, а 


Рассмотрим г матриц: 


и = 0101, Ш = + 9203, ..., Ш = И, = Иру -- 9.9, 
Если и1, из,..., и, 1 невырожденны, то из леммы 5 следует, что (5, и) 6 21 
ри любом &ЕГ. Пусть ил, из,..., Ик невырожденны, а и, — вырожден- 


ная матрица. Тогда матрица и»: невырожденна. В силу леммы 6, 


и 
ы- [о И ЕТ, 


Инт = Ик -- Яка Ока. 
ка — 0 МЕ. | ^ ЕР , 


то, в силу леммы 3, матрица их, перестановочна с каждой матрицей в 6 Г. 
Если же 


Если 


@ 2 
1 — | , сЕС:, но с РЕю, 


то и’: можно записать в виде 


—1 
Ик+1 = Ик -- Ев -- ока (941 — Ч Ев). 
Тогда 


(в, ик НЕ») = Е, (8, 9ы— Ча Е») Е 2, 


и, значит, (&, ик 1) 6 2.. Отсюда и следует лемма. 
Алгебру ["] можно гомоморфно отобразить на поле Ё, изоморфное 
некоторому расширению основного поля Р. В самом деле, если 


4Ь 
и = 
[а] 
пробегает алгебру [У], то 4 пробегает линейную Р-оболочку [С!] центра 
С, группы А. Следовательно, соответствие и —>4 является гомоморфным 
отображением [Г] на поле Ё = [С1]. 
Так как Р — совершенное поле, то в ЁР существует примитивный 
элемент с: 
РТО 
Выберем в [У] такую матрицу 


сф 
и— } 
0 с 
которая при гомоморфизме отображается на примитивный элемент с 
поля Р. Очевидно, множество И всех невырожденных матриц алгебры 
Р[и] является коммутативной группой. В силу леммы 7, каждый. эле- 
мент из 0 перестановочен с любой матрицей $ ЕГ с точностью до мно- 


жителя из 7,. Очевидно, ИГ = ГО — также нильпотентная группа. Мы 
можем считать поэтому, что Г содержит 0: (И С. 2,5. Если теперь 


р. 


принадлежит; Г, где 26С,:, то 2 = } (с), где 71 (2) ЕР [4]. 
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Покажем, что в 0 есть матрица 4, минимальный полином которой 
совпадает с минимальным полиномом примитивного элемента с. Дейст- 
вительно, в 0 есть матрица и вида 


с ВБ 
а 


В силу леммы 1, в Р[2] существует такой полином }(2), что мини- 
мальный полином матрицы 


ь, 
== (28) 


совпадает с минимальным полиномом матрицы с. 
Ясно, что матрица @ вида (28) с помощью матрицы 


[А] 
и У 


с 0 
-| и Еьже (29) 


приводится к виду 


и, следовательно, мы можем считать, что в Г содержится матрица (29), 
где с — примитивный элемент поля Ё = [с] =Р [с]. Очевидно, 4ЕЙ.. 

ЛЕММА 8. Матрица 4=Е. Хс, где с— примитивный элемент 
поля Е, содержится не только в 7, но ив Й.. 

Доказательство. Очевидно, 

1 ИЯ 
Я =[о”Е, |, з6Т, ве6Г. 

С другой стороны, же 
ака (в) = (в) с — 66 (в). 
Матрица с перестановочна с 6 (2)с — с6 (5). Следовательно, х = 0, 462, 
[см. (5)]. 


Следствие. Всли 


а(8) 6(8) 
абы «= |0 о 


.6 (8) 2 = 26 (8). (30) 
ЛЕММА 9. Если матрица 


2 6 
1 : 


где =@С1, принадлежит группе Г, то ГЕЙ.. 

Доказательство. Коммутатор (в, /), &ЕГ, очевидно, имеет вид 

(в./)= в Е, | 
В силу леммы 4, (8, /)62., ЗЕТ. С другой стороны, из соотношения 
27 = (в, №) {в можно получить [ем. (27)]: 
2 = [4(8)6 — а (8) +6 (8) 2 — 26 (8)] [а (в) 2 
Так как 2 — полином от с, то, в силу (30), 6 (8) 2 = 26 (8). Поэтому 
12а (в) =а(в)6 — ба (в). 
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Матрица: &(8) перестановочна с коммутатором' а (#) 6 — ба (5). `Следо- 
вательно, д = 0 [см. (5)], (2; /) = Е», 1621. Лемма доказана. 
Из леммы 9 следует, что центр Й, группы Г можно считать состоя- 
щим из всех таких матриц 
А 
ь 


что 26С:, [ЕТ. Очевидно, 0, можно представить в виде прямого про- 
изведения 7, = МИА, где М состоит из всех матриц вида 


Г2 | С 

[0 2. , 26 1, 
а Н — из всех матриц вида 

ГЕ Ё 

"Е. 167. 


ЛЕММА 10. Индекс центра 7, в Г конечен, Г: 7: = А: С\. 
Доказательство. Индекс центра неприводимой нильпотентной 
линейной группы конечен. [см. (*)]. Пусть а1, 4»,... ‚ ах — полная система 
представителей смежных классов А по С:. Тогда в Г существует Ё та- 
ких матриц 21, 8, ..., 8» 970 
а; 6: 
5-9 в} а О о 
Для любого ЕЕГ можно написать: 
2а; и: 
== 26С.. 
Е а; а 
В силу леммы 9, 


р 2 в: 
= "| 62, 


поэтому Г:7,= А:С.. Лемма доказана. 
Пусть М — мультипликативная группа поля Р. Рассмотрим смежные 


классы группы Г/М =Г шо 2, /М = 2.. 


ЛЕММА 11. В каждом классе Г по 7 имеется один и только один 
элемент конечного порядка, взаимно простого с характеристикой поля Р. 
Доказательство. Пусть #ЕГ, 


‚о 


Пусть классе а(8)С, из А/С, имеет порядок [. Тогда { не делится на 
характеристику поля Р([1]) и 


2 
“| . |, м 
В группе Н есть матрица 


ри | 
>. 
для которой 


| 
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Пусть 5: = 2й, = М ЕГ, &М 687. Очевидно, порядок 2, равен [. 
Единственность элемента конечного порядка, взаимно простого с харак- 
теристикой поля Р, доказывается аналогично. 


Все элементы нильпотентной группы Г, порядки которых конечны и 
не делятся на характеристику поля Р, образуют ее нормальный дели- 
тель № =М/М. В силу леммы 11, Г- Ма, следовательно, 


ГМИ, = МН: (31) 


Из леммы 11 также следует, что произведения Г = М, и Г=МН 
прямые. 

Доказательство второй основной леммы. Пусть сначала 
группа Г матриц & вида (19) нильпотентна. Тогда Г = МНЯ. Все элементы 
группы Л суть 4-матрицы, поэтому, в силу теоремы 1, группа М вполне 
приводима. Из (31) следует, что М обладает двумя неприводимыми 
частями, следовательно, матрицы 8,6 можно одновременно привести 


к виду 
0 
ее Ро вы 


при помощи матрицы 


перестановочной со всеми [#ЕН. Так как Г = МН, то матрицы 86Г 
примут после этого вид (20). Для нильпотентных] групп вторая основ- 
ная лемма доказана. 

Пусть теперь группа Г локально нильпотентна. Положим 


а; Ь; с 
в = [2 в} ЕН 2..5 (32) 
где а1, а.,..., а; — максимальная система матриц из А, линейно неза- 


висимых над Р. Тогда группа В, порожденная матрицами (32), будет 
нильпотентной группой с двумя неприводимыми частями. Пусть В со- 
стоит из матриц 

‚_[°® 5%] 

О чаи 

Будем считать, что для всех / 

Ь (В) = Е (п) а (й), (34) 
где #(й) — матрица, принадлежащая централизатору Г группы Н, про- 
бегаемой а(й), в полной матричной алгебре Ри. Если 


(33) 


а в 
5= | |ег\в, 
Фо © 


то группа С, порожденная В и 6, есть нильпотентная группа с двумя 
неприводимыми частями. Если С состоит из матриц 


ен] 


где отображение с-+а(с) — неприводимое представление группы С, то 
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в СЁ (п, Р) существует матрица 


Ре 
т | ыы 
такая, что р 
а (с с) а (с 
а =| ИВ й (35) 


где /(с) принадлежит централизатору Г группы, пробегаемой а (с) в Рю. 
Так как матрицы й вида (33) содержатся в С, то 


й п) а ( 
ду М те, 


Отсюда следует: 
а (й) Е(®) а(®] ГЕ $ зи ‹5 а(й) 7 (в) а(#) 
[о а (#) И А) 0 м. а (#) |: 
или 
а (в) — за (п) = /(®) — Иа). (36) 
В силу (36), матрица [/(й) —(#)] а(#) перестановочна с а(й) и 


поэтому нильпотентна [см. (5)]. Но а(й) — невырожденная матрица, 
а /(#) —#(#) принадлежит телу Т, поэтому {(й) — (1) = 0, 


а (1) $ = 5а (№), ЗЕТ. 


Следовательно, из (35) будем иметь: 
а (с) 6(с) |. | [о" 5 р И 
| на 0 Е, О ро ое | 


Ь (с) = 1 (с) а (с). 
Из равенства (36) вытекает, что все матрицы группы Г имеют вид (20), 


если только матрицы группы В имеют вид (33) с условием (34). Вторая 
основная лемма доказана. 


или 


$ 5. Редукция к неприводимым группам. Уеловие нильпотентности 


В этом параграфе изучение приводимых локально нильпотентных 
подгрупп группы СЁ(п, Р) над совершенным полем Р полностью сво- 
дится к изучению неприводимых локально нильпотентных подгрупп 
меньших степеней. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть Г — локально нильпотентная подгруппа СГ, (п, 7 
над совершенным полем Р. Тогда пространство Р, в котором дейст- 


вует Г, можно представить в виде прямой суммы таких инвариантных 
относительно Г подпространств 


В аа И 


что в каждом из этих подпространств Г; Г индуцирует группу Г, все 
неприводимые части которой эквивалентны. 


у 
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Доказательство. Можно считать, что все матрицы 8 группы Г 
имеют вид 


а. (=) ал1з (в)... аль (8) 


0 а о БЕ 
и (т) 
0 0 в. а) 
где отображения 8-4, (2), &=1,...,$, суть неприводимые представ- 


ления Г; степени п; группы Г. Если все Г; эквивалентны, то теорёма три- 
виальна. Если же не все Г; эквивалентны, то существуют «рядом стоя- 
щие» неэквивалентные представления Г; и Г;.,. Отображение 


_ [а;(8) азы (8) 
вв, [6 ыы НЯ 


есть гомоморфизм группы Г. В силу первой основной леммы, суще- 
ствует матрица 

пе ыы $ 

ан В: 


трансформирующая все &, к виду 


А, 


ау41 (8) 
Если 
В ту 0 0 0 
0 д. $; 0 
Е : 1, 
0 м ея 0 
0 я ее 


то после трансформирования матриц (37) с помощью # на месте аз, (Е) 
для всех с будут стоять нули, а акк (8), К -Е 7, останутся неизмен- 
ными. Можно считать поэтому, что в (37) а: +. (8) =0 для всех &ЕГ, 
если только представления Г; и Г;, неэквивалентны. 

Если для всех &Е6Г а; (2) =0, когда Г; и Г; неэквивалентны и 
7<Е-РЕ, 1, то рассмотрим отображение 


а:(#) азз(5) Зее ай 
в, = | не 1=Е- А. (38) 


Легко проверить, что отображение (38) есть гомоморфизм, и, следова- 
тельно, в силу первой основной леммы, существует матрица 


трансформирующая все 8;, к виду 


Е (5) Е 
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Если 
Рот ЕЙ 0 0 
1 = 0 Ти 0 Ю 
0 Е; нЕтв 
где 
Е 0 51) 
р а о Рич 0 , 


то после трансформирования матриц (37) с помощью #Ё на месте а; (5) 
для всех Г окажутся нули, а другие ат (8) с [< т - К сохранятся. 
Можно считать, следовательно, что в (37) а:; (8) =0 для всех зЕГ, если 
представления Г; и Г; неэквивалентны, а тогда, применив некоторую 
подстановку к базису Р®, можно эквивалентные части группы Г поста- 
вить рядом. Теорема доказана. 

Из теоремы 2 следует, что достаточно изучить лишь такие локально 
нильпотентные подгруппы СЁ(п, Р), все неприводимые части которых 
эквивалентны. Матрицы группы Г можно считать тогда имеющими вид 


@(8) а1-(8) - - - @лк (8) 
о, (39) 
о, 


где отображение #—>а(8) есть неприводимое представление группы Г. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть локально нильпотентная подгруппа Г группы 
СГ(п,Р) над совершенным полем Р состоит из матриц $ вида (39). 
Тогда группа Г сопряжена в СГ (п, Р) с группой матриц 


9(8) 1: (8)а(8) - - - вк (8) а(8) 
08) '-- (а) | (40) 


О В СОМ, еек 


(=) 


где 15 (5) принадлежит централизатору Т группы А, пробегаемой а (Е), 
в полной матричной алгебре Ри. 
® 
ЛЕММА 12. Пусть матрицы в локально нильпотентной подгруппы Г 
группы СТ (т, Р) имеют вид 


а(8) с1»(8)а(в) - - - с1-1(8) а (8) алз (8) 

РК Ок 9 -** (23—18) а (8) с» (в) а (8) я 
0 0 и а (5) Сев (в)а(8) |' =”. 
0 0 к 0 а (5) 


где а(#) пробегает неприводимую локально нильпотентную подгруппу А 
В т 
группы СГ, (в) @ с; (8) принадлежит централизатору Т группы А 


в полной матричной алгебре Рт, и пусть С —егруппа, состоящая из 
$ 
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’ всеф матриц 

| 

| 


Ет Са О 
0 а р 
в = ев 6. (42) 
0 0 а 


5 


„ Тогда группа СГ = ГС локально нильпотентна. 


Для доказательства леммы достаточно установить, что группа Ё = СН, 
где Н — нильпотентная подгруппа группы Г, нильпотентна. Как пока- 
зывают простые вычисления, матрицы 


И И 
0 р аи 00 

= сы 6 (43) 
0 0 ОА 


коммутируют со всеми матрицами группы Г и поэтому содержатся 
в центре Р. Коммутатор матрицы 


2 Ет. 0-е Са 
0 т 55 5) Сов 
(44) 


С СЖ СВ я ОК Са 


с любой матрицей группы Г имеет вид (43), поэтому все матрицы (44) 
входят во второй гиперцентр группы РЁ. Индукция аналогична. Лемма 
доказана. 

ЛЕММА 13. Если локально нильпотентная группа Г состоит из 
матриц в вида (41), то все ее матрицы можно одновременно трансфор- 
мировать к виду 


а(Е) с12(8)а(8) : - - са (В)а(8) слз (8) а (5) 
0 а(5) +. 62-1(8)а(8) сз (8) а (5) ‚ Сав (В) ЕТ, (45) 


ео И м а р, И о: 9 Га 


и ео 0 а (2) 


с помощью матрицы 


о". ВЛ 
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‚Доказательство. В силу леммы 12, можно считать, что группа С 
матриц (42) содержится в Г. Тогда в групне Г вместе с матрицей 2 
вида (41) содержится матрица 


о Е 
‚ | И ем те -|° а()..-0 :| 


5 -—- 
0 и. Е о 0 ...0а(5) 
Е 0. 0,6 (8) Е с1э(8) - - -саз1(8) Са» (В) 
. р Е: 00 Е Е -- Св (8) Св (8) |. 
оз аи, ОЕ: 
Е саз(8) . бл ь-1(8) си (8) 1“ [9(8) 0. - 9 (8) 
; | Е -- -С5—1(8) Саз(8) №0, в (8) зо Ч (46) 
И РГ 
Из соотношения (46) следует, что Г = СС, где С — группа, состоящая 
из матриц 
а (8) 0 ..-0 а(в) 
в (т) 
0.0 .О а(з) 


Группа С локально нильпотентна. Отображение 
“| а (5) Не РЕ 
0 а(5) 
есть изоморфизм группы .@, поэтому, в силу второй основной леммы 
существует такая матрица 


что 
гаи = [1 т, А 
8 Е (ве 
Если теперь положить 
И ИВМ Пу: 


По 0 
$ = ТЕР ЕСГ (т, Р), 
90 О 
то будем иметь: ыы 
а(5) 0 -..0 с(8)а(8) 
212%=| 0 а(3)...0 0 | 
О. 0 я о 0 . `а (2). 


и так как { перестановочна со всеми матрицами (42), то лемма доказана. 
Доказательство теоремы 3. Отображение 


и | 
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[см. (39)] есть гомоморфизм группы Г, поэтому, в силу второй основной 
леммы, существует такая матрица 


т 5% 
и [о А — 


Е 


что 
Вай" == |6 ‚. а О саа1 (8) ЕТ. 
Если 
ром $1 О 0 я 
® 
Озве, очомзжемнкО 


то на местах а;;+,(8) в матрицах 121! стоят 64141 (8) а (8). 
Пусть теперь матрицы (39) группы Г имеют вид: 


@ (2) сзз (8)а(8).. -сь(в)а(®) са в) 

0 а(8) .... . С»: (8)@(8) с»: (8)а(8) . . - 4 (8) 
о. и. 98) 

0 0” абзыа №0 0 т А 


где $3 <“&—1, сов (5) ЕТ. 
Рассмотрим отображения 


#8, 1#=4,., Ё— $, (49) 
где В 
а (8) сил (в) а(8).. - сы (в) а (8) аа (8) 
0 а(5).... Сань (8) а(8) сылачнв (8) а (8) 
ОБЕ Аа ое У ноды и, т 
0 0 0 а (2) 


Эти отображения суть гомоморфизмы группы Г, поэтому, всилу леммы 13, 
в СЁ (а - Р) существует матрица 
ое а киа 
® 
ий 3030 


Га 4 = К з 
бели аыибу ЕЕ 
К 
трансформирующая р; к виду (45). Тогда матрица 
бы, Оно О: ОТ 


р О ОА > 
А ет 
2 о 0 ра и ва да к—8 :. 


И ГАС Г ла осо В 
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трансформирует матрицы (48) к виду 


а(5) слз (8) а(8)... сазн (8) а(8) бл в (5) -. - би (8) 
0 а(8). . Сазуа (8) а() Са з+2 (8)а(8) < - + аз (8) 
0 0 но. 0 0 о ее 


Таким образом, можно считать, что матрицы & группы Г имеют вид (39), 
где все ал; (2) = св (2) а(2), кроме, быть может, алк (8). Применяя в этом 
случае еще раз лемму 13, мы получаем утверждение теоремы. 

ТЕОРЕМА 4. ‘Подгруппа Г группы СЁ (п, Р) над совершенным полем 
Р тогда и только тогда нильпотентна, когда пространство р, в вото- 
ром она действует, можно представить в виде прямой суммы Р® — [1 
+1 - ... + Г, инвариантных относительно Г подпространств Гу, вкаждом. 
из которых Г индуцирует группу Г;, подобную группе матриц 


а? (8) С (в) а? (8)... аи; (8) а (8) 
и а?(8) --- Си, (8) 4 (8) 
ее ом 0 В 


где. а (8) пробегдет неприводимую нильпотентную подгруппу А группы 
СГ, (п,, Р), а с2в (Е) принадлежит централизатору А? в полной матричной 
алгебре 'Рь,. 

Достаточность этого критерия очевидна, необходимость следует из 
теорем 2 и 3. 

Следствием теоремы 4 является теорема Н. Газзепваиз’а (“) о том. 


что локально нильпотентная линейная группа с нильпотентными непри- 
водимыми частями нильпотентна. 


Поступило 
4. [Х. 1959 
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ПС-ИЗОМОРФИЗМ УПОРЯДОЧЕННЫХ ГРУПП 


(П редставлено академиком А. И. Мальцевым) 


В работе устанавливается, что упорядоченная группа, система вы- 
пуклых подгрупп которой вполне упорядочена по возрастанию, опре- 
деляется структурой своих подполугрупп, причем каждый изоморфизм 
структур подполугрупп двух групп является следствием либо их груп- 
пового изоморфизма, либо антиизоморфизма. 


$ 1. Отделимые элементы при ПС-изоморфизме двух 
упорядоченных групп 


В работе рассматриваются две группы С и С® с изоморфными струк- 
турами подполугрупп. Изоморфизм структур подполугрупи (ПС-изомор- 
физм)* групп С и С°” обозначается „буквой ф. Если А — подполу- 
группа в С, то А? — ее образ в С? при ПС-изоморфизме ф. Через {а, 6} 
или {А, В} обозначается полугруппа, порожденная, соответственно, эле- 


ментами а, 6 или полугруппами А и В. Везде в дальнейшем рассматри- 
вается группа С без кручения. Мы будем опираться на следующие 


известные факты. Группа С” есть группа также без кручения; если НЫ— 
подгруппа (изолированная подгруппа) С, то Н® есть также подгруппа 
(соответственно изолированная подгруппа) С°; между элементами групп @ 
и С” можно установить взаимно однозначное соответствие ф; элементу © @ 
будет соответствовать элемент ф (2) Е С°, где {=}? = {ф(2)} (будем говорить, 
что соответствие ф индуктируется ПС-изоморфизмом $); для двух нере- 
становочных элементов аи В 


ф (а5) = $ (а) Ф(65) 


Ф( 5") = Ф(8)"; 


из аб = фа следует 
ф (а) Ф (6) =$Ф(5) Ф(а), 


и обратно [см. (2), стр. 66, 71]. 

Будем говорить, что элемент а прямо (соответственно обратно) ф-па - 
раллелен элементу 6 или элементы а, 6 прямо (обратно) Ф-параллельны, 
если Фф(а6) =Ф(а)ф(5) (соответственно, если Ф(а6) = ф(5) ф(а)). Если 


элемент а либо прямо ф-параллелен элементу 6, либо обратно ф-парал- 
лелен элементу 6, то а называется ф-параллельным 6 или элементы а, 


* См. (1), стр. 193: 


808 К. М. КУТЫЕВ 


ь называются ф-параллельными. Наконец, если элемент а (прямо, обрат- 
но) ф-параллелен элементу 6, а элемент 6 (прямо, обратно) ф-парал- 
лелен элементу а, то элементы а и 6 называются взаимно (прямо, 
обратно) ф-параллельными. 

Если 

$ (16) =$(а)Ф(5) =$(5)Ф(@), 
то элементы а и В Ф-параллельны. Для неперестановочных элементов 
а и $ очевидна 

ЛЕММА 1. Пусть элементы а и 6 неперестановочны и взаимно ф-парал- 
лельны; тогда если элемент а прямо (соответственно обратно) ф-парал- 
лелен элементу 6, то © прямо (соответственно обратно) Ф-парал- 
лелен, а. 

Элемент а6С назовем отделимым от элемента БЕС подгруппой Н, 
если элемент БЕН, элемент а принадлежит нормализатору М(Н) 
подгруппы Н и пересечение подгруппы Н с циклической полугруппой 
{а} пусто. 

Элемент а назовем отделимым от элемента 6 или элементы а, 6 на- 
зовем отделимыми, если существует такая подгруппа НСС, что элемент 
а отделим от элемента 6 подгруппой Н. 

ЛЕММА 2. Пусть а, 6 — неперестановочные элементы в упорядоченной 
группе С и элемент а отделим от элемента 6. Тогда если элемент аб 
(соответственно Фа) имеет не единственную запись в виде произведения 
конечного числа положительных степеней элементов а и 6, то эта запись 
имеет вид Б”а (соответственно аб”). 

Доказательство. Так как БЕН, аЕеМ(Н) и {а} ПН пусто, то 
элемент а в запись элемента аб в виде произведения конечного числа 
положительных степеней элементов а и 6 может входить множи- 
телем не более одного раза, ибо в противном случае мы имели бы а”й== 
= аб, где ЙЕН ип>> 1, а это противоречит условию, что {а} П Н пусто. 
Запись 

аб = 0“. (п >0) 
невозможна. Поэтому элемент аб может быть записан только в виде 

аб = 6”аф" 

(т > 0, п>0, где одновременное равенство т =и =0 невозможно), 
откуда следует: 

аа ВАТ, | 
что возможно, ввиду упорядоченности группы С, только в случае п< 1. 
Но п=1 влечет т = 0, и запись аб единственна. Если п — 0, то 
в = б”а, 
что и требовалось доказать. } 

Второе утверждение леммы доказывается аналогично. 

Для краткости произведение аб (соответственно 64), не имеющее другой 
записи в виде произведения конечного числа положительных степеней 
элементов а и 6, назовем однозначным. 

Следствие. Если в упорядоченной группе @ элементы аи 6 непере- 


становочны и элемент а отделим от $, то одно из произведений аб или 
фа является однозначным. 
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Доказательство. Из аб = 6”а и ра = а" следует: 
абатиаьь"", бы (аба 


что влечет 6 = 6”", но последнее равенство в упорядоченной группе невоз- 
можно. 

Определение [см. (3), стр. 596]. Элемент 6 (а, 6} называется мак- 
симальным для элементов а,6 ЕС, если для полугруппы {а, 6} из усло- 

_ вий: 

1) 6 (а, 6}, 

РУ 2ЕЕЯ, 2-0, 

ах а 
следует & = 2. 

ЛЕММА 3. Пусть а и 6 — неперестановочные элементы в группе @ и 
элемент аотделим от элемента. Элемент аб (соответственно фа) явля- 
ется максимальным дляа, 6 тогда и только тогда, когда произведение 
аб (соответственно фа) однозначно. 

Доказательство. Достаточность была доказана в лемме 4.5 рабо- 
ты (3) (стр. 596). Докажем необходимость. Пусть [элемент аб является 
максимальным для а и $ и произведение аб не однозначно; тогда 


аб = отт 0 ил 0. 


Однако в этом случае существует элемент 2 = 6" (или 2 = 6”), для кото- 
рого 
реа, 6 ма 20 2-00 
и 
аб = 6"аб” 6 {а, 2, 68°, 63... 0 6, в, а?, а3...}, 


что противоречит максимальности элемента а. 

Аналогично доказывается второе утверждение леммы. 

Следствие 1. Пусть а и 6-— неперестановочные элементы в упо- 
рядоченной группе С и элемент а отделим от 6; тогда один из элементов 
аб или Фа является максимальным для элементов а и 6. 

Следствие 2. Пусть а и 6 — неперестановочные элементы в группе @ 
и произведение аб однозначно (соответственно прои.ведение Фа однозначно); 
тогда, в силу леммы 3, теоремы 4.6 работы (?) (стр. 597) и леммы 4.4 
работы (3) (стр.596), элементы а, 6 ф-параллельны (соответственно, эле- 
менты 6, а ф-параллельны). 

ЛЕММА 4. Пусть а и 6 — неперестановочные элементы в упорядочен- 
ной группе С и элемент а отделим от 6. Если произведение аб однозначно, 
то однозначно произведение ас, где с = Ь" (соответственно, если фа одноз- 
начно, то са тавже однозначно). 


Доказательство. Очевидно, элемент а отделим от с, и, по след- 
ствию леммы 2, одно из двух произведений ас и са однозначно. Если 


предположить, что произведение ас не однозначно, то, по лемме 2, 

ас =с"а, т>0, а = "Та, (афа\" = 6", 
а ввиду того, что упорядоченная группа является К-группой, афа“* = р", 
т. е. а =В"а, что противоречит предположению 0б однозначности 
произведения а6. 


3 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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‚ Следствие. Пусть а и Ь — неперестановочные элементы в упорядочен- 
ной группе С, элемент а отделим от элемента 6 и произведение аб’ одно- 
значно (соответственно фа однозначно); тогда, ввиду следствия 2 леммы 3, 


элементы а и В” ф-параллельны (соответственно Ь" и а ф-параллельны). 

ЛЕММА 5. Пусть а и 6 — неперестановочные элементы в упорядочен- 
ной группе С и хотя бы одно из произведений аб или фа неоднозначно. 
Тогда если элемент а отделим от элемента 6, то он отделим локально 
циклической подгруппой Н. 

Доказательство. Пусть, например, произведение ба неоднозначно, 
тогда, по лемме 2, фа =а" ип>0. С помощью равенства а "фа = 9" 
построим подгруппу Н как объединение циклических подгрупп, образую- 
щими которых служат элементы 


ара инола, | баба ава нь 


Таким образом, подгруппа Н — локально циклическая. Далее, ясно, 
что а М(Н), так как для любого АЕН имеем: 


в = раю (к>0, 1>0). 


Наконец, {а} ПН пусто, так как из 
а —Й = аа" 
следует 


И 
апт = ат; 


но С — В-группа, и, ввиду изолированности централизатора любого эле- 
мента К-группы, мы получаем перестановочность элементов а и 6, что 
противоречит условию леммы. 

Аналогично рассматривается случай, когда произведение аб неодно- 
значно. 

ТЕОРЕМА 1. Если для неперестановочных элементов а, 6 в упорядочен- 
ной группе С хотя бы одно из произведений аб или Фа неоднозначно и 
элемент а отделим от элемента 6, то элемент ф (а) отделим от элемен- 
та ф (5). 

Доказательство. По лемме 5, элемент а отделим от 6 под- 
группой Н, следовательно, Н — изолированная инвариантная подгруппа 
в А-группе Ё с, порожденной подгруппой Н и элементом а. Далее, из 
ПС-изоморфизма групи С и С° следует их структурный изоморфизм, 
поэтому, по лемме 4 работы (“) (стр. 1142), Н® есть инвариантная ком- 
мутативная изолированная подгруппа в группе Р°®. Очевидно, 


Ф(5)ЕН°, ф(а)ЕЕ®, 
следовательно, ф (а) Е М (Н?). Наконец, 


({а} ПН)? = {ф(а)} П А? 


пусто, т. е. элемент ф (а) отделим от элемента ф(5). 

С Ф 

ЛЕММА 6. Пусть С и С® —упорядоченные группы, а, 6 — неперестано- 
вочные элементы в группе С, элемент а отделим от элемента 6 и произ- 
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ведение аб однозначно (соответственно Фа однозначно). П усть фа = аб" 
(соответственно аб = $"а); тогда если в группе @? справедливо равенство 


ф (В) Ф(а) =$(а)Ф(5)" 
либо равенство 
ф(а)Ф (5) =$(5)" (а), 
то т= п. 

Доказательство. Ввиду упорядоченности групп Си 6°, т>1 
ип`>1, ибо в противном случае а и 6 были бы перестановочны. 

Замечание 1. Если в упорядоченной группе Н элемент х отделим 
от элемента у (подгруппой Е), то во всякую запись элемента у в виде 
произведения положительных степеней элементов х, 2! и у элементы 5 
и 1! входят одинаковое число раз. 

Действительно, если бы хи т! входили не одинаковое число раз в 
некоторую запись элемента у, то, пользуясь тем, что хЕМ(ЁР), и пере- 
ставляя все элементы хи Хх! вэтой записи на ее левый край, мы полу- 
чили бы: у == 2/, где 2 =Ои 76 А: но тогда ау 6Р, т.е 0 0Й 
не пусто, что невозможно. 

Замечание 2. Если в упорядоченной группе Н для элементов х, у 
таких, что элемент х отделим, от элемента у, выполняется одно из условий: 

1) уз=ау\, 

2) зу-уж (&>1, 
то элемент у не может принадлежать ни полугруппе {ху*, 2 '}, ни полу- 
группе {у1, 21} ($>1), где; > Е. 

Так как доказательства этих утверждений как при первом, так и при 
втором условии аналогичны, то мы проведем их одновременно, причем 
выкладки, относящиеся ко второму случаю, будем заключать в квадрат- 
ные скобки. 

В каждом из указанных случаев представляются две возможности: 

а) когда в запись элемента учерез образующие элементы полугруппы 
(туз, х '} или, соответственно, полугруппы{9х, х '} элемент (2 ")1 (4 >> 0) вхо- 
дит крайним левым [правым] множителем и 

б) когда элемент (5у°)Р, соответственно, элемент (°2)” входит крайним 
левым [правым] множителем. 

1. Пуеть ух = ху" [ту = уз] и УЕ {ту 2 Ув ух, 1"). 

о. = мч... =... Если| — 9 == 0, то, пользу" 
ясь равенством 


ну = ух" [уд =, 


будем переставлять элементы х' и у до тех пор, нока у* не окажется 
крайним левым [правым] элементом; тогда 


у=уй [у=у. 
Если 1 —9=0, то сразу получаем: 
у=у'8 [у=8у“. ь 


Ввиду замечания 1, в запись элемента 1. (соответственно &) через элемен- 
ты 2, Ти у элементы хи х* входят одинаковое число раз. Поэтому 


3* 


812 й К. М. КУТЫЕВ 


уе пои Г! =е (соответственно 1—8 =86Г ПГ" =), где Г полу- 
группа положительных элементов группы Н. Однако это невозможно. 
б.у = (25°)... = а О По условию, А < $, поэтому, поль- 
зуясь равенством 
ту" =ух [у№х = 2У], 
получим: 
= уху"-—*... [у=... у У 
где, ввиду замечания 1, элементы х их'в правую часть равенства вхо- 
дят одинаковое число раз. После умножения слева [справа] на У * полу- 
чим е=й, где й — не равный единице е группы Н элемент. Но это невоз- 
можно. 
2. Пусть ух = ху* [ху = у*л] и у6{узх, д} [УЕ {туз, 2 '}]. Имеем два 
случая, аналогичных пп. Ла) и 16): 
а) у=х 9х... [у=...1у Ч]. С помощью равенства 
ту = [ух =], 


переставляя у^ на левый [правый] край записи, получим: 
у=у"... [у=... и] 
и 
И еГ ПГ =, 
а это невозможно. 
6). у=ух.. =. ми у =АЕРПТ"=е это невозможно" в 
силу замечания 1. 
Г. Докажем первое утверждение леммы. 
1.1. Сначала покажем, что п < т. Пусть п > т. Из условия фа = а 
получаем: 
6 = абта*, БЕ{аб”, а*}, Ф(Б)Е{а5", а}? = {9 (а6"), ф (а) 1}. 


В. силу следствия леммы 4, ввиду однозначности произведения аб, здесь 
представляются две возможности: 


Ф(В)Е {$ (а) $(5)", ф (а) 1} 


Ф(6) 6 {$ (6)" Ф (а), ф (а) 3}. 
По условию, произведение Ба неоднозначно и, по теореме 1, элемент 
ф(а) отделим от элемента $ (5). Однако, ввиду условия 


$ (5) $ (а) =Ф(а)Ф(5)" 


ИЛИ 
ф(а)Ф (5) =$(5)" ф (а), 


мы приходим к противоречию с замечанием 2. ._ 
1.2. Теперь покажем, что п > т. Пусть п < т. Из условия 


$(5)Ф (а) =$(а)ф(5)" 
следует, что 


Ф (ВЕ {Ф(а) $ (5)", ф (а) 1} 


ре {$ (а) Ф(6)", ф (а) 1" = {ФФ (а) (6), фт (Ф (а). 
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Соответственно условие 
$Ф(@)Ф(6) =$(5)"ф (а) 


БЕ {$ ' (Ф(5)"ф (а)), ф * (ф(а)")}. 


Ввиду упорядоченности группы (С® и отделимости элемента ф(а) от ф(5) 
(теорема 1), произведение ф(а)ф(Ъ) (соответственно, произведение 
Ф(5)ф(а)), в силу следствия леммы 2, однозначно. По следствию леммы 4, 
_ в обоих случаях мы получим либо БЕ {аб", а"}, либо 6 6 {6"а, а}. Однако 
ввиду равенства Ба = аб" это противоречит замечанию 2. 

Таким образом, т = и. 

П. Докажем второе утверждение леммы. 

2.1. Сначала покажем, что п < т. Пусть п_> т. Из условия аб = 2"а 
следует, что 


БЕ {Б"а, а}, Ф(БЕ{а, а} = {Ф (а), ф(ау 1. 


В силу следствия леммы 4, ввиду однозначности произведения ба, мы 
имеем либо 


влечет условие 


Ф(5) Е {$ (а) (5)", Ф(а) 3}, 


Ф(5) 6 {Ф(6)"ф (а), ф (а) *}. 
Далее, так же как в п. 1.1, приходим к противоречию с замечанием 2. 
2.2. Теперь покажем, что т > п. Пусть п < т. Так же, как в п. 1.2, 
получаем, что при каждом из двух условий: 


Ф(В)Ф(а) =$(а)$(5)" 


ф (а) Ф(5) =Ф(5)"ф (а) 


мы имеем две возможности: либо ФЕ {аб”", а"}, либо БЕ{Ь", а, а"*}, 
однако ввиду равенства ба = аб" это противоречит замечанию 2. 
Следовательно, и в этом случае т = п. Лемма полностью доказана. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть С и С° — упорядоченные группы, а и 6 — непе- 
рестановочные элементы группы С, элемент а отделим от 6, а произве- 
дение аб однозначно (соответственно произведение ба однозначно); тогда 
элементы В, а ф-параллельны (соответственно элементы а, 6 ф-параллельны). 
Доказательство. В доказательстве ти п — натуральные числа. 
Если произведение фа (соответственно а6) также однозначно, то утверждение 
теоремы справедливо в силу следствия 2 леммы 3. Если произведение 
фа (соответственно аб) неоднозначно, то, по лемме 2, фа == аб" (соответ- 
ственно аб = 6”а). 
В силу следствия 2 леммы 3 возможны два случая: 


ф (а5) =ф(а) $(5) 


либо. 


ИЛИ 


и } 
ф (а6) =$(5)Ф(а). 

В каждом из этих случаев для произведения аб”, согласно’ следствию 
леммы и. имеем две возможности: 


ф (а6") = ф(а)ф(5)" 
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ф (а5") = $ (5)"® (а). 
Из полученных четырех случаев два доказываются аналогично двум другим 
(соответствующие выкладки приведены в квадратных скобках). По те- 
ореме 1, элемент Ф(а) отделим от элемента Фф(5). Поэтому, по лемме 2, 
в каждом из рассматриваемых случаев имеем две возможности: 

а) либо произведение ф (5) ф(а) однозначно, 

6) либо ф(5)Ф(а) =$ (а) 9(5)". 

Соответственно в доказательстве второго утверждения теоремы (раз- 
дел П) в каждом из рассматриваемых случаев имеются также две воз- 
можности: 

а) либо произведение ф (а) ф (6) однозначно, 

6) либо Ф(а) (5) = $(5)"Ф (а). 

1. Докажем первое утверждение теоремы. Пусть фа = аб". 

Предположим, что элементы а, 6, а также элементы а, >” прямо 
[обратно] ф-параллельны. 

1.1. Если произведение Фф(5)ф(а) [$ (а) Ф(6)] однозначно, то, по 
следствию 2 леммы 3, либо 

Ф' ($ (5) $(а)) =6 [$"(Ф(а)9(6)) =а8 1, 
что невозможно, так как отсюда следует: 
Ф(5) ф(а) = $(а5) =$(а)$(5), 


т. е. перестановочность элементов а и 6, либо 


ф '* (Ф(5) $ (а)) = [$ (Ф(а)Ф(5)) = 4], 
откуда получаем: 
ф (а) = $(6) $ (а) [$ (64) =Ф(а)Ф(6)|, 
что и требуется доказать. 


1.2. Если Ф(5) ф(а) =$(а)$(5)" [®(а)$(5) =5(5)"ф (@)], то, по лем- 
ме 6, т = п, и мы получаем: 


Ф(6а) = $ (а5") = (а) Ф(5)" = $(6) Ф(а) 
[Ф (ва) = $(46)* = Ф(6)"ф (а) = $ (а) $ (51, 
что и требуется доказать. 
2.. Пусть элементы а, $ прямо [обратно] ф-параллельны, а элементы 
а, 5" обратно [прямо] Ф-параллельны. 
2.1. Если произведение ф(5)ф(а) [ф(а)Ф(Ь)| однозначно, то дока- 
зательство аналогично приведенному в и. 1.1. 


2.2. Если ф(6)Ф(а) =$(а)х(5)" [Ф(а)х(®)=Ф(5)" («У то, по лем- 


ме 6, т = п, и мы получаем: 
$ (5)"ф(а) = $ (а) $ (5) 19(4)Ф(6)" = Ф(6"ф (1. 
Далее, 
ф(5а) = ф(а5") = Ф(5)"ф (а) = ф(а)ф(5)" 
[Ф (ба) = ф(а6") = (а) Ф(6)" = $(®)"ф(а]] 
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и, следовательно, 

| 64 =$Ф1(Ф(а)Ф(5)") ва=Ф1(Ф(6)"Ф (а). 
Произведение ф (5) ф(а) [ф(а)ф(5)] неоднозначно, поэтому из отделимо- 
сти элемента ф(а) от элемента ф(5) (теорема 1) заключаем, ввиду след- 


ствия леммы 2, что произведение ф (а) ф (5) [ф(5)Ф(а)] однозначно; таким 
образом, в силу следствия леммы 4, имеем либо 


2 2 
ба =БГаи в" "=, 
что невозможно, либо 
2 ыы 
Ба = аб" = аё" и В = ь, 
что также невозможно. 
П. Докажем второе утверждение теоремы. Пусть аб = В”а. 


1. Предположим, что элементы 6, а, а также элементы 5", а прямо 
[обратно] ф-параллельны. 

1.1. Если произведение Фф(а)ф(5) [ф(5)Ф(а)] однозначно, то, по 
следствию 2 леммы 3, либо 


`ф"(ф(а)ф(5)) =5а [$ '(Ф(Ъ)ф(а)) = 84], 
что невозможно, так как отсюда следует 
ф (а) ф (5) = ф(5а) =$(Ь)ф (а), 
т. е. перестановочность элементов а и В, либо 


ф ' (Ф(а)$(5)) = 6 [Ф"(ф()Ф(а)) = а[], 
откуда получаем: 


ф (46) =ф(а)ф(6)  [9(а6) =$(6)х(а)], 
что и требуется доказать. 


1.2. Если ф(а)Ф (5) =Ф(5)" ф(а) 196) Ф(@= 9 (а) $(6)" |, то, по лем- 
ме 6, т == п, и мы получаем: 


ф (46) = ф(5"а) = $(5)" (а) = ®(а) Ф(5) 
[ф (96) = Ф(5"а) = Ф(а) $ ($) = $(5) ф(а)1, 
что и требуется доказать. 
2. Пусть элементы 6, а прямо [обратно] Ф-параллельны, а элемен- 
ты 6”, а обратно [прямо] ф-параллельны. 
2.1. Если произведение Ф(а)Ф(Ь) [ф (6) ф(а)] однозначно, то дока- 
зательство аналогично приведенному в п. 1.1. 


2.2. Если ф(а)ф(5) =$(5)"Ф (а) [Ф (6) х (а) = (а) Ф(6)"1, то, по лем- 
ме 6, т = п, и мы получаем: 


ф(а)$(5)" = $(5)"Ф (а) 19(6)'ф (а) =9(@49(6)" |. 
Далее, 
ф (45) = Ф(5"'а) =Ф (а) (5)" =$(5)"Ф (а) 
[ф (25) = $(6"а) = Ф(6)"ф(а) = $(а)®(5)" 
и, следовательно, 
ав = 9 (ф(5)" ф(а)) 14 =9'((а) $6"). 
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Произведение Фф(а)ф(5) [$9(5)Ф(а)] неоднозначно, поэтому из отдели- 
мости элемента ф(а) от элемента ф(5) (теорема 1) заключаем, ввиду 
следствия леммы 2, что произведение ф(Ъ)ф(а) [$ (а) $(5)] однозначно; 
таким образом, в силу следствия леммы 4, имеем либо 


2 Е 353 
аб = аб" и В’ *=е, 
что невозможно, либо 
2 — 
аб = Ба" и = а, 


что также невозможно. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть С и С° — упорядоченные группы и элемент ав @ 
отделим от элемента БЕС; тогда элементы а и 6 взаимно ф-параллельны. 

Доказательство. Если элементы а и 6 перестановочны, то тео- 
рема ‘известна. Пусть а и 6 неперестановочны. Если оба произведения аб 
и Ба однозначны, то аи Ь взаимно Фф-параллельны в силу следствия 2 лем- 
мы 3. По следствию леммы 2, одно из двух произведений аб или фа одно- 
значно. Пусть однозначным является произведение аб. Тогда, по следствию. 
2 леммы 3, элемент а ф-параллелен элементу Б, а, по теореме 2, элемент В 
ф-параллелен элементу а. 

Итак, аи ф взаимно Фф-параллельны. Если однозначным является 
произведение Ба, то доказательство аналогично. 


ПС-изоморфизм ф группы без кручения С на группу С°, при кото- 
ром любые два отделимых элемента а, 6 взаимно $Фф-параллельны, на- 
зовем правильным. Таким образом, ПС-изоморфизм двух упорядоченных 
групи всегда правильный. 

ЛЕММА 7. В локально нильпотентной группе без кручения любые 
два неперестановочных элемента а в В отделимы. 

Доказательство. Так как а и $ неперестановочны, то а 6 Г, где 
Т — изолятор циклической подгруппы, порожденной элементом 6. Пусть 
То — максимальная среди изолированных подгрупп, содержащих [, но 
не содержащих элемента а. По свойству (№) локально нильпотентной 
группы [см. (5), стр. 214], подгруппа Г, инвариантна относительно эле- 
мента а, что и требовалось доказать. 

Следствие. При ПС-изоморфизме локально нильпотентной группы. 
без кручения любые два элемента взаимно ф-параллельны. 

Действительно, ПС-изоморфизм групи С и С? индуктирует струк- 
турный изоморфизм этих групи и, в силу ($) (стр. 192), группа С® будет 
также локально нильпотентной группой без кручения. Далее, согласно (?) 


Ф 
(стр. 175), группы С и С° можно упорядочить, и следствие теперь выте- 
кает из теоремы 3. 


$ 2. ф-параллельные элементы при ПС-изоморфизме В-групи 


ЛЕММА 8. Пусть Н-— подгруппа В-группы С и любые два элемен- 
та т6Н, УЕН взаимно ф-параллельны. Тогда прямая (соответственно 


обратная) ф-параллельность неперестановочных элементов аеНи БЕН 


влечет прямую (соответственно обратную) ф-параллельность элементов 
ап Ь1, 61 ца, а также Биат а*и в. 
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Доказательство. Пусть ф(а5) = ф(а)ф(5); тогда 


ф(а6) ф (6 *) =$(а)Ф(6)$ (5) *=9(а)ф (5). 
По условию, отсюда следует ИЛИ 


=) и 
Ф(Ь а5) = $(а6 ), 
что влечет перестановочность элементов а и 6, так как в В-групие 
централизатор элемента изолирован, или 


ф(5 а) =$(5 *а), 
что снова влечет перестановочность аи Ь, или, наконец, 
ф (аб Ь *) = Ф(61а), 


что опять влечет перестановочность элементов аи Ь. Остается единст- 
венная возможность: 
ф(абЬ *) = ф(аб `) =$(а)$(5) ". 
По лемме 1 получим: 
Ф(6 *а) =Ф(5) “Ф(а). 


Далее, если одновременно с условием 


Ф (16 ") =$(а)Ф (6) " 
выполняется условие 

Ф(5а ") =$(а) "Ф(Ь), 
то, ввиду, 

Ф(а6 ") = (Ф(ва°)) ", 
мы получим: 

$(а) $ (5) ` = (Фа °)Ф())`=$(6)"Ф(@, 

что, вопреки условию леммы, влечет перестановочность а и 6. Итак 
остается только возможность 

Ф(ва ')=$(6)9(а)`, 
и, по лемме 1, 

$ (5) =9 (4) °Ф(Ъ.. 
Аналогично доказывается вторая часть леммы. 

ЛЕММА 9. Пусть Н — подгруппа В-группы С и любые два элемента 
хЕН, УЕН взаимно ф-параллельны; кроме того, пусть элемент В взаим- 
но Фф-параллелен с любым элементом с6Н. Тогда прямая (соответственно 
обратная) Фф-параллельность неперестановочных элементов а@Н, БЕН 
влечет прямую (соответственно обратную) Ф-параллельность элемента 
а с любым элементом сЕН. 

Доказательство. Так как доказательства первого и второго 
утверждений аналогичны, то проведем их одновременно, причем выкладе 
ки, относящиеся ко второму случаю, будем’ заключать в квадратные 
скобки. Элементы а и с считаем неперестановочными. 

Пусть 


ф (26) =$(а)Ф(5), Ф(ас) =ф(с)ф(а) 
[ф (26) = $(5)Ф(а), $(ас) =Ф(а)ф(с)]. 
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41. Предположим сначала, что 
ф(с5) = $ (с)Ф(6) 1 (6) =$(5)$()1. 
Используя леммы 1 и 8, получим: 


ф (а) (с) =ф(са) = ф (66а) = $ (6) ф (61а) = ее 
[Ф (с)ф (а) = ф (са) = ф (666) = Ф(5а) ф (6) = $ (а) (6) 1$ (5) Ф(6)], _ 


что, вопреки условию, влечет перестановочность элементов а и с, или 


$ (са) = ф (са) = Ф (51а) ф (6) ф (6) Ф (а) ф (с) $ (5) =$(6) 1 Ф(са) (5) 
[Ф (са) = Ф (61а) = ф (66) ф (Ва) = ф($)Ф (с) Ф (а) (5) "= 
=$Ф(5)ф (са) Ф (6) 11, 


что влечет перестановочность элементов Ь и са. Поэтому 


ф ($са) =Ф(5) ф (са) = ф(Ъ)ф(а)ф (с) 
[Ф (са) = ф(Ъ)ф (са) =Ф(5)Ф (с) ф(а)1. 
Но, с другой стороны, 
ф (6са) = ф (6) ф (а) = Ф(6)Ф (©) ф (а) 
[ф (5са) = Ф (саб) = ф (аб) ф (с) =$(Ъ)ф (а) Ф (61, 
откуда снова получаем перестановочность элементов а и Сс, или 
Ф (6са) = ф(а)ф (с) =ф(а) $ (Ъ)ф (с) 


1$ (саб) = $(с) Ф (5) = (<) Ф(5)Ф(а) и, кроме того, ф (саб) = ф (са) ф (5) = 
=$(с) Фа) $(5)1, 
откуда получаем перестановочность элементов 6 и а. 
2. Пусть теперь ф (сб) = ф(5)ф(с) [ф (6) =Ф(с)ф(5)]; используя лем- 
мы 1 и 8, получим: 
ф (а) ф(с) = ф (са) = ф (сб фа) = ф (фа) ф (с ") = Ф (5) ф(а)Ф (6) Ф (с) 
[ф (с) $ (а) = (са) = ф (с (фа) = ф (6 *) ф (ба) = Ф(с)ф (6) *Ф(а) $ (5), 


откуда следует перестановочность элементов а и Ь, что невозможно, или 


ф(@) Ф (с) = ф(са) = ф (са) = ф (61) ф (ба) = $(6)1ф(с) (а) 
[ф (с) ф (а) = Ф(са) = ф (сб а) = ф (фа) ф (с) = ф(а)ф (6) $ (©) Ф(В)Ч, 
откуда следует: 
ф (6) ф (а) Ф (с) =$ (6) $ (64) [$ (с)Ф(а)Ф(5) =9(а)Ф(5)Ф (4) 
и 
Ф (Ба) Ф (с) =$(с) $ (а)  [ф(©)ф(6а) = $(5а) Ф (61, 
что влечет перестановочность элементов Ба ШС: Поэтому 
ф (Бас) = ф (фа) ф (с) =Ф(5)Ф (а)ф (с) 
[ф (Бас) = ф (ба) ф (с) = ф(а)ф(5)х («)1. 
Но, с другой стороны, 


Ф (6ас) = ф(5) Ф (ас) = ф(5)ф (©) ф (а), 
[ф (Бас) = ф (5) ф (ас) = Ф(5)ф(а)ф (‹)], 
а отсюда следует перестановочность а ис [а и 6], что неверно. 
Наконец, если 
ф (бас) = ф (ас) ф (5) = Ф\(с)ф(а)Ф(5) 
[Ф (ас) = ф (ас) ф(Ь) =Ф\(а) $ (с) ф (5, 
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то 
ф (Бас) = ф (ва) = ф (с) Ф (5а) = $(6)Ф(5) Ф(а) 
[ф (бас) = ф (сба) = ф (с) Ф (ба) =Ф(с)ф(а)ф (6), 
откуда следует перестановочность элементов а и В [аи (]. 
В нижеследующих леммах 10—14 предполагается, что для любых 
двух элементов 2, У из отделимости элемента х от элемента у следует 
взаимная Ф-параллельность х и у, т. е. ПС-изоморфизм предполагается 


_ правильным. 


ЛЕММА 10. Пусть а, 6 — неперестановочные элементы в В-группе С 
# элемент а отделим от элемента 6; тогда прямая (соответственно 
обратная) ф-параллельность элементов а и Ь влечет прямую (соответст- 
венно обратную) ф-параллельность элементов а” и Ь при любом п>0. 

Доказательство. По предположению, элементы а, В и, следова- 
тельно, элементы а”, В взаимно ф-параллельны. Для п = 1 лемма спра- 
ведлива, так как в противном случае а и 6 были бы перестановочны. 
Пусть для фиксированного п > 1 


ф (аъ) = $ (а)" (5) 
и, следовательно, по лемме 1, 

ф (ба”) = ф(5)ф(а)". 
Предположим, что 


ф (Ба 1) = ф(а)"Н1ф (5) =ф(а)ф (а"5); 
тогда 


ф (Ба) 6 {ф (а), ф (а"6)}, Ба’Н Е (а, а}. 


Ввиду отделимости а от 6; элемент & в запись элемента фа”11 через эле- 
менты а и а” входит точно п-- 1 раз, поэтому либо 
Бат = а, 
либо 
рат = апфа 


(для п> 1 это очевидно, а если п =1, то равенство Ба? = (аб)? невоз- 
можно, ибо из него следует, в силу (?) (стр. 71), что 


ф (54°) = ф (46)? = ф (46) ф (а) = ф(а) (5) $ (а) (5) =9(а $ (5), 
откуда получаем: ф (5) =е, что неверно). Оба этих условия влекут пере- 
становочность элементов аи 6, так как С — П-группа. Поэтому воз- 
можно только равенство 

ф (вата) = ф(В) (ап 
и, по лемме 1, 
ф(а"415) = ф(а)" 1 ф (5). 

Индукция проведена, и лемма доказана. Аналогично доказывается 
второе утверждение леммы. 

ЛЕММА 11. Пусть Н.С Н — изолированные нормальные делители в 
В-группе С и фактор-группа С/Н локально циклическая. Пусть, кроме 
того, любые два элемента №, № ЕН. Ф-параллельны. Тогда пря- 
мая (соответственно обратная) ф-параллельность некоторых двух непе- 


‚ рестановочных элементов ав Н, БЕН, влечет взаимную прямую. (соот- 
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ЕЙ 
ветственно об ратную) ф-параллельность любых (не фиксированных) эле- 
ментов &, ВЕС. 

Замечание. Из условия леммы 11 следует, что любой элемент 
РЕН взаимно Ф-параллелен элементу 6, так как если ВЕНо, то Й отде- 
лим от Ь подгруппой Н.. 

Доказательство. Так как доказательства первого и второго ут- 
верждений аналогичны, то мы проведем их одновременно, причем вы- 
кладки, относящиеся ко второму случаю, будем заключать в квадрат-. 
ные скобки. 

1. Сначала покажем, что прямая [обратная] Фф-параллельность эле- 
ментов аи Б влечет взаимную прямую [обратную] $-параллельность 
элементов $ и 6 для любого элемента 8 С\\Н. Предположим, что $ иб 
обратно [прямо] ф-параллельны. Так как фактор-группа С/И локально 
циклическая, то для любого элемента 8 С\\Н имеем: 

8" = а”, 
где ИЕН. Ввиду отделимости элемента а от #6 (где # — любой элемент 
из Н), применяя лемму 9, находим: 
$ (ай) = 9(а)$(%6) 19(а16) = $8) $(@)1. 

Поэтому, используя лемму 10 (если п > 0) и леммы 8 и 10 (еслип < 0), 
получим либо 

$ф(8"5) = $(а”йЬ) =ф (а”) ф (#5) = ф(а") Ф(®) (5) = (а"п)ф (5) =$(в)"Ф(5) 

[Ф (86) = ф (а"йЬ) = ф (р) ф (а") = (5) Ф(®) Ф (а) = 
= $(5) $ (2”#) = $(5)$(8)"], 
что противоречит предположению о том, что элементы # и 6 обрат- 


но [прямо] Ф-параллельны ввиду леммы 10 (если т>0) и лемм 
8 и 10 (если т < 0), либо 


ф(5"5) = Ф (а")ф(5)Ф(®), [9(5"5) = Ф(®) $ (5) $ (а")]. 

Однако, с другой стороны, по предположению о том, что элементы 
& и Б обратно [прямо] Фф-параллельны, и леммам 8 (если т<0 или 
п< 0) и 10, учитывая замечание и применяя лемму 9, получим: 

$(5"Б) = Ф(6) (5) = (5) $ (а"1) = $ (6) Ф(а") Ф(®) 

[Ф(5"5) = Ф(8") Ф (5) = Ф(а"1) $ (5) =$(®) Ф(а") Ф (5), 
те. 

ф (а) (5) =$(5) $ (а”). 
Это влечет перестановочность элементов аи 6, атак как @ —В-группа, 
то и перестановочность элементов а и 6, что неверно. Итак, равенство 
$ (86) =$(5)$(8) [$ (85) =9(8) (5) 


невозможно, и, ввиду отделимости элемента 8 от элемента Ь, остается 
только единственная возможность: 


ф(85) = Ф(=)Ф(5) [Ф(85) = (5) $(5)] 
для любого 86 С\\Н. По лемме 1, получим: 
$ (68) = $Ф(6)Ф(2) [9(58) =Ф(8) (5). 


2. Покажем, что прямая [обратная] ф-параллельность а и 6 влечет 
взаимную прямую [обратную] ф-параллельность в и й для любых (не 


ПС-ИЗОМОРФИЗМ УПОРЯДОЧЕННЫХ ГРУПП 821 


фиксированных) элементов в6Н, ЛЕН. В силу п.1 доказательства, 
любой элемент ЕН прямо [обратно] ф-параллелен 6. Ввиду замеча- 
ния и в силу леммы 9 получим, что элемент © прямо [обратно] ф-па- 
раллелен любому элементу РЕН. Далее, ввиду отделимости сот й, при- 
меняя лемму 1, найдем, что й прямо [обратно] ф-параллелен в. 

3. Покажем, что прямая [обратная] ф-параллельность ‘элементов а. и 
5 влечет прямую [обратную] ф-параллельность для любых (не фикси- 
` рованных) элементов й., №ЕН. Используя п. 2 доказательства, получим: 


$ (8) $ (#115) = Ф (8№1№-) = Ф (81) ф (№) = Ф (8) < (№) $ (№) 
[Ф (8) $ (1) = $ (#8) = Ф (№8) Ф (4) = Ф(8) $ (4%) Ф (№), 
откуда следует, что 
Ф (1413) = $ (в) $) [Ф(№) =) $). 

4. Покажем, что прямая [обратная] Ф-параллельность а и $ влечет 
прямую [обратную] ф-параллельность любых двух элементов © и ], не 
принадлежащих к Н. Так как фактор-группа С/Н локально цикличе- 
ская, то найдется такой элемент рЕН, что 

8= р”, /= р", №, №ЕН. 
Используя п.2.[п. 2 и п. 3] доказательства, получим: 


ф (57) = Ф(р"р"йь) = Ф(й,) ф(р"р"Ёь) = ф (#,) ф(р"р")Ф (1) = 
= $(1:)ф(р")ф(р") ф (№5) = $ (#1, р") Ф (р") = $(5) Ф(7) 

[ф (15) = Ф (р р") = ф(р”)Ф (р”№й,) = Ф(р")Ф (№й,) ф(р") = 
=Фф(р")ф (®,) $ (#-) ф(р") = Ф(вр")Ф (р) = $ (#)ф(7]. 


Теперь утверждение леммы следует из пп. 2,3 и 4. 


$ 3. Общие леммы 


ЛЕММА 12. Пусть ВС А—д0ве подгруппы в В-группе @, В изолиро- 
вана и инвариантна в А и фактор-группа А/В локально нильпотентна. 
Пусть ВС А? — две подгруппы в С°, В® инвариантна в А’ и А? В® 
локально нильпотентна. Предположим, что А — неабелева подгруппа с. 
конечным числом образующих и что ф является изоморфизмом (антиизо- 
морфизмом) подгрупп В и В®. Тогда ф является изоморфизмом (соответ- 
ственно антиизоморфизмом) подгрупп Аи А®. 

(Заметим, что если фактор-группа А/В локально нильпотентна, то 
фактор-группа ?/В® также локально нильпотентна, так как ПС-изо- 
морфизм ф индуктирует ПС-изоморфизм ф для фактор-групи А/В и 
А®/В®.) | 

Доказательство. Применим лемму 11 в трех возможных случаях. 

1. Пусть фактор-группа А/В локально циклическая. Так как А не- 
коммутативна, то В не лежит в центре А. Поэтому найдутся два не- 
перестановочных элемента аеВ ‚ ВБЕВ. Положим в лемме 11 Н=Н,=В; 
тогда легко видеть, что условия леммы 11 будут выполнены. 

2. Пусть теперь фактор-группа А/В не локально циклическая и В 
не лежит в центре А. Пусть Р — максимальная изолированная в А 
подгруппа, содержащая В (Е° обладает теми же свойствами в 4%). Р’`ин- 
вариантна в А, так как Р/В — максимальная изолированная подгруп- 
па в А/В и потому инвариантна в А/В [см. (5), стр. 241]. Аналогично, 
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=: 


Е инвариантна в А?. Так как В не лежит в центре А, то найдутся 
два неперестановочных элемента а ЕВ =Н., ЬЕВ = Н, и, следователь- 


но;\два неперестановочных элемента а6Р, БЕВ СР. Положим в лемме 
11 Н,=В, Н= Е; тогда условия леммы 11 будут выполнены. 


3. Остается рассмотреть случай, когда В лежит в центре А и, сле- 
довательно, А — нильпотентная группа. Пусть Р — максимальная изо- 
лированная в А подгруппа, содержащая В. Так же как в п. 2, можно 
показать, что она инвариантна в А (ЁЕ°® обладает теми же свойствами в 
А®). С помощью леммы 7: получаем, что любые два элемента 1, ЕР 
ф-параллельны. Так как группа А некоммутативна, а фактор-группа 
А/Е локально циклическая, то Р не может лежать в центре А, поэто- 
му в А найдутся два неперестановочных элемента асЕ, ВЕР. Положим 
в лемме 114 Н,=Н= Е; тогда условия леммы будут выполнены. 

Таким образом, во всех трех случаях, если ф — изоморфизм (соот- 
ветственно антиизоморфизм) подгрупп В и В® и элементы а, 6 прямо 
(соответственно обратно) Ф-параллельны, то, в силу леммы 11, 
ф является изоморфизмом (соответственно антиизоморфизмом) под- 


групп А и 4®. 
ЛЕММА 13. Пусть ВС А—0ве подгруппы в В-группе С, В изо- 


лирована и инвариантна в некоммутативной подгруппе А, а фактор- 
группа А/В локально нильпотентна. Пусть В%® С А? — две подгруппы в 
С°, В® инвариантна в А® и А$/В® локально нильпотентна. П редположим, 
что ф является ‘ изоморфизмом (антиизоморфизмом) подгрупп В и 
В®; тогда ф является изоморфизмом (соответственно антиизоморфиз- 


мом) подгрупп Аи А®. 
Доказательство. Любые два неперестановочных элемента в, № 


из А лежат в некоторой подгруппе А, С А с конечным числом обра- 
зующих. Пусть В, =А, (| В. Так как подгруппа В изолирована и инва- 
риантна в А, то В, изолирована и инвариантна в 4А,. Так как 


о = (4, ПВ)” = 48 П В°С 4%, 
то так же и В5 изолирована и инвариантна в 4$. Фактор-группа 
А,/В, = А/Аз [| В—= ВА/В С А/В 


и потому локально нильпотентна. Аналогично можно показать, что 
Аз/В% локально нильпотентна. Отсюда, по лемме 12, заключаем, что ф 
является либо изоморфизмом, либо антиизоморфизмом групи Аи 

9. Так как любые две подгруппы с конечным числом образующих из 
А лежат в некоторой третьей подгруппе с конечным числом образую- 
щих из 4, то ф является либо изоморфизмом для всех подгрупи с ко- 
нечным числом образующих, либо антиизоморфизмом для всех таких 


подгрупп. Отсюда получаем утверждение теоремы. 
ЛЕММА 14. Нусть ряды 


оС С ЗСО (*) 


ВР Нос ПС. Св 


являются возрастающими нормальными рядами соответственно в В-под- 


5 
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группах НСС и НуС С° такими, что все факторы Неа/Н: и НИ? 
(#=1,2...1) являются локально нильпотентными группами без круче- 
ния, и пусть ф является изоморфизмом (соответственно антиизоморфиз- 
мом) неабелевых подгрупп Н, и НЗ; тогда ф является изоморфизмом (со- 
ответственно антиизоморфизмом) подгрупп Н. и Н®. 
Доказательство. Для Н, лемма справедлива по условию. Пусть 


соответствие ф является изоморфизмом (антиизоморфизмом) для всех 


‚подгрупи Ив из ряда (*) при В«о, где а — предельное порядковое 


число. Любые два элемента а, 6 подгрунпы 'Н. лежат в некоторой под- 
группе Нв, Ва. Но для Ив соответствие ф есть изоморфизм (антиизо- 
морфизм) подгрупи Нз и НЗ, поэтому и для подгрупи 'Н, и Н® соот- 
ветствие ф является изоморфизмом (антиизоморфизмом). 

Пусть © — не предельное порядковое число; тогда 0 — изолирован- 
ное число, имеющее вид ох =В--1, и подгруппа Ив непосредственно 
предшествует подгруппе Н»„ в ряду (*). Пусть соответствие ф есть изо- 
морфизм подгрупп Нз и НВ; тогда, по лемме 13, соответствие ф есть 
изоморфизм (антиизоморфизм) подгрупп Н„ и На. Таким образом, ин- 
дукция проведена и лемма доказана. 

Следствие. В условиях леммы 14, если Н, — абелева подгруппа в 
ряду (*), то Н. — абелева, подгруппы Н., и НУ изоморфны и ф является 
изоморфизмом или антиизоморфизмом подгрупп Ну и ИУ. 

Доказательство. Для всех абелевых подгрупп ряда (*) утверж- 
дение справедливо [см. (?), стр. 71]. Пусть Нь— минимальная неабе- 
лева подгруппа из этого ряда. Число 6 не может быть предельным, 
поэтому подгруппе Нь непосредственно предшествует в ряду (*) под- 
группа Нь_1. Значит, по лемме 13, соответствие ф является изоморфиз- 
мом либо антиизоморфизмом подгрупп Ньи Н$. Теперь выполнены 
условия леммы 14, откуда следует, что Н, и НУ изоморфны и ф яв- 
ляется изоморфизмом или антиизоморфизмом. 


$ 4. ПС-изоморфизм упорядоченной группы 


ТЕОРЕМА 4. Если группы С и @% ПС-изоморфны и С — упорядо- 
ченная группа, система выпуклых подгрупп которой вполне упорядочена 
по возрастанию, то С и С° изоморфны и ПС-изоморфизм ф есть след- 
ствие изоморфизма или антиизоморфизма групп и 6%. 

Доказательство. Система всех выпуклых подгрупни 

ЕН о а СЫ = 

группы С вполне упорядочена по возрастанию и поэтому является воз- 
растающим инвариантным рядом с абелевыми факторами, причем все 
С/Н.— В-группы. Из теоремы 5.5 работы (8) (стр. 334) следует, что 
группу С°? можно аналогичным образом упорядочить, причем если Г— 
полугруппа положительных элементов группы С, то Г® можно взять за 
полугруппу положительных элементов в С°. В этой же работе показано, 
что ряд образов 


И = 5* 
будет возрастающим инвариантным рядом в: абелевыми факторами и 
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все. С?/Н® — В-группы. Из минимальности выпуклой подгруппы Н: еле- 
. дует, что она абелева. Поэтому из следствия леммы 14 мы получаем 


утверждение теоремы. 
Очевидным следствием теоремы 4 является 
ТЕОРЕМА 5. Если группы @ и (° ПС-изоморфны и группа С об- 
ладает локальной системой упорядоченных подгрупп, в каждой из кото- 
рых множество всех выпуклых подгрупп вполне упорядочено по возраста- 
нию, то группы @ и (° изоморфны и ПС-изоморфизм ф есть следствие 
изоморфизма или антиизоморфизма групп @ и 0% ь 
Примечание. Из теоремы 4 можно получить известный ре- 


зультат: если группы @ и С° обладают изоморфными структурами под- 
полугрупп, причем группа С локально нильпотентная без кручения, то 
группы Си С° изоморфны и структурный изоморфизм ф есть след- 
ствие изоморфизма или антиизоморфизма групи С и С° [см.(°), стр.193]. 

Достаточно рассмотреть случай, когда С имеет конечное число обра- 
зующих. Нильпотентную группу с конечным числом образующих можно 
упорядочить [см. (7), стр. 174]. В ней обрываются убывающие цепочки 
изолированных подгрупп [см. (1°)], а выпуклые подгруппы изолированы 
и потому составляют вполне упорядоченную по возрастанию систему, 


т. е. удовлетворяются условия теоремы 4. 
Поступило 


23.УП.1959 
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О НЕРАВЕНСТВАХ МЕЖДУ СТЕПЕНЯМИ ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе рассматривается класс линейных операторов, для степе- 
ней которых справедливы неравенства, аналогичные неравенствам 
А. Н. Колмогорова между последовательными производными. Даются 
условия принадлежности оператора указанному классу. Для некоторых 
специальных операторов устанавливаются точные неравенства. 


Введение 


В 1913 г. Э. Ландау (1) установил, что если дважды дифференци- 
руемая функция }(2) (0 <х< со) ограничена вместе со своей второй 
производной, то имеет место неравенство 


ш < 2У ши», И 


где 


ца = р 7 (2) `&=0, 1,2). 
х>0 


Этот результат положил начало ряду исследований (?) — (12), посвя- 
шенных обобщениям и аналогам неравенства (1). Из упомянутых ис- 
следований отметим известную работу (7) А. Н. Колмогорова, в. кото- 
рой было установлено, что если п раз (п>2) дифференцируемая ве- 
щественная функция ](2) (— со «х< оо) ограничена вместе с п-й 
производной, то 


пт т 
К Ш р аи 1) (2) 
где 
д„ = зар |/%(2)| (&=0,1,...,п) 
—с<х<со 
и 


со . 
Е Ч 
ры а 
ы р=0 (2р ы 4) 

Неравенства (2) — точные. 

Автором было обнаружено [см. (*")], что неравенства типа (2) имеют 

место вообще для норм степеней линейного оператора, | примененных к 
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произвольному вектору *, если только оператор обладает определенными 


спектральными свойствами. 

Будем говорить, что линейный оператор Т в линейном нормирован- 
ном пространстве ** есть оператор класса К, если для любого п = 2, 
3, 4,... и для любого вектора х из области определения О.„ оператора 


Т” выполняются неравенства 


п—т т 
ъ 


Сы" 178" (= 1,2... 4), (3) 


где С„,ш — некоторые константы. 
Если Т — оператор класса К, то наименьшее неотрицательное зна- 


чение константы С„ш в неравенстве (3) будем обозначать через 
С„.т (Т). Очевидно, С»,т (Т) > 0 тогда и только тогда, когда Г" 0. 

Константу С„ш (Т) назовем достижимой, если существует такой век- 
тор х (соответствующий экстремальный вектор), для которого 


ъ—т т 
гтъЪ ъ 
2| 


17| = Сью (Ра " |7 


и 2-0. 

В настоящей работе изучаются операторы класса К и соответствую- 
щие точные константы С„„ (Т). Освовными методами служат метод 
резольвент [см. ()] и метод квадратичных функционалов, представляю- 
щий собой развитие метода, предложенного для одного частного слу- 
чая в известной монографии (5). 

Метод резольвент доставляет некоторое общее спектральное условие 
того, что данный оператор Т есть оператор класса К, и вместе с тем 
дает определенную оценку констант Си» (Т) ($ 3). 

Действуя методом квадратичных функционалов, нахождение точных 
констант С», (Г) для некоторых специальных операторов удается свести 
к решению одного или нескольких алгебраических уравнений ($ 6). Это 
дает возможность в известной мере изучить свойетва констант и даже 
вычислить их До конца при небольших значениях п. 

Отметим еще, что в настоящей работе найдена оценка порядка рос- 
та констант С»„,т (Т), точная на классе К ($ 2). 

На протяжении всей работы применяются (при отсутствии оговорок) 
следующие обозначения: 

Т — линейный оператор в произвольном комплексном линейном нор- 
мированном пространстве *** (ненулевой размерности); 

В› — резольвента оператора Г; 

т, п — натуральные числа (п>2, 15 т«<т-— 1). 

Терминология теории операторов, принятая в работе, соответствует 
терминологии монографии (13). 


* Из области определения соответствующей степени оператора. 
** Не обязательно полном. 
*+* Оператор Т,не обязательно определен на всем пространстве или на его 
плотной части. Пространство не обязательно полно. 
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$ 1. Квазиобратимость операторов класса К. Ограниченные 
операторы класса К 


Если Т есть оператор класса К, то, в частности, 


1 1 


172 < С;.1(Г)[2 |172 [* (=). (1.1) 
Поэтому равенство 
Тт=0. («ЕД») 
` влечет за собой равенство 
Та =0. 


Любой оператор 7, обладающий последним свойством, назовем квази- 
обратимым. Квазиобратимый оператор Т взаимно однозначно отобра- 
жает От [`] Дт (Ат — область значений оператора Т) на область значе- 
ний Дт. своего квадрата. Поэтому для такого оператора Т можно 
ввести линейный оператор ТГ“ согласно формулам: 


у= 7 ,.. РЕ = ТЕ, 


Оператор ГС? назовем квазиобратным.к Т. 
Обратимый оператор Т и подавно будет квазиобратимым, причем 
в этом случае, очевидно, 
тео о 
Если Т есть оператор класса К, то таков же и квазиобратный 
оператор ТС? , причем 
и мы 
Для доказательства достаточно заметить, что если УВ); (-0 т, то 
= чае) 


Пе’ 1 у = Е = 


Пользуясь понятием квазиобратного оператора, удобно сформули+ 
ровать достаточное условие того, что ограниченный оператор Т есть 
оператор класса К. 

Если Т — квазиобратимый оператор, ограниченный вместе со своим 
квазиобратным, то Т есть оператор класса К. 

Действительно, из неравенств 


"а ИТ" 


следует: 
п-—т т 


17" < бы "1" ФР), 


где 
а г = | т" | ”. Г. —1) ГЕ |”. т 


* Из аналогичных ыы ме что если Т — оператор класса Ки 
Ве оператор у существует, то Т! также ость оператор класса Ки 

Спит (То )=© "т, ие ы 
4 
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Таким образом, если, например, квазиобратимый ограниченный опе- 
ратор Т таков, что От [|] Ата Ат: являются банаховыми пространст- 
вами, то Т есть оператор класса К, так как квазиобратный оператор 
ТС Ь ограничен по известной теореме С. Банаха. 

`В частности, для того чтобы ограниченный оператор Т конечного 
ранга * был оператором класса К, необходимо и достаточно, чтобы он 


`был квазиобратимым, т. е. чтобы 
гапо 72 = гапо Т, (1.2) 


или чтобы 


дд. (1.3) 


Для оператора 7, действующего в конечномерном пространстве и 
определенного на всем пространстве, условие квазиобратимости, а так- 
же любое из условий (1.2), (1.3) эквивалентно отсутствию в жордано- 
вой нормальной форме матрицы оператора клеток 


о к 


ОЕ, 30 
Е 1 
Е р на) 
порядка выше первого. 

Приведем пример квазиобратимого ограниченного оператора Т, не 
являющегося оператором класса К. 

Пусть {к}, — ортонормированный базис гильбертова пространства 


Н. Определим в Н оператор 7 следующим образом: 


со со 
ЕР > бке, Тх= У р —- — ва 
®=1 


К=1 


Оператор Т квазиобратим, так как 


о у т В 2 2) @эк, 


К=\ 
и, очевидно, ограничен. Однако он’ не есть оператор класса К, так как 
й 2 И 
Тез-—1 = @эк, Тек: = -- @к Их 


откуда следует: 
2 1 т 
ИР ежа] = к, | Тежфь = [ежа == 4, 

что при К-> со несовместимо с неравенством (1.1). 

Заметим, что в этом примере Ат (но не Ат!) есть подпро- 
странство в Н. 

Укажем еще пример такого квазиобратимого ограниченного опера- 
тора Т класса К, для которого оператор ТСР не ограничен. 

В тех же обозначениях, что и выше, положим 


со со Е 

Ц ] 
2= | Ще, Та = У ее. 

К=1 


К=1 


* . 
Рангом линейного оператора называется размерность его области значений. 
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Очевидно, Т — квазиобратимый ограниченный оператор и, в силу не- 
равенства Гёльдера, 

со со п- т со 
т [к ( ) = ( ПЕ 
|Т т| Е р рат < > [к > Ро 
к и—1 = 


т 2(п—т) т 


аш" |7". 


Однако 
ое Зе.) 
$ 2. Общая оценка констант С, „ (Т) сверху 


Константы Сп (Т), связанные с оператором Л класса К, не обя- 
зательно ограничены в совокупности даже в конечномерном случае. 
Пусть, например, Т — линейный оператор, порождаемый в ортонормиро- 
ванном базисе е‚, е› двумерного эвклидова пространства матрицей 


( Я (&—=0). 


т = Кает -- @> (Е == 0, , 2 .. :) 
откуда следует, что 


Тогда 


в |= 


О. ао вь ть] бани 


п—т 


[её ” Ц7”еь| 
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(а - 1" 


Вопрос о том, как быстро могут расти константы С» (Т), исчер- 
пывающим образом решается следующей теоремой. 
ТЕОРЕМА 1. Если Т — оператор класса К, то. 


Снт (Т) «Са (ТР) "т. (2.1) 
Для любого С `> 0 существует такой оператор Т класса К, что 
О. (Г) Е оо) 
при всех п, т. 
Доказательство. Неравенство (2.1) установим по индукции. 
Для п=2, т=1 оно имеет место тривиальным образом. Пусть оно 
справедливо для некоторого п >2 и для всех т 1<3т<тп—1. Тогда 


если ТЕ В тт» то 
п—1 


Е п—1 
а = 1" а ба УР аа "< 
ВЕЕТ п—1 1 п 
О я, 


откуда следует, что 


а о 


| и |< [Сы и |=] п | п |" = 
парт _т_ 
а [< у а п-1 | тн х | п--1 
при 1 < т<п. 
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“Неравенство (2.1) доказано. 
Пусть теперь С >> 0. Рассмотрим в гильбертовом пространстве с орто- 


нормированным базисом {е},”, оператор Т, определенный по формулам: 


со ос 
== уе, Та=Х бан 
К=0 &=0 


на многообразии тех векторов 2х, для которых 


со 
о С “Е Р< оо, 
К=0 
Если х6е).», то, в силу неравенства Гёльдера, 
| Т”х Р ее ео (т—1) > сы к р = 
и=0 
со — со = 2(п—т) 2т, 
— (О ( У | ей Р) ( »х с“ | Е [ ) 5% саит) |5 | п | Т”х й Я 
К=0 К=0 


При х = 6 последнее неравенство переходит в равенство. 
Итак, построенный оператор Т есть оператор класса К и 


а (Г) Е ЗА (7 
Теорема доказана. 
Заметим, что из первой части доказательства теоремы 1 следует, 
что если для какого-либо оператора 7 выполняется неравенство 
1 1 


72| < С,1|2[ |7 | (=6Рь, 


то Т есть оператор класса К. 

Неравенство (2.1) показывает, что если С.:(Т)<\1, то вообще 
С,.т(Т)<1. В связи с этим замечанием рассмотрим некоторые 
примеры. 

Пример 1. Пусть Г — ограниченный нормальный оператор в гиль- 
бертовом или эвклидовом пространстве. Тогда 


[17 = (Та, Та) = (2, Т`Тз) < [ТТ 
Но 
|7`Та = (Т’Та, ТТ) = (ТТ"Те,Та) = (ТТ, Тз) = (Т*х, Т*5) = Те. 
Поэтому 
1 1 


1725217", 
т. е., согласно сказанному выше, Т есть оператор класса К и 
в. 


Пример 2. Пусть оператор Т действует в конечномерном простран- 
стве и определен на всем пространстве. Покажем, что если матрица 


* Можно показать, что на самом деле здесь Сп (Т) =1 (см. дополнение А). 
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оператора Т приводится к диагональному виду, то константы Сим (Т) 
ограничены в совокупности. 

Рассмотрим базис {ек};_, из собственных векторов оператора Т и 
введем в пространстве вторую норму М (г): 


: Н 1. 
2 = У Ёеь, м) = (УР) : 
К=1 = 
По этой норме данное пространство эвклидово, а оператор Т нормален. 
Следовательно, 


п—т т 


М (Т"4) < [М (21 ® [М (7"2 1". 


Но, как известно, существуют такие константы №, >0, № > 0, что 


№: [21 М (2) < М,|2|. 
Поэтому 
М РОЖЕ 


|< 


М 
С» (Т) <. 


Отметим, что если матрица оператора 7 класса К, действующего в 
конечномерном пространстве и определенного на всем пространстве, 
не приводится к диагональному виду, то константы С„,т (Т) не огра- 
ничены. Это следует из примера, приведенного в начале настоящего 
параграфа и, опять-таки, ‘из эквивалентности всех норм в конечно- 
‘мерном пространстве. 

Пример 3. Пусть Т — эрмитов оператор в гильбертовом прост- 
ранстве. Тогда 


[7 = (Тх, Тз) = 2,7) < (26Л)ть. 


Поэтому Т есть оператор класса К и 


Ст, в(Т) < 1. (2.2) 
Если, в частности, Т — самосопряженный оператор и Т == 0, то 
Они (@) = (2.3) 


Действительно, пусть Е» — разложение единицы оператора Т, и 
пусть № == 0 — какая-нибудь точка спектра. Для любого = >> 0 сущест- 
вует вектор т. такой, что 


(Еле — Виж. 
Полагая 
Ч — (Е: = Ех.) Те: 
и считая, что точки №58 не принадлежат дискретному спектру, будем 


иметь: 
Ро 
Те = | МВ, (в=0,1,2,...), 


Л.—: 
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откуда при =->0 получаем: 


УВЫ = АУ: -о(1) 
и 


п—т т 


ИР ТР ОСИ УЗ” 


Следовательно, С» ш(Т)>1, что, в силу (2.2), дает (2.3). 


$3. Метод резольвент 


В основе метода резольвент лежит идея о том, что если резольвен- 
та А) оператора Т должным образом ведет себя при ^ —>0 и при А -> оо, 
то Т есть оператор класса К и константы С», „ (Т) допускают определен- 
ную оценку сверху. В настоящей работе метод резольвент будет не- 
сколько усовершенствован по сравнению с работой (1), что даст воз- 
можность получить оценку констант С», „(Т), существенно более точную, 
чем общая оценка (2.1). Так как оценка (2.1) на всем классе К точна, 
то метод резольвент выделяет из класса К некоторый более узкий 
подкласс. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть из множества точек, не входящих в спектр’ 
оператора Т *, можно выделить такую часть Р, что 

1) зар | ^А) |< ©; 

^еР 


2) множество Мь модулей чисел из Р достаточно густо распределя- 
ется в окрестностях нуля и бесконечности. Именно, существует такая 
константа д, что для любого интервала (р1, рз) (0О< р р» < ©), не 
пересекающегося с Мр, выполняется неравенство р» < др. 

Тогда Т есть оператор класса К и 


т (пт) 


о Е 2 0. 
тт (п— т) т 
т—1 м реа п—т—1 Е | и 
*[3 ( ; )«] [> ; ) 5] мы 


где то = ша (т, п — т) и 
а = зар[^В,|, 6 =зар|Е-- ЛВ, |. 
ЕР ЕР 


При этом в случае Мр = (0, со) надлежит считать 8=1. 


Эту теорему мы выведем из следующего предложения, имеющего. 
и самостоятельное значение. 


ЛЕММА 3.1. Если точка \, == 0 не входит в спектр оператора Т, 


то для любого вектора 62, имеет место неравенство 


не я С а 
|2" |< = ТА” о. И > 7 } ыы 
(3.2) 


где а =|^В,|, & =|Е-АЕ)|. 


% 
Т. е. точек, в которых резольвента определена всюду и ограничена. Такие 
точки обычно называются регулярными (для данного оператора). 
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Доказательство. Неравенство (3.2) непосредственно следует из. 
формулы 


Е Зе тым 


Пя 
; ео к т--/—1 | 
Ва ; ) (Е+АВ),): х, 83) 
2=0 
справедливой при всех т6В,, 


Для доказательства формулы (3.3) преобразуем ее предварительно: 
в эквивалентную формулу, применяя к обеим частям оператор В» и 
пользуясь тем, что при те, 


РЕ И ОЕ 29. 


В результате получим: 


ть бе р] , 
(ЕАЮ)"а = (1 ("" я ) ву’ (Е +- ку + 
п—т— ЕВ 1 
а. я, Ел 84 


Так как в (3.4) фигурируют лишь полиномы от оператора И = АА), 
определенного на всем пространстве, то для вывода формулы (3.4). 
достаточно установить скалярное тождество 


та И] 
В "о маи" 
п—т—1 1 | 
+" а ча" У ("", аи), 
т. е. тождество 
Чи)" Ри) и" 0 (в) =1, (8.5) 
где 
ий. И 
в - Хи" "4 ) и (8.6). 
офи" $ ("аи (8.7) 


Существование удовлетворяющих условию (3.5) полиномов Р\(и) и 
0 (и), степени которых соответственно ниже т и п— т, очевидно, так 
как полиномы (1 + и)” "и и" взаимно просты. Для фактического же 
нахождения, например, полинома Р (и) запишем формулу (3.5) в виде 


р (и) Е (1 #9 и) (пт) п” (1 5. и) (пт) 0 (и). 


Теперь видно, что Р (и) есть отрезок разложения функции (1--и)_ р 


в ряд Маклорена, т. е. есть полином (3.6). Аналогично получается 
выражение (3.7) для О (и). 
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„Лемма доказана. 

Перейдем к доказательству теоремы 1. 

Возьмем какую-нибудь точку ре Мр. Согласно лемме, при любом 
т еР будет иметь место неравенство 


И мае Х" фм (В), (3.8) 
где 
Ре п^т-+]—1 
9 ==! 5 ны 


Так как левая часть неравенства (3.8) не зависит от р, то правую 
часть неравенства можно минимизировать по р. В этом заключается 
основная идея дальнейших рассуждений. 

Обозначим правую часть неравенства (3.8) через т„(р) и будем ее 
рассматривать, считая х=Е0 *. Функция т.(р) убывает в интервале 
{0, р»), где 
в 
(п — т) Фи, т (а)  |Т'=| 1” 
и [но Зе 


и возрастает в интервале (рх, со). Тем самым 
пт т_ 
пы (р) = 1 (р) = Са” |1" | и 
Ф2>0 


где 
2 р т п—т 
Ст, т = ие [Ф„, т (@)1" [Фп, п-т (6)] " - 


п (п — т) п. 


Если вектор х таков, что точка р» входит в замыкание Мр множества 
М», то в неравенстве (3.8) можно положить р = рх. Тогда окажется, что 


Пт т 

т у т 

"< С," |1" *, 
Са 

и это неравенство только усилится, если константы С„т заменить 
константами, фигурирующими в правой части неравенства (3.1), ибо 
9 > 1. 

Пусть теперь вектор х==0 таков, что рх@Мр. Тогда точка рх при- 
надлежит некоторому составляющему интервалу (01, р») открытого мно- 
жества, дополняющего Мьр до полуоси (0, со). При этом 


Рз < бра, (3.9) 
так что заведомо р: >0, рь < со. 


Неравенство р: «р. «ро дает: 


тФл, ии. ) 


п ТФп, пать (@) 
пе На 


(п — т) Фи, ш (@) 2221. 


* Для 5 =0 теорема тривиальна. 
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‘Отсюда, в свою очередь, следуют неравенства: 


ОИС пт т. 


| Т?х | = ет] р”—т | д | \ | 7" | п 


(п а т) Фи, т 
п—т т 


(п — т) Фи, т (а) Е 1 а. 
и ВЫ 
п, пт 1 


В силу (3.8), отсюда следует, что 
ыы)" ("бу 


х [Ф»,  (@)] * [Фи, пт а ЕО (3.10) 


‘при всех ре Мь, в частности при р = ры, р». 


Принадлежность оператора 7 классу К доказана. Остается лишь 
выбрать р в неравенстве (3.10) некоторым оптимальным образом и 
тогда получится оценка (3.1). 


Положим 
и. (3.11) 
вр: ® 
"Тогда (3.10) примет вид 
т (пт) т 
т Хь, т (^)_ р2 \ в в 
|Т |< Ба (=) [Фл, т (а)] _х 
т" (п не т) в 
Х фи (ВТ ||" |1" * (3.12) 
где 
Я — те + (п т)гт. 


Для величины г в (3.12) допустимы все те значения, которые получают- 
ся из (3.11), когда р пробегает множество Мь. В частности, допустимы 
значения 


Нея 
т т 
8 Е = (=) 

=— | Га == 
тт т , 2 ыы р 


соответствующие р =р1, р=р». Из этих двух значений выберем опти- 
мальное. 
Покажем, что 


ды, пт), =) (т>--), 
(3.13) 


Г», я (= Ть, т (а) "<->. 
Так как 


т, т (Г) = п, пт (>) 


1 
н так как при замене т на пт и г на —— происходит переста- 
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новка чисел г! и г», то достаточно установить лишь первое из неравенств 
(3. 13). 

Итак, пусть т >> —- 5. Заметим, во-первых, что функция }м, ш(г) убы- 
вает на интервале (0,1] и возрастает на интервале [1, со). Во-вторых, 


05, <1<-- <». 
Поэтому ‚у 
Я т (Га) > р = (=), 


и остается убедиться в том, что 
1 
Дт, т (-. ) 2], м (11). 


Для этого, в свою очередь, достаточно проверить неотрицательность 
функции 


т 1 
8, т(г) = т [%. = С) = (| 
на интервале (0,1). Но последнее вытекает из того, что на (0,1) 


ар [20 


тт 


т (1) = вю (1) =0. 


Таким образом, полагая т, = ша (т, п — т), будем иметь: 


2 
То (пт) т 


в т 
п [, т (Га), Тагт (Га) == То (2) :+ ® —то) (2) . 
и этой величиной можно заменить и, т(г) в неравенстве (3.12). Тогда 
получим: 


р2 ыы т пт п—т т 
то + (®— то (- — ты 
а а ще ВО 12 * 17|", 


т" (п—т) п 


й 


откуда, в силу (3.9), и следует требуемая оценка. 

Теорема 2 полностью доказана. 

В целях исследования роста констант Ст (Т) при ‘выполнении ус- 
ловий теоремы 2 перейдем от оценки (3.1) к несколько более грубой, 
но зато более простой оценке. Предварительно докажем одну. лемму 
общего характера. 


ЛЕММА 3.2. 1) Если множество В точек бобувуозо типа, оператора 
Т не ограничено и если От +0, то 


Пи [АА |1 


Лоо 


2) Если точка \ =0 является предельной для |иножества ЕВ и если 
Т=0, то 


Ши Е АВ, | > 1 
Ао 
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Доказательство. 1) Если 
Иш | ^А. |< 1, 
Ло 


то существует такое 4, 0<49<1, и такая последовательность точек 
со 
{к}, СВ, что 


о |9 В», [< 9—1. 


` 


Тогда оператор (Ё -- ^„В»,)* существует, ограничен и его норма не 
превосходит (1—4) 1. Но для’любого вектора хЕДт 

(Е + ^„В»,) (Т — Е) = Тх, 
откуда выводим: 


= [Е — (Е + мВ») Та. 
ЕЁ 


Переходя здесь к пределу при А-> со, получаем х = 0. Следовательно, 
)т есть нулевое многообразие, что противоречит условию. 
2) Если 
Бш Е -+ А, | <, 
со 


то существует такое 4, 0<4<1\, и такая последовательность точек 
{^^ СА, что 
| №—0, [Е Л, В, |<4<1. 
со 
Тогда оператор 
‚(№ В») "= МЕ (Е+ № В)" 


= 
существует, ограничен и его норма не превосходит (1—4). Но для 
любого вектора х6Вт 


и Тт = Аня - А» (№ Ва). 


Переходя здесь к пределу при Ё-> соо, получаем Тх=0, т.е. Т=0, 
что противоречит условию. 

Лемма доказана. 

Из леммы 3.2 следует, что величины а и 6, фигурирующие в теореме 2, 
не меньше единицы всегда, исключая неинтересный случай Т=0, 
для которого* оценка (3.1) справедлива при любых а, 6>0. Поэтому 


т и ле ИИ ты 
р 
и 
п—т-—1 реа | П—т—1 ре 
х | ыы" 2 У | 


Учитывая формулу 
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получаем из оценки (3.1): 
, п— 


су теней 


7 


Так как д>1, а>1, 6>1, то становится очевидным 
Следствие. При выполнении условий теоремы 2 


п 
Са в(7) = — ) ар". 


Отсюда, в свою очередь, при помощи формулы Стирлинга получает- 
ся, что 
На а 
шах С», т(Т) < т (2 Уд)" 
петоа "*" уз ( у5)", 
где 1 — абсолютная константа, с = шах (а, 6). 

В качестве иллюстрирующего примера рассмотрим оператор диффе- 
ренцирования в пространствах * [7 (р>1) и М над бесконечным ин- 
тервалом. 

Вообще, областью определения оператора дифференцирования 


а 
ВЕ 


в каком-либо линейном нормированном пространстве РЁ функций одной 
переменной # является совокупность всех абсолютно непрерывных функ- 
ций, принадлежащих пространству Ё вместе со своими производными. 

Если линейные функции входят в пространство Г, то оператор О в 
этом пространстве заведомо не принадлежит классу К, так как из 
*х =0 не следует Ох =0. Так обстоит дело, например, в простанст- 
вах [7 (р>1) и М над конечным интервалом. 


Рассмотрим оператор дифференцирования Д в пространстве [7 (т, со) 
Правая полуплоскость Ве / >> 0 не содержит точек спектра оператора 
О, так как при Ве \, > 0 уравнение 


У ( —^у(9 ==(0 


при любой правой части 2(1) 6[7(т, оо) однозначно разрешимо в 
ГР (т, оо), 
со 
Уд = — 2 | 2(3)е-№ 4, 1 (3.14) 
{ 
причем решение у({) принадлежит области определения оператора Ди 


<. (3.15) 
Докажем принадлежность функции у(Ё, определенной формулой 


(3.14), к [7 (т, оо), а также докажем оценку (3.15). 
Запишем у({) в виде 


со р О 
у = — = е-мав = — зе а 
0 


0 


: А Е 
Эти и все встречающиеся в дальнейшем функциональные пространства ‘счи: 
хаются комплексными. 


м 1 
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где 4 = а Согласно неравенству Гёльдера, 


г. 1 
(> [\ [2 (Е- $) ола 2, 
(Вел)? ° 
откуда следует: 


© а со со 4 оо 
\ УГ а < —>\ а 12 (2-55) |^ 4 <= [2 (9 Га, 
т (Вел) т ® ь 1999 
что и требовалось доказать. 

Оценка (3.15) означает также, что резольвента оператора ДО в 


ГЛ (т, со) удовлетворяет неравенству 
4 
16 <5-ех (Ве^>0). 


Следовательно, к оператору О применима теорема 2. В качестве мно- 
жества Р можно взять, например, положительную полуось (0, со). 
Тогда 6 =1, а<1 (и, следовательно, а =1), 62. 

Этот результат остается в силе и для пространств Г, (т, со), М (х, со) 
и устанавливается для этих пространств еще проще. 

Положив Г = М, можно сформулировать следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть функция х()ЕГЛ(т, оо), ге 1«р«о, 
— со <т« 0, имеет абсолютно непрерывную (п — 1)-ю производную, и 
пусть х® (Е) Е ГЛ (т, со). Тогда 


р / п \ п—т т. 
2" " [2 2] ® |", (3.16) 
где норма понимается в смысле ГЛ (т, со). 
То, что функция 2(1), удовлетворяющая условию’ теоремы 3, входит 
в область определения оператора 0”, следует, например, из общей тео- 
ремы 1 работы (11). В остальном теорема 3 была доказана выше. 
Сопоставим оценку (3.16) с ‘известной оценкой А. Горного (8) 


7 


< (=) (3.17) 


для оператора Д в М (0, со). В силу формулы Стирлинга, 


Е 


т 


р [Е 


где 
т 1. х. 
=, Л, т = 0 (1), ВИ 0 (1). 


Обозначим через 6, единственный корень. уравнения 
2 = (4126) ‘ее 
в интервале (0,1) *. Тогда | 
21—9 с (1 и бу бе (0 >: 8,), 218 2—5 (1 фл ЧЕ ‘ее (9 2 0,). 


ш2 Я 
* Легко видеть, что —5— < 0:< —-- 
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Следовательно, при достаточно больших п и при т > @ип оценка (3.16) 
точнее оценки (3.17); при т < (6, —г)п (=>0) точнее оценка (3.17). 


$ 4. Некоторые операторы класса К в гильбертовом пространстве 


Обозначим через 5 симметрический оператор в гильбертовом прост- 
ранстве. 5 есть оператор класса К. Однако оператор Т = 5" 5 может 
уже не быть оператором класса К. Так обстоит дело, например, если 
Т =? в пространстве Г? над конечным интервалом. Здесь роль 5 иг- 
рает сужение оператора Т, осуществляемое нулевыми граничными ус- 
ловиями. 

Вообще, имеет место 

ТЕОРЕМА 4. Если 5 — немаксимальный замкнутый симметрический 
оператор в гильбертовом пространстве, и если оператор 5`* существует 
и ограничен, то оператор Т = 5* не есть оператор класса К. 

Доказательство. Покажем, что оператор ТГ не является даже 
квазиобратимым. 

Воспользуемся тем, что оператор 5 можно расширить до такого 
самосопряженного оператора 5, обратный к которому по-прежнему суще- 
ствует, ограничен и, следовательно, определен на всем пространстве 
[см. (14), а также (15) и (16), стр. 366]. 

Возьмем собственный вектор х оператора Т, принадлежащий какому- 
нибудь невещественному собственному числу /^, и положим 

у=х— 5-15. 
Очевидно, У-0 и 
ТУ=А(#— 79141) =^ (1— 591%) =0. 
Положим, далее, 
= 5—1. 
Тогда 
ЕЕ о. 


что и требовалось доказать. 

В противоположность теореме 4 справедлива 

ТЕОРЕМА 5. Если 5 — максимальный симметрический оператор в 
гильбертовом пространстве, то оператор Т = 5" есть оператор класса К. 

Доказательство. Примем для определенности, что дефектное 
число оператора © в нижней полуплоскости равно нулю, и покажем, 


что тогда верхняя полуплоскость Пи _>0 свободна от спектра опера- 
тора 7. 


Рассмотрим уравнение’ 
Ту лу=т (4.1) 
при Ши >0. Представим вектор х в виде 
= 1», 
где 1, принадлежит области значений оператора 5 — ЛЕ, 


2: = 9: — Ау. = Ту: — Ам, 
а 1. удовлетворяет уравнению 


Тх, = Ао. 
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Положим 
1 


Я 


у=и- т. 


Очевидно, вектор у является единственным решением уравнения (4.1). 
Таким образом, резольвента А оператора Т существует при шА>0 
и является оператором, определенным во всем пространстве. 

Докажем теперь, что А» при [и ^ > 0 есть ограниченный оператор и 


1 
В. | (4.2) 
С этой целью представим решение у уравнения (4.1) в виде 
у= 52 — А 2. 


Это осуществимо, так как дефектное число оператора 5 в нижней полу- 
плоскости равно нулю. Очевидно, 


ПУ" = (52 — №2, У) = (2, Ту— №у) = (в, )<|2||=1|. (4.3) 
С другой стороны, полагая Пи А =В, Вел =, будем иметь: 
Пу = | (5 —«Е) 2 -- 282 [|® = (5 — Е) = Р-Н В 27|. (4.4) 
Из неравенств (4.3) и (4.4) следует: 


зе, 


что и требовалось доказать. 

Итак, к оператору Т применима теорема 2, где в качестве множества Р 
можно взять положительную мнимую полуось. Следовательно, Т есть 
оператор класса К. 

В частности, оператор 2) в [7 над полуосью есть оператор класса К. 
Этот факт не нов: в монографии (5) установлено, что в [7 (0, оо) 


12= |< И? |=? |2°=|*. (4.5) 


Более того, константа С, =И2 в неравенстве (4.5) точна. 

Точное неравенство (4.5) было доказано в (5) несколькими методами. 
Один из этих методов, опирающийся на рассмотрение некоторого ква- 
дратичного функционала и на некоторое специальное расщепление области 
определения оператора 7, можно обобщить на произвольный опера- 
тор Т, сопряженный с максимальным симметрическим несамосопряжен- 
ным оператором в гильбертовом пространстве. Тем самым удается дока- 


зать, что вообще 


с. (Г)=И5. 


Далее, развивая надлежащим образом упомянутый метод, можно свести 
вычисление каждой константы С„,тш(Т) для рассматриваемого опера- 
тора Т к решению одного или нескольких алгебраических уравнений. 

Эти обобщения являются предметом двух последующих параграфов. 

В заключение настоящего параграфа отметим, что оператор 20° в [7 
над полуосью заведомо есть оператор класса К, так как 0 = — (10). 
В то же время он является сопряженным к немаксимальному замкнутому 


симметрическому оператору. 


5 Известия АН СССР, серия математическая, №6 
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$ 5. Метод квадратичных функционалов 


Схема метода квадратичных функционалов такова. Рассмотрим ква- 
дратичный функционал 
То (а, р) = Те рр" т” + р, 


зависящий от вектора хе Ду», скалярной переменной р >> 0 и параметра 
р> 0. 
Очевидно, при р=0 
Тр(х, р) > 0. (5.1) 


Предположим, что неравенство (5.1) справедливо и при некотором 
р>0. Тогда, минимизируя Гр(т, р) по р, получим: 


— п 2 
т | т => тт т 
р" ГО (2+0). (5-2) 
в: 12|” 
Следовательно, 
бе С Праги (5.3) 
где 


и ее (5.4) 
| т? (п—т) ®. Р 


Итак, если описанное положение вещей имеет место при любых п, т 
(или хотя бы при п =2, т = 1), то Т есть оператор класса К и кон- 
станты С„,ш(Т) оцениваются соответствующим образом. 

Пусть, наоборот, Т есть оператор класса К, и пусть константа 
С, т > 0 такова, что имеет место неравенство (5.3). Определим величину р 
из соотношения (5.4). Тогда при выбранном р будет выполняться нера- 
венство (5.2), из которого следует соотношение (5.1). 

Таким образом, для любого оператора Т класса К 


С", т (Т) = т ть - п—т ’ 


т? (п— т) 


где р, т = Ваш > 0 — верхняя грань множества Д тех значений 1 
для которых имеет место неравенство (5.1)*. Заметим сразу, что мно- 


жество А замкнуто и в месте с каждым р>0 содержит все меньшие 
положительные числа. Следовательно, 


А [о ре 
[0, со) (Р»,т = ©). 


* — — 
а (Т) = со соответствует м т(Т) = 0. Заметим, что если величины Ри 
С Т) вводи 
п, т дить в общем случае (а не только для операторов класса К), то опера- 


торам Т, не являющимся операторами класса К, б 


Ст (Т) = оо. удет отвечать р, т (Г) = 0, 
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Пусть Г — оператор класса К. Если р», т < со и если при этом кон- 
станта С„т(Т) достижима, то для любого экстремального вектора х 
и для значения р = р., определяемого из условия 


рр (т, 2) = шп, 
имеем: 


Три,т (т, Ро) = 0. 


Наоборот, если для некоторого р(0О«р«р,‚ и, р< о) и для не- 
которого вектора х = 0 существует такое р, > 0, что 


Тр (х, ро) = 0, (5.5) 


то р=р, „, константа С, „(Т) достижима и вектор д — экстремальный. 
Действительно, так как О<р<р, „, то имеет место неравенство (5.1), 
которое в сочетании с (5.5) дает: 


пи Ир (л, р) = 1р(%,рь) = 0. 


Подчеркнем, что, в силу сказанного выше, при О<р<р, „ выпол- 
няется строгое неравенство 


Тр(т,р)>0 (2=0). 


Изложенный метод формально пригоден для любого линейного нор- 
мированного пространства. По существу же он хорошо приспособлен 
(в отличие от метода резольвент) только к пространству, норма которого 
порождена скалярным произведением, так как только в таком простран- 
стве квадратичные функционалы естественно связаны с метрикой. 


$ 6. Исследование констант С», „(Т) для оператора Т’, сопряженного 
с максимальным симметрическим несамосопряженным оператором & 
в гильбертовом пространстве 


На протяжении настоящего параграфа буквы Т и 5 имеют смысл, 
указанный в заглавии. При этом для определенности предполагается, 
что дефектное число оператора $ в нижней полуплоскости равно нулю. 

Приступая к исследованию констант С, „(Т), докажем несколько 
лемм. 

ЛЕММА 6.1. Пусть 5 — замкнутый симметрический оператор с ин- 
дексом дефекта (0, г) (г_> 0), и пусть Т =5*. Пусть, далее, Н» обозна- 
чает собственное подпространство оператора Т, отвечающее собственному 
значению № (м ^ < 0). Тогда оператор 


Уи =Е- (А) ($ —в Е)" (< 0, шьх0 


обладает следующими свойствами *: 

1) Он определен на всем пространстве и ограничен. Обратный опера- 
тор Ухь существует и равен У». 

2) Ух =: 


* Аналогичные операторы рассматривались по другому поводу М. Г. Крейном (1). 
5* 
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* 
3) Имеет место тождество 


^— ^ (х, у) (т, У6Н»; Пал, пар, во < 0). (6.1) 
И 


(Гл ьх, >, 9) == 


© 
Доказательство. ‘Свойство 1) очевидно. Свойство 2) следует из 


соотношения 
"а ==) (Т — ЛЕ) - ВИЙ, 


и из свойства 1). Для доказательства свойства 3) положим 
1 | 
($ —вЕ) х=и, (5—оЁ) у=о. 
Тогда левая часть (6.1) запишется в виде 


(> т, Т), у) = (т, у) сы (^ —1) (и, 9) р (^ — ©) (т, >) С: 


+(А—в—5) (и, 5). (6.2) 
Но 
(9) = (2, (Т— Ву) = И, (6.3) 


ибо Ту = Ху и, следовательно, 


р 
Далее, 
(=, = [= = С у , (6.4) 
Наконец, 
о 


Действительно, так как 


То — в = 52 — в =у, 


то 
Е Е 
мы (^— в) (в — о) и— © 
И 
(и, и) == (2, (Г-ЕрЕ) о) Я 


(% —в) (и—о) во’ 
откуда, в силу (6.4), и следует (6.5). 
Требуемое равенство (6.1) вытекает из формул (6.2) — (6.5). 
Прежде чем формулировать следующую лемму, заметим, что если 
оператор А класса К имеет хотя бы одно собственное число ^ Е 0, то 
Сп, т (А) 1, так как для соответствующего собственного вектора х 


"—т т 


= = А” |". 


ЛЕММА 6.2. Пусть оператор А класса К в гильбертовом или эвкли- 
довом пространстве имеет два неортогональных собственных вектора 
2 и у, отвечающих различным собственным числам \, и и. Если пит 
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таковы, что 
(п— т) Е ть" — пы" 0, 
`то С, (А) > 1. 
Доказательство. Не нарушая общности, можно принять, что 
а = У АУ 
Положим 
2 (1, 0) =х-- ебу (>20, 0<68<2м) 
и составим выражение 
в. 9 = Й А" (Е, 9) ||” —_ 
{й) ( ) | 2 (1, 9 Ее |] Аб; (Е, 9) [2 
га (+22 Ве (ебор”) 2 |” 
[1 - 22 Ве (85) - "т [1 + 22 Ве (еор”) + |" 


где с = (у, 2) =0. Для доказательства леммы достаточно подобрать & и 6 
так, чтобы 


О 1. (6.6) 


Заметим, что 
0 (0, 0) =1, 0, (0, 6) = 2 Ве ес [пут — (п — т) — ти?] = 0. 


Поэтому 0 можно выбрать так, чтобы 0, (0, 0) < 0, и тогда при доста- 
точно малых # будет выполняться неравенство (6.6). 

ЛЕММА 6.3. Если Т — оператор, сопряженный с максимальным сим- 
метрическим несамосопряженным оператором 5 в гильбертовом простран- 
стве, то С,т(Т)>1 при любых п, т. 

Доказательство. _ Все точки нижней полуплоскости А <0 
являются собственными значениями оператора Т. Обозначим через х 
собственный вектор оператора Г, отвечающий собственному числу ^, = —&, 
и положим 

У уе —7, 
где 
р>0, (п—т)- тр" — пр" = 0. 


Согласно лемме 6.1, вектор У есть собственный вектор оператора Т, 
отвечающий собственному числу и = —®, и 


: 2 
(У, 2) = (Уь-ь1, Уч-41) = 530. 


Согласно лемме 6.2, С,т(Т) > 1. 
ЛЕММА 6.4. Пусть А — симметрический оператор в гильбертовом 
пространстве и В = А*. Если ФЕ) ии А” 'тЕДь, то $Е)ь и 


п—т 


|182 < [21 


т 


|8" ||". (6.7) 


Доказательство. Принадлежность 2 к ‚и очевидна. 
Для п=2 неравенство (6.7) вытекает из того, что 


ВВ: —= (4х, 4т) = ФИВАз) = (2, В). 
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Переход к любому п осуществляется по индукции в точности так же, 
как это было сделано при доказательстве неравенства (2.1). 

Обратимся к непосредственно интересующему нас вопросу о констан- 
тах С„т(Т). Будем действовать методом квадратичных функционалов. 

В соответствии © изложенным в $ 4, 


С„=(Т)= и Е, (6.8) 
т” (п —п) " Р. 


тт 


где ри =Р,и(Т) > 0 — верхняя грань множества Д-тех значений р >> 0, 
для которых квадратичный функционал 


Тр(х, р) = |7" [| — ро" || Т"а | р" | | 


неотрицателен при всех хЕД;”, р> 0. 
Как уже отмечалось в $ 4, 


| [р ПФ „, < 99), 
а [0, со) Ша — со). 
Для изучаемого сейчас оператора рт,» < со. Более того, 


п 


Ри, т < т п—т °* 


Ти 


Это ясно из леммы 6.3 и формулы (6.8). 
Рассмотрим полином 


№ (= — рб" +1. 
При 


< ——— (6.9) 


т? (п—т) п 
его корни невещественные и простые. В самом деле, во-первых, 


т т 


п—т п—т 
ша =" Пр 0. (6.10) 
<< 


к-т 


Во-вторых, если (, — кратный корень полинома 1» (5), то 
2 2 
- —Ры" =—1, 
по" — тро" = 0. 


Отсюда видно, что р 0и 


Но тогда 
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откуда следует: 


что противоречит условию (6.9). 

Отправляясь от полинома ]» (&), мы построим такую систему конечно- 
мерных подпространств, порожденных собственными векторами опера- 
тора Т, что неотрицательность функционала Г» (5, р) для всех ХеБтт, 
р>,0 ее уже его неотрицательностью на всех подпространствах 
системы. Это построение сыграет решающую роль в проводимом иссле- 
довании. 

Всюду ниже мы можем и будем считать неравенство (6.9) выполнен- 
ным. . 

Обозначим через (1, 65,..., б» корни полинома [, (5), лежащие в ниж- 
ней полуплоскости, и положим 


Ал = рб, ЕО АЫрСь (р 9). 


В собственном подпространстве Н», оператора Т выберем произвольное 
подпространство С размерности не выше п —1 и образуем подпростран- 
ство 


Г, (@, р) = Ул 6 


8$=1 
Согласно лемме 6.1, 


С(С-рСИН,, 
$=1 


и, очевидно, размерность Г (С, р) не выше п (п — 1). 
Установим, что если 


Тр (х, р) > 0 (6.11) 
при всех 26|] (С, р), то это неравенство выполняется вообще при всех 
Ге 
хер.". С этой целью покажем, что - при любом р>0 вектор хе Вт» 
можно расщепить в сумму 
х=и-ь, (6.12) 
где 
ие Ди, Е] Г,(@, р), Т"%ЕО.. (6.13) 
@ 


Прежде чем строить расщепление (6.12), обладающее свойствами (6.13), 
убедимся, что оно даст нам требуемый результат. 
Из представления (6.12) вытекает, что 


Тр (а, р} = Гр (и, р) + 1» (о, р) + 2Ве Кр (и, ъ, р), (6.14) 
где 
Кр (и, о, р) = (Т”и, Т”5) — рр" " (Т"и, Т"ъ) - р” (и, 5). 


Билинейный функционал Кр (и, ®, р) можно записать в виде 


Кр (и, $, р) =. (и, Г ава ро оотея Е р*"Е] $), 
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ибо; в силу (6.13), 
(Ти, То) = (Т5"ш, Т"ь) = (5" ш, 57") = (5 ‘ш, т") = (и, То) 
и 
(Тти, ТТо) = (5"и, Т"ъ) = (и, т"). 
Теперь легко обнаружить, что Кр (и, ®, р) =0. В самом деле, так как 


= 25, (>. @ Н»,), 


$5=1 
то 
[1% а т ет р" Е] Е 


= У рр" А Вр в: 


$=1 8—1 


В результате равенство (6.14) принимает вид 


Тр (т, р) = Тр (и, р) -- Гр(®, р). (6.15) 
Остается убедиться в том, что при и = 0 
1 (и, р) >0. (6.16) 


Согласно лемме 6.4, 
п—т 


а” 7” |". 


Поэтому а 
2т 2(п т 


Ти, р) Та "ти |" вм Ш 


еее (Уи) >о 


ввиду (6.10). 

Займемся построением требуемого расщепления. Будем опираться на 
так называемую первую формулу И. Неймана (18) * из теории расши- 
рения симметрических операторов. В применении к рассматриваемому 
оператору Т эта формула означает, что любой вектор хе Дт однозначно 
разлагается в сумму 


а=а: ль, (6.17) 


где 2.605, 26Н› (ш^ < 0). Равенство (6.17) показывает, что 
д == 1. (шод 05). 


Пусть 26 )ут»т. Тогда существует такой вектор 9 6 Нл», что 
х=5® (то4 рэ). 
Но так как Т2@еОт, то существует такой вектор $), что 
Тз = ^5®) -- 71) (тоа Р$). 
Продолжая рассуждения аналогичным образом, мы обнаружим такие 


* См. также (13), стр. 328—329. 
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п —1 векторов 
О (6.18) 
йз Но, что 


Е 
А ро (шо) Ола). (6.19) 
1=0 
Положим 


а? = а ь = — (Л, — Л.) ($ — ^Е) ($=2, Зе №): 


Очевидно, ЛЕН», и 
59 = (шоб рэ). 


Поэтому, в силу (6.19), при $ =1,2,...,п 


Е 
Теа У 5 (под Оз) (К= 0,4571. .п- 2). (6.20) 


2=0 
Из сравнений же (6.20) следует: 
О но) Ах, 7* мыл.) (6-1, 2,.... п). (020 


Вектор 9, входящий в расщепление (6.12), будем искать в виде 
т п 


7 = у х о, 
8=1 7=0 
где а,; — коэффициенты, подлежащие нахождению из условий (6.13). 
Заметим, что, независимо от выбора коэффициентов ©.;, вектор ® 
входит в НИЙ 2), так как 


п—8 


п 
\ . 
= УИ», Х 0, 
8=1 1=0 


и, следовательно, © входит в то подпространство (С, р), для которого С 
есть линейная оболочка векторов (6.18). Таким образом, условия (6.13) 
сводятся к требованиям: 
о 
хи ТоЕ ий 


Первое из этих требований означает, что 
Тих =Т*о (то Оз) (К =0,1,...,п—2), (6.22) 
а второе — что 
Т"о =0 (шод 25). (6.23) 


Учитывая сравнения (6.21), получаем: 


п па ъ п— 8 
То = У У о = У [аш т + >) ан» (Т’з — МТ’ 14)] (под 05) 
8—1 1—0 8=1 1=1 
для р =0,1,2,.... Полагая 


п 

1 К 

бк) = ха Аз» 
$=1 
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будем иметь: 
п—3 


оо о" Е + М @бы— ок на)’ (шой Оз) (&=0,1,2,,..). 


= 
Условия (6.22) будут выполнены, если при О<А<п—2 


буи в = 0, бу = Аабьа (051 <Пв-— 2, 1-Е Ё), бы = А бк (6.24) 
и, кроме того, 


би—2, по = т би—2, 1 = А16"—, 9-Е (0< 7 < 2). (6.25) 
Наконец, условие (6.23) будет обеспечено при 
бин = 0, Аа ОП (6.26) 


Остается проверить, что система п(п—1) линейных уравнений 
(6.24)—(6.26) с п(п — 1) неизвестными ©.; разрешима. 
Уравнения (6.24)—(6.26) можно записать в виде 


0 (О<Е<1<п— 2), 
оы=| м’ (<&<п—2), И 
0 (Е = п). 
При фиксированном /] уравнения (6.27) разрешимы относительно 9; 
($=1, 2,...,п), так как определитель 
1 1 1 
МЕ Алей 
=. ломка = ноды ао 
жа ® Вы т. 1<<1<п 
о Ап 


отличен от вуля. 

Требуемое расщепление (6.12) сконструировано. При п=2, т=1 
для случая оператора Т = {0 в [7 над полуосью описанная конструкция 
переходит в конструкцию, указанную в монографии (5). 

Теперь естественно обратиться к исследованию знака функционала 
Тр(х, р) на произвольном подпространстве Г, (С, р). 

Совокупность векторов 6 Ё(С, р) описывается формулой 


и 
= И), л,6,, (6.28) 

8=1 
где векторы в, (5 =1,2,...,п) независимо друг от друга пробегают 
пространство С. Исходя из представления (6.28), вычислим Г» (я, р). 


Очевидно, 


о. 
8—1 
Отсюда, согласно формуле (6.1), вытекает: 


С 
17‘ == У м, 8 (8, &))- 


8,1=1 
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Следовательно, 
п 


Е, пп эт 
Ть (т, р) = У г (Ав № — рт) А" АР -[ р") (6, =), 
в.1=1 ^^ 


у Е 
ВИТ 61—63 


Вводя эрмитовы матрицы 


СЕ -РЫЯ +! \" п 
Мор) еее иен) Вии ВАД 
[® а С; ПЕ 
можно записать /р (57, р) в виде 
Тр (т, р) = 2] паб; | р?" зр М», т (р) Г]. (6.29) 


Допустим, что для некоторого р матрица М», „(р) эрмитово-неотри- 
цательна. Тогда 


$Р (Мп, т (р) Г] >20, (6.30) 
поскольку матрица Г заведомо эрмитово-неотрицательна *. В силу (6.29), 
отсюда следует, что 


Тр (т, р) >20, 


каковы бы ни были р, С и 2ЕГ (С, р). Но это, по доказанному выше, 
означает, что Гр(х, р) >0 при всех хЕДтт, т. е. что рЕД. 

Наоборот, если рЕД, то Г, (т, р) >0 для всех хеБтт. Поэтому вы- 
полняется и неравенство (6.30) при любой допустимой матрице Г. 
Выберем матрицу Г специальным образом. Возьмем любой вектор 
ЕН), |8|=1, и положим 


2. = (5=1,2,...,П), (6.31) 


где Ё, — любые числа. Тогда неравенство (6.30) будет означать, что 
эрмитова форма от переменных &, с матрицей М», шт (р) неотрицательна, 
т.е. что сама матрица М»,т(р) эрмитово-неотрицательна. 

Итак, интервал А совпадает с множеством тех значений р, удовле- 
творяющих неравенству (6.9), для которых матрица М»,т(р) (зависящая 
при данных п, т только от р) эрмитово-неотрицательна. 

Покажем, что при О<р<Р»,‚м матрица Мт,(р) эрмитово-положи- 
тельна. Это будет означать, что р,,ш есть наименьший положительный 
корень уравнения 

Чеь [М (РГ = 0, (6.32) 

Допустим, что при каком-либо р, О<3р<р»,т, матрица М», т (р) 
вырождается. Тогда для любого р>0 существуют такие не равные 
нулю одновременно векторы (6.31), что порождаемая ими матрица Г 
удовлетворяет уравнению 5р[М»,т(р) Г] =0. Отсюда следует, что для 
вектора (6.28) 

Тр (т, р) =0 
и при этом, очевидно, х==0. Однако такое положение невозможно, 
если 0 <р< р», м. - 


См., например, (19), стр. 113—144. 
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Упростим уравнение (6.32). С этой целью запишем его в виде 


Чев (В, (51), = 0, (6.33) 
где 
ПРП __ РП гп 1 тр—1 , х | Же м. 
По = Ниуе де 
ь 1=0 т 
аи я ЕН 5 Е (6.34) 
1—0 2=т 


Представим В. (5) как интерполяционный полином Лагранжа, постро- 
енный по узлам (1, б2,..., би: 


в, = Ул, о, 
1 


где 


Очевидно, следующие факты эквивалентны: 
1) выполнение уравнения (6.33); 
2) линейная зависимость полиномов В; (5); 
3) равенство нулю определителя 


ам" аб 

— --1 2п—1 
о ес с (6.35) 
ыы а 


отличающегося, в силу (6.34), только множителем, не равным нулю, от 
определителя, составленного из коэффициентов полиномов В, (5). 

Итак, мы установили следующее предложение. 

ТЕОРЕМА 6. Для оператора Т, сопряженного с максимальным сим- 
метрическим несамосопряженным оператором 5 в гильбертовом прост- 
ранстве, константы С„,т(Т) даются формулой 


к. 


тп (п— т) “ Риъ 


где р',ш есть наименьшее из значений 


т — (6.36) 


для которых равен нулю определитель (6.35), составленный по корням 
уравнения 


С" — рб" +1=0, (6.37) 


лежащим в нижней полуплоскости. 
Из теоремы 6 непосредственно вытекает 
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ТЕОРЕМА 7. Константы С», п (Т) не зависят от оператора Т в классе 
операторов, сопряженных с максимальными симметрическими несамосо- 
пряженными операторами в гильбертовом пространстве. 

Отметим некоторые следствия теоремы 7. 

Следствие 41. Если Т — оператор, сопряженный с максимальным 
симметрическим несамосопряженным оператором 5 в гильбертовом про- 


странстве, то 
С», т (Т) = С п—т 3). 


Доказательство. Теорема 7 позволяет принять, что оператор 
Т обратим *. Тогда оператор 5 и подавно будет обратимым и область 
определения оператора 5" будет плотной. При этих условиях 


т — (91. 


Но оператор 5" вместе с 5 является максимальным симметрическим 
несамосопряженным оператором. Поэтому, согласно теореме 7, 


Стб): 


Остается учесть, что ** 
—1 
а (Т ) — Са, пт 1 
Следствие 2. Для оператора Т, сопряженног.` с максимальным 


симметрическим несамосопряженным оператором в гилеЭертовом прост- 
ранстве, 


С».®(Т) < (*). (6.38) 


Доказательство. Согласно следствию теоремы 2 и оцелке (4.2), 
взятой для точек Л на мнимой положительной полуоси, 


С». =(Т) < (и) 5” ", 


где | 
Ь = зир[ Е -- 2Вь| 
Р>0 


Принимая, на оснований теоремы 7, что оператор 7 обратим, пока- 
жем, что 6 < 1(и, следовательно, 6 =1). Тем самым будет получено 
требуемое неравенство. 1 

Рассмотрим максимальный симметрический несамосопряженный опе- 
ратор —.5 ". Его дефектное число в нижней полуплоскости равно нулю. 
Следовательно, в силу (4.2), 


змр | 5 ВСП |[<1, 
в>0 


где В; — резольвента оператора — Т`* = (—5 *)*. 
Остается принять во внимание, что 


85? = (Е Вь) (2=5). 


Перейдем к вопросу об эффективном нахождении констант Ст (Т). 


* Таков, например, оператор #0 в Г? (0, со). 
** См. подстрочное примечание на стр. 827. 
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Если отыскивать С», п (Т), буквально следуя формулировке теоремы 6, 
то понадобится решить алгебраическое уравнение (6.37) в общем виде 
(т.е. с буквенным коэффициентом р), после чего еще нужно будет решить 
относительно р «иррациональное» уравнение, получающееся приравни- 
ванием нулю определителя (6.35). Эти обстоятельства делают теорему 6 
непосредственно непригодной для нахождения С„, „(Т). Однако, опираясь 
на эту теорему, легко дать метод вычисления констант, в существенном 
сводящийся к решению одного или нескольких алгебраических уравне- 
ний с числовыми коэффициентами. 

Заметим, что если определитель (6.35) равен нулю, то существует 
такой нетривиальный * полином Ё(5) вида 


т—1 ы п—т-1 й 
ть, (6.39) 
1=0 2—0 
который обращается в нуль во всех точках (Ц, (.,...,б». Но тогда 


полином Р(5)Е(—) должен делиться на 


Др (= "ре" 4. 
Итак, для нахождения С„т(Т) достаточно выполнить следующие 
операции. 
А) Составить полином Е (5) вида (6.39) и найти остаток 


п—1 


а 


К=0 


от деления Е (0) Е(— 6) на /» (5). 
В) Из системы уравнений 


Фа, Фиь М; ра Фи нее р) =0 (К =0: Фуа — 1) (6.40) 


исключить неизвестные 


Фи на дм (6.41) 


полагая, что они не равны нулю одновременно. 

С) Решить полученное в пункте В) уравнение относительно р в интер- 
вале (6.36). 

р) Отделить посторонние значения р, если таковые имеются. Для 
этого достаточно при каждом из найденных в пункте С) значений р 
решить уравнение (6.37), вычислить соответствующий определитель (6.35), 
а затем отбросить те значения р, для которых определитель отличен 
от нуля, и из оставшихся р взять наименьшее. 

Покажем, что пункт В) можно осуществить так, чтобы для р полу- 
чилось алгебраическое уравнение (с целыми коэффициентами). 

Действительно, левые части уравнений (6.40) являются квадратич- 
ными формами от переменных (6.41), а коэффициенты этих форм, в свою 


* т. е. не равный нулю тождественно. 
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очередь, являются полиномами от р (с целыми коэффициентами). Для 
того чтобы система (6.40) имела нетривиальное решение относительно 
неизвестных (6.41), необходимо и достаточно, чтобы был равен нулю 
результант О (р) форм * (6.40). 

Результант Р\(р) есть нетривиальный полином от р (с целыми коэф- 
фициентами). Убедимся, например, что Р (0) = 0. 

Допустим, что (0) =0. Тогда при р=0 система уравнений (6.40) 
нетривиально разрешима и соответствующий полином ЁЕ() таков, что 


`Е(5)Е(—6) делится ва 5-1. 


Полином ЕЁ (0) Е(— 0) — четный: 


2—1 
ЕО Е(-0 = УР," 
к=0 
Так как, очевидно, 


—Е п—1 
РР (0 = У Ре" У Ри, 
К =0 


К ==0 
то 
п—1 
ГЕО = (В, РС" (о). 
®=0 
Следовательно, 
Ре = Рь, (К О.п 1). (6.42) 
С другой стороны, полиномы 
т—1 } п т 1 : 
ФУ, += У 8 
1=0 1=0 


нетривиальны, так как если, например, Ч(0)=0, то полином 
Ф()Ф(—65) степени ниже 2и делится на б”"--1 и тем самым равен 
нулю, т. е. Ф(5) =0, откуда следует, что Ё(5) =0. 

Пусть степень Ф (5) равна у (0 <у<т —1), степень (5) равна 
р (О<и<п—тр—1). Так как 

О -=ФОФеО 

Ро ФРОСТ ЕО о. 

то 
Е, = (—1)’Ф: 0 
и вместе с тем 
Ру == 0, 

ибо 


Раши. хУуфп«< п-т. 


Мы получили противоречие с соотношением (6.42). 


* По поводу результанта системы форм см., например, (?), стр. 21—24. 
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`Вычислим константы С„,ш(Т) при некоторых частных значениях п, т. 
1) п=2, т=1. Полином Р (5) в данном случае имеет вид 


Е (5) =Ф, + уз С, 
_и остаток от деления ЕР (0) Р(—0) на 5* — рб? -- 1 равен 
г (5) = (ФФ — ро) — (р? —1) 9. 


Исключая Ф,, Ч, из системы уравнений 


Фо — ро = 0, 

(р°—1) 48 =0 

в предположении, что |Ф, |? - | Ч? >0, приходим к уравнению 
2—1 =0. 


Следовательно, р»: =1 и С..1(Т) =У2. 
2) п=3, т=1: Здесь 


Р( =Ф, Е Ч.“ 3, 
и остаток от деления Ё (0) Р(—0) на 68 — рб? 1 равен 


г (9) = (5 -- р41) — (Фо -- р 41) (2Ф.Ч, - рф + 41) 5. 
Исключая Ф., У, Ч, из системы уравнений 
Ф-- р41=0, 
АР Е р? У ЗЕ. 0, 
[он - Ро -- 41 =0 
в предположении, что |Ф, |? -| | 9,2 - | Ч, >> 0, приходим к уравнению 


р — бр 1 =0. 
2 
Это уравнение имеет два корня в интервале (0, 3.2 3): 


Е ея 
ро -(И2-—1)*, ре (2+1). 


Производя отделение постороннего корня путем элементарных вычислений, 
получаем: 


2 
Ра == р® = (И2—1) . 
Таким образом, 


Сз,1 (Г) 5 нь 8 
У 2(У2-— 1) 


Ту же величину, согласно следствию 1 теоремы 7, имеет и кон- 
‘станта Сз,›(Т). 

В заключение докажем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 8. Пусть Т — оператор, сопряженный с максимальным 
симметрическим несамосопряженным оператором 5 в гильбертовом про- 
‘странстве. Тогда 

Г. Константы С», т(Т) достижимы. 
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П. Множество векторов х, экстремальных для С„,т(Т), описывается 
формулой 


2= УЕ (1, —^,) (5 —^, В) в, 


$=1 


где \з = рё;, С. — лежащие в нижней полуплоскости корни уравнения 
2т 2т 
О 


р_> 0 — любое, {9} — любая система не равных нулю одновременно 
решений уравнения Т8 = №. < такая, для которой 
п =% т т 
Са [9 > Роб Я 1 


> = ЕО (6.43) 


8,1=1 


Доказательство. Система векторов {2.}»—, описанная в форму- 
лировке теоремы, заведомо существует. Например, эти векторы можно 
сконструировать по формуле (6.31), где Ё, таковы, что 

= т 
о Ре 


. те 
У ЕЕ ЕЕ 


и не равны нулю одновременно *. 
Вектор 5, порождаемый системой векторов &, по формуле (6.28), 


отличен от нуля и 
Тр», т(2, р) = 0.1! (6.44) 


Следовательно, согласно сказанному в$5, константа С„,ш(Т) достижима 
а вектор х — экстремальный. 

Пусть, наоборот, х — какой-нибудь экстремальный вектор для кон- 
станты С», т(Т). Тогда существует такое р > 0, что выполняется (6.44). 
Поэтому для расщепления (6.12) вектора х 


Тов, т (И, р) = 0, Тов, т (8, р) = 0, 


откуда следует, что и =0, а вектор х=0 строится так, как описано 
в формулировке теоремы. 

Теорема 8 доказана. 

Для иллюстрации рассмотрим. частный случай п=2, т = 1. Здесь 


Ри. т —= № 


и _ 57 
ев, = 8, 


и уравнение (6.43) приводится к виду 


п\ 
= 2 
| 2 —е381| =0. 
Таким образом, 
1 


23 = 68 #1, 


* В случае, когда индекс дефекта оператора 5 есть (0,1), такой способ постро- 
ения векторов &, является единственно возможным. 
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Пе ь урны бе кону НИЗА ОИ ВАНА ИНН АИ 


4 
' 


где ©: — произвольный собственный вектор оператора Т, принадлежащий 
собственному числу 


я 


№ = ре 8 (р>0). 


Совокупность экстремальных векторов х описывается формулой 


х = [Е И (5 №2 87] 5, 
где 


Е Е: 
8 =УЗе в, №=ре 6. 

Вектор $, наравне с 1, есть произвольный собственный вектор опера- 
тора Т, принадлежащий собственному числу ^л. 


Дополнение А 


Об одной оценке констант С», ш(Т) снизу. Если онератор 
Т класса К имеет хотя бы одно собственное число А = 0, то* 


С, т(Т) 1. (Г 


Так, например, обстоит дело для оператора Д в пространстве 


ГЛ (1 <р<оо) над бесконечным интервалом. 

Пример оператора Т класса К, для которого константы С», т(7) > 0 
не удовлетворяют неравенству (1), доставляет теорема 1 при 0<С<1. 
В этом примере оператор ТГ — неограниченный. 

Рассмотрим еще один пример невыполнения неравенства (1). 

Возьмем гильбертово пространство с ортонормированным базисом 
{ео _® И определим оператор Т согласно формулам 


со 
С > (Сэл езк - бака вк), 
Е=—со 
со 
Тт 


№ (22 Сзх езка Е Сзи--1 @зк-+2), 
со 


р* 
где > #—& 

Оператор Т определен на ортогональном дополнении системы векто- 
ров ева о и, очевидно, ограничен. Область определения оператора 
Т? есть подпространство векторов вида 


со 
т = у Сзк езк» 


о 
и на этих векторах 


17а = |7] = 22|]. 


Следовательно, Т есть оператор класса К и С... (Т)=е. 

В противоположность указанным примерам справедлива 

ТЕОРЕМА. Если Т + 0 — оператор класса К в банаховом простран- 
стве, ограниченный и определенный на всем пространстве, то 


С», т(Т) > 1. 


* См. стр. 844. 
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Доказательство. Обозначим через г спектральный радиус опе- 


ратора Т, т. е. нижнюю грань радиусов кругов с центром в нуле, 
содержащих весь спектр оператора Т. Рассмотрим два случая. 


1) г>0. Так как спектр оператора есть замкнутое множество, то на 


окружности | А | = есть хотя бы одна точка ^,, принадлежащая спектру. 
В точках А, |^|>г, имеем *: 


1 
т. (1) 
Выберем какую-либо последовательность точек {Л„}а, сходящуюся 


в точке А, из внешности круга |^| > т, и возьмем векторы У, так, чтобы 
выполнялось неравенство: 


Ми, > Пак | &=1,2,3,...). 


Полагая 


В, Ух 


Як 
я 1,9» | 


будем иметь: 


2 
Пк = А, [Та — Ака] Зет. 
| А, | 
Отсюда, в силу (П), следует: 


|7 — №24 |< 3 Мм — | 
и ири =, 3,2: 


|7? жь — Юж | = 


{Пе А - в} ла, 


У=1 


«ат — м. 


Таким образом, 
Те |7 э% |= (=0,4,2,3,...), 
К—>со 
откуда получаем: 
17" | 


И ==1, (11) 


бе" [т | 


что возможно только при С„,т(Т) > 1. 


2) ‚=0. В этом случае спектр оператора Т состоит из одной точки 
А — 0: 
Покажем, что при любом п 


Пол | МН со. : (ТУ) 


* См., например, (16), стр. 445. 
6* 
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`Разложим резольвенту в ряд Лорана: 
со 
9 
В Е о ПЕ . 
У=0 
Из этого разложения следует, что 


со Т* 
(вв) = УК 


У=0 


для любого вектора х и для любого линейного функционала ]. 


Пусть, вопреки (ТУ), для некоторого п 


1610 (чт) 


при ^->0. Тогда функция /(А.2) от ^, аналитическая при А, = 0, 
имеет в точке ^ =0 полюс порядка не выше п. Следовательно, 


(Г) =0 (=ьт-(....) 


и, ввиду произвольности } и х, 
1" ==, 
т.е. Г =0, так как Т — оператор класса К. Но Т-О по условию 


теоремы. 
Выберем теперь последовательность точек ^ —>0, А, -Е 0, так, чтобы 


1^* А», |-> о, 
и построим векторы т, так же, как в случае 1). Тогда 
[9х — Аа] = О ([Тхь= № кк |) = 
= (вт) == (-=12,....п), 


откуда получаем: 
[жк | = АР о» Г). 


Таким образом, снова имеет место соотношение (ПТ) и, значит, 
Е , 

Следствие. Если оператор Т класса К в банаховом пространстве 
обладает обратным оператором и если оператор Т`* ограничен и опре- 
делен на всем тространстве, то С„,т(Т)> 1. 

Действительно, 


а 


Дополнение В 


Об одном подклассе класса К. Назовем оператор Т класса 
К свободным, если 


в 
РО (а) 
и если для любых трех положительных чисел цу, ит, ин, удовлетворя- 
ющих неравенству 
пт т 


Ит < Сь, т(Т) т 
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в случае, когда константа С„,ш(Т) достижима, и неравенству 


пт шт 


Мл — С.Р) ь 


т 


в противном случае, существует такой вектор хе), что 


[ео ар» [77 р. 


А. Н. Колмогоров (7) установил, что оператор дифференцирования 
`в пространстве М (— оо, со) есть свободный оператор класса К. 

Очевидно, для того чтобы оператор Т класса К был свободным, 
необходимо и достаточно, чтобы, помимо (а), выполнялись еще следую- 
щие условия. 

1) Для любых п, т область значений частного 

т 
ФЕ (@ЕРуь "= +0) (ь) 
пар” |177 = 


есть интервал 0<0<С»,,т(Т), если константа С„,ш(Т) достижима, 
и интервал 90 < О С»„,т(Т) в противном случае. 

2) Для любых п, т и для любого О из области значений частного 
От, т (2) функция ит (5) =|Т"=| принимает на множестве Е {т||1|=1, 
Ол, т (2) = О} все положительные значения. 

Отсюда ясно, что, например, ограниченный оператор класса К не 
является свободным. 

ТЕОРЕМА. Если Т — оператор класса К и если при некотором п 
Т” = 0, то множество значений частного О„,т(т), определенного со- 
гласно формуле (Ъ), есть интервал* положительной полуоси (0, со). 

Доказательство. Достаточно установить, что если частное 
0„,т(х) принимает значения О, и О, (0<0,< 0/1), то оно принимает 
и все промежуточные значения. 

Пусть 

Ол, т (5%) = 0%, 09», т(21) = 01. 


Векторы би 1 линейно независимы, так как 


Ол, т (1) Е Ол, т (21). 


д. = (1—1) ж- 1х, (0<т1<1. 


Если функция от т 


Положим 


0: — Оля (2.) 


непрерывна, то доказываемое утверждение очевидно. 
Пусть функция 0. разрывна и пусть 6 — какая-нибудь точка разры- 
ва 0.. Так как нормы 
|= ПТ”ж. |, ИГ 


п т 
непрерывно зависят от т, то Т х.=0, и, значит, 0 


* Открытый, замкнутый или полуоткрытый. Не исключено также вырождение 
интервала в точку. 
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Следовательно, О бс<{и 


т 6—1 пт п 6—1 т 
У 91 = > Т о, Т 1 = а т. 


Таким образом, 


откуда получаем: . 


п—т 
о. |7’ | (и) ^. 
АН в ` 
Гы | ые | 
Из этого выражения видно, что функция О. непрерывна при т = 6, ав 
точке с имеет устранимый разрыв: 
ИО: =0: 
<->6 
Поэтому в интервале (5, 1) функция О. принимает все значения из ин- 
тервала (0, 0,), и, тем более, — из интервала (0%, О,). 

Теорема доказана. 

Из этой теоремы следует, что для выполнения указанного выше ус- 
ловия 1) необходимо и достаточно, чтобы при любых п, т частное 
О. (2) принимало сколь угодно малые положительные значения. По- 
следнее требование выполняется, например, для оператора Р в про- 
странстве Г7(т, со) (1 «ро, — © «1х о). Для проверки этого 
утверждения * примем, для определенности, 1 «р оо, т= 0. 

Возьмем = > 0 и положим 

0 (0О<#<1, #>1-.), 
2» (в 5-1 (<:<1< 8). 


Обозначая через / оператор интегрирования 
со 
1 (1) = — \ 2 (5$) 4$, 
1 
положим 


2-х (&, =) = виа, Зраим). 
Очевидно, 
ИО. 
к 


0 (#>1+ г) 


2,1 (8 г) = 


и, следовательно, 


о - 
а 
в смысле 17 (0, оо). Отсюда при  =1,2,..., п вытекает, что 


(ОЕ ЮО 
И, к (& =) = &— 1! 575 
= ->0 


0 (@&>1) 


в том же смысле. 


* Конструкция, описываемая ниже, была указана автору И. М. Глазманом. 
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ее Е ОНИ «бе О Е 
Итак, при =&->0 


По (ев А, 


(®— 1)! (в Юр+ ИР 


(п—т-— 11 —т— ЮРИ 


и в то же время 
||26^ (#5 г) | —> оо. 
Поэтому 
ИО вль [20 (Ь. 8)] = 0: 
=—>0 


Теперь легко показать, что оператор О в пространстве ГЛ (т, оо) 
(1 <р«<®, — © <т< оо) есть свободный оператор класса К. 

Для этого достаточно проверить выполнение условия 2) (стр. 861). 
Для определенности примем т = 0 и предположим, что О принадлежит 
области значений частного О„,ш (1), а функция 5 = (1) такова, что 


[21 =1, Он (2) = 0. 


Положим, подобно тому, как это делается в работе (’), 
Ко. 
ЖА == жа (#) = #?2() (>0). 
Тогда очевидно, что 
[к |= 4, О” || = И" О", || О”еь | = "|", ||, 
так что по-прежнему 


От (2) = О 


но вместе с тем, выбирая № надлежащим образом, величине || О") || 
можно придать любое положительное значение. 


Поступило 
6. Ш. 1959 
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И. А. КИПРИЯНОВ ы 
О ПРОСТРАНСТВАХ ДРОБНО-ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком И. Н. Векуа) 


В работе изучаются некоторые свойства пространства функций, 
определенных в выпуклой области п-мерного эвклидова пространства, 
связанных с дробными производными. 


1. Пусть @ — выпуклая область п-мерного эвклидова пространства, 
— 
Р — фиксированная точка области ©, а О(г, е) — произвольная точка 


области ©; через е обозначим единичный вектор, имеющий направление 
от Рк О, через г — расстояние между точками Р и 0. 

Рассмотрим функцию ], суммируемую на ©. В полярных координа- 
тах суммируемость ] на © означает, что 


а(е) 
иеутае = ак | 17(@) |на < ов, 


[9 


[2 0 


Е. 
где 4(е) — длина отрезка луча, идущего из точки Р по направлению. 


— 


е в пределах ©, 4) — элемент телесного угла поверхности единичной 
сферы в п-мерном пространстве и ® — поверхность этой сферы. Для 


почти всех направлений е интеграл 


а(е) 
\ О 


существует и является конечным. 
— со 
Пусть е— одно из только что указанных направлений. 'Как известно: 
[ем. (2)], интеграл 


1 


‚А-В 7 0—1 
гв Г 9 (Рег "4 '`0<в8< 4), 


®.—+ 


понимаемый в смысле Лебега, существует для [почти всех г (0<7< 


<а(2) и является суммируемой по г функцией.. 

Рассматриваемые ниже интегралы также понимаются в смысле Ле- 
бега. В дальнейшем всюду фиксируется такая точка Р’ области’ ©, зна- 
чение функции /} в которой конечно. 
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Оп ределение. Если существует суммируемая по © функция 
©@9\(Р, 0)(0<«<1), удовлетворяющая интегральному, равенству 


ОР, Ред а = тала \(-Э“И(Р +2) — КРИ" 4 (44) 


(оба интеграла: предполагаются конечными), то будем называть ее дроб- 
ной производной функции } порядка & в точке О по направлению из точ- 
ки Р. Если же равенство (1.1) выполняется для почти всех (Р, 0) Е 2Х®, 
то будем называть /@) дробной производной функции } порядка а в об- 
ласти ®*. 

Может существовать лишь одна производная /“). 

ЛЕММА 1. Если суммируемая функция ] почти во всех точках О, при- 


надлежащих отрезку (Р, Р-- еа(е)), имеет произовдную Г“ по направ- 
лению из р, то почти во всефт точках 0 того же отрезка выполняется 
‚равенство 
с а—1 (а т 
1(Р) = —ты 0 “АР, Ре (5) &. — 4.2) 


0 


Доказательство. Положим 


Че (Р, ©) =/(Р)—1@) +ты "9" АР, РИ) "а. (4.3) 
Умножая обе части (1.3) на у 


тт 1 


Г(1— а) (*— г)" 


и интегрируя по г вдоль луча, идущего из точки Р по направлению 


ею, в пределах от нуля до т, где О<т<.4(е), найдем, что 
и 
1 т (Р, О) 


Г (1 — а) 3 (т— г) 


ар = 


г 


= ата-= («— г)“ [| (г— 1)“ 1®(Р,Р Нед 1 аг — 


ей и \ (1—х) *[/ (0) —7(Р)] т” таг = 


0 
тая 


1 м ал а 
- ате=я\ [(—” (“= 8) ‘4% | (р, Ре! 14 — 


1 


-таеи 9+9 — КРУИЗ = 


= ие (р, РР — тие | (ИР) —(Р И 


а) 
0 


* Это определение является уточнением определения, приведенного в работе (3). 


ти итьзьл та 
ИИ 
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Отсюда, вследствие равенства (1.1), получим: 


\с — г) ‘9. (Р, бут а» = 0. (1.4) 

0 
Умножая обе части (1.4) на (и — т)“-1, интегрируя вдоль того же 
луча по т в пределах от т = 0 до т=и (0 <и<а(е)) и меняя порядок 


интегрирования, будем иметь при любом и: 


ч. [РОШ 0. 
0 


Поэтому для ночти всех ОЕ(Р, Р+ га (2)) 
Фа (Р, 0) = 0. 


Приводимые ниже теоремы 1 и 2 являются уточнением соответству- 
ющих теорем, приведенных в работе (3). 

ТЕОРЕМА 1. Если } имеет в © производную }1&)(Р, 0), которая 
ограничена и непрерывна в области 8 Х 9, то © ра. 

Доказательство. Пусть Р — фиксированная точка © и притом 
такая, что функция | почти во всех ОЕО по направлению из Р имеет 
производную /®). Тогда из формулы (1.2) следует, что при почти всех 


ЕО 


о о"-Илар, Ра 


0 


79) — (2)! гы 


г 
ео = Е, (1.5) 


М 
< Г (<) аГ (<) 


0 


Кроме того, для почти всех РЕО справедливо равенство [см. (3)] 


Ив) = ва 


) } а(е)+ за 
Пе с ЕЕ Е Е (<) к }\ ли—1 я Е 
атта ыы. | | Мор, Ре =) 40, (1.6) 

[о 0 
которое, вследствие непрерывности /“) в области ®Х 9, может быть 
распространено и на остальные точки РЕФ. Из представления (1.6) 
следует непрерывность самой функции }] в области ©. Таким образом, 
неравенство 
17 (9) —7(Р) |< Со г* 

будет справедливым и в остальных точках (Р, 0) 6 ХО по непрерыв- 
ности {. 

Будем говорить, что функция ] принадлежит классу Гар (Ё, р) (р>1, 
0<Е< 1), если при #>0 

а(е)—в у: | 
аи | ое тае< Сь. (.1) 

о 


© 
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ТЕОРЕМА 2. Если функция } имеет в © производную ]&) такую, 
что 


} езззир| /®(Р, 0)Р40 < со 
о ре р 


1 д 1 
во — о функция ЕР (#—-, в) (р. —1: 

Доказательство. Пусть Р — фиксированная точка, по направ- 
лению из которой функция } имеет почти во всех точках ОЕ® произ- 
водную /“®). Из представления (1.6) при «< 1 следует, что }ЕГ, (9). 
Для почти всех ОЕ@ имеем: 


1 —10—е) = ные Р.Р и 
г—п 


1 с = п—1 
ты \ ("—#— 8 р. 4. 


0 
Предположим сначала, что 2 < <а(), ое 4 (г) — длина отрезка 


луча, идущего из точки Р по направлению ев пределах области ©. 
Тогда предыдущая разность запишется следующим образом: 


9 —1@—2) = 
О 


0 


= |} с — (и — №) (р, Рети) ("— и)" + 
в 


5 
тг - - С 1—1) Ка) в п—1 
Г (©) иг | (и (и—1) )/®(Р, Р-е(г— и)) (г— и)" ав 
21. 


то ги — 9) (р, Ре -— и) — и)" ча + 
5 


Г Г (а) ( „п-—1 ве риф ыы й #)* а) (Р, р -- е("—и)) ("— и)" "аи = 


А Ь- 15-14 [ь, 
где 21 <6< и. 
Так как 
(&— Пр 


то 


(г — ит -ПР’ду р’ 
<(| [7/<)(Р, Ре фир ина (И ) р ) 


а < 
ь 1 а(е) Р 1 
овен рии? 
А 


0 
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г 


о а(е) 
уз) -> 
= ( \ 179 (Р, Р-+ ей) В (1.8) 
ЕР “ 


Аналогично найдем: 


: Г (<) | 15| < 
Нок”. т. = > 
<: ( ше-ораи р (и (Р, Реки Ре ву аи}? + 
р р ы 
Й п р = ЕВ 
1 == (\ (о Ри 7 ( | |иер, Ре —и)) р — ив) Е 
МРАК А 
ы а(е) р = 
<с, В — \ | СР, Рей ме | (1.9) 
ВОР" #0 


В третьем слагаемом Г; имеем: 


па — (и | (а) (и — 1)", 


поэтому 


Г (о) || < 
< {шо (Р, РНЕ — и) (© — в)" < 
20 = , ы 
— НЕЕ (0 (и— Эти) х 
5 в м 
х (иию(Р, Ре вре ид" 14а) < 
28 
а 


о а(в) 


ме) А [| РЕЗ) < 


с т а 
х.Ъ 0 
ов а(е) 1 
№ т р 
| | 17 (Р, ред (1.10) 
в) Р. [о] 
Подобным же образом найдем: 
| | 1 
Г (2) | 14| < в {Е и)" ‘аш х 


х * | (Р, Ре" и) — ии) < 


1 
ее а\е 


ив > 8 @(Р РАЗА" 
<. а ( |< (Р, Ре! ). (1.14) 


0 
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“ 


Кроме того, имеем: 


1 1 1 
Ть УЕ Г (©) ( гот о в)" ) х 


т 2^, 5 г 
х п юр, РЕ и)) гии = | +} += 
в р А 5 
= +1. (1.12) 


Слагаемое 1“ оценивается подобно слагаемому /[.,. В самом деле, 
при г> 2й 
"1 к (х Е д < т вс, (>. Е И маты < АЛ (" кы в 
поэтому 
Г (>) [17| < 


28 
2—1 — р) не = в 
ия | @— №" (Р, Ре (т и) а < 
в 


и ‹ 
и—1 а 
= т \ (и — 1)“ *|/®(Р, Р+ег—и)) | (г — и Чи < 
в 
я а(е). я ры 
= а ( \ | КХР, Р+ей Рав (41.13) 
(г—1) Р о 


2 3 
Слагаемые [® и 9 оцениваются аналогично слагаемым [3 и Га. 
Именно, 


(2) и ы. и а —2 я. п—1 
Г (| | #— "| ®(Р, Рети) | — и)" Чи < 
2. 
| В Нм : н 
ть ( \ 4 (1.14) 
(Г— 1) Р о 


Подобным же образом найдем: 


п—1 а — 
(и о (Р, Р+ ев) "ми < 
5 


аи а(е) ее 
7 уе) > 
о ( \ 8 ЦР, РЕ-е 0 ри" (1.15) 
ие И 
Из неравенств (1.8) — (1.15) следует, что 

- 4 Е 
[7 (9) —1(@ Ре вок ти \ |7“ (Р, Рч- ег) "ат, 
1 (1.16) 


о 

где постоянная К. не зависит ни от г, ни оте. Интегрируя обе части 
> 

(1.16) по г вдоль луча, идущего из точки Р по направлению е, от Ё 


ПРОСТРАНСТВА ДРОБНО-ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 871 


до 4(е), получим: 


«© 5 а (е) 
\ О | |7бР, Рег)” ‘д. 
в 0 


После замены переменной в интеграле, стоящем слева, найдем: 


У и а (©) 
@-е в) — 1 (@) "таг < КИРЫ | | ®(Р, Фут" ат. 
. 0 


Умножая обе части последнего неравенства на элемент телесного: 
угла поверхности единичной сферы в п-мерном пространстве 4%, и инте- 
грируя по этой поверхности ®, будем иметь: 


а (е—в 
9х \ ион ею — (ори та» < КИР | Эс, 0) Ра, (1-47) 
© 0 О 


откуда и следует требуемое неравенство. 
= 
Если же й<г< 21 < а(е), то доказательство упрощается. Слагае- 
мые [., [3, [4 заменяются одним: 


(в) 1) (Р, Ре" —и)) ("— и)" 1 а, 


— 
Г (4) 1) 


которое оценивается так же, как и слагаемое И 
Что же касается слагаемого И то заметим, что 


Г (2) | 15| < (и — 1)" 11 (Р, Рег — и) (г — и) та, 


("— 1)" 1) 


так что оценка этого интеграла сводится к оценке предыдущего. 
Пусть функция / принадлежит ГарА(Ё>1), и пусть Р — фиксиро- 
ванная точка области ©. 
При о<5<ё<лт<а(е и О< «< ^А<1 положим 
т—5 


59 — 6% (Р,0) = Та \ СИИ Ре а 
0 
7—5 
а | ОУ) фе — 
0 
гаи 10—29 6 
д и 
тая) — 9) РР" = 
а 1 

= ги) вал Г({ —а) 8 АР В т 


1 1 
ааа 80 (1.18) 
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при 05 г< 9) и 09О< «<<! положим 
а (Р, ©) = таит (0) — КР Нед" + 
0 


г 


о 
0 


+9 И — 
ата ти 4» 449) 


где 


1 
ОЕ а В об 
0 


Нетрудно убедиться в справедливости следующей леммы. 
ЛЕММА 2. При 090 <о<1 и натуральном п справедлива формула 


«\ (1 т) 1 (4—1 = (па) \ Ибо ал. (4.20) 


Учитывая эту лемму, формулу (1.19) можно еще записать в следую- 
яцем виде: 


8«(Р, @) = ния е + иа+ 
(п 25% 
Е (1.21) 


ЛЕММА 3. Если О<а<К<1 и 1 ЕЛЬ, то 


а-Е(Е — а) (п — а) С 


и—1--—м 
| 3а | < Г(1 — ©) (Е — а) 1 > 


Доказательство. Так как 6 ГарК и «а < &, то 


1 


ф —@:—1 т— (п— а) С® п— —@ 
|6 На \&—5’ аи 


0 
Поэтому 


а (п — а) о п-1-к—а 
[а < (тая Г —о) ): 9 


ТЕОРЕМА 3. Если 0 <а<К<1 и /Е Шри в области О, то произ- 
водная 4) (Р, 0) существует и непрерывна по (Р, ОФ хо. 
Доказательство. При фиксированном 8 >> 0 имеем: 


ф8) Р 
Я В (1.22) 


где 


7—5 


75: ©) 


®) 1 У(Р ++ 21) п—1 С па 
ЧР, 0) тина т. п аа)" *, (4.23) 
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Так как при любых Ри ОЕО 
Я о 


то, переходя к пределу в равенстве (1.22), будем иметь равномерно 
относительно (©, кроме О, принадлежащих =-окрестности точки Р: 


‚_ ФОР, 0) 
Пи &«(Р, 0). 


5—0 
Вследствие р авномерной сходимости 


Пт 


5—0 
= 


в.(Р, Рева (1.24) 


[0% (Р,Р + 20) ( 
) 5: @ = 
= 


это, в свою очередь, означает, что 
25 
ВО ВР 2), = 


т 


= Ио [< (Р, 0) —Ф®(Р, Р- 2] = \& .(Р, Р+ =), (1.25) 


© 


или, что то же самое, 


й > (а) 
ф (Рей п-—1 ве. п „п“ 
ГИ —9) а аа 7 
Ц (р Ей Г 0® п—@ \ а 
га \ = @-- ти ау (Р) в = Е. 


Переходя в последнем равенстве к пределу по & и учитывая лемму 3, 
получим: 


аа И (р 59 Збруч — 
0 


= ве, Р- 21) @ = | 7 (Р, Ре 14, (1.26) 
0 0 
где 
1 (р, РЕ) = Ее, 


Бе: 
Непрерывность 1) (Р, 0) по (Р, 0) следует из формулы (1.21). 


& 
Таким образом, дробная производная Г’ вычисляется по формуле 


ВКО) = пе} 7 (@) — (Ре Е + 


т И (1.27) 
где 
ое — РАЯ) пе, 


Рассмотрим теперь случай, когда 16 Мр (К, р) (р>> 1). Положим функ- 
цию / вне области © равной нулю. 


7 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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_ЛЕММА 4. Если } 6 ар (&, р) (р> 1) и О<«<<1, то 


—= 


4 (2) 
ах (р, ОРа < ©, (1.28) 
а (©) 
ак \ [ве (Р, ФРаг <. (1.29) 


Доказательство. Пусть Р — точка, значение функции |} |? в ко- 
торой конечно. Пусть О «В <А— а. Имеем: 


р 


—- 


Це и@- р +в 


0 


«Г <2 а 


(<) 


у) С» р,.(п1а)р 
(о) И) КРУ 1141,00 


— 9) 


Применяя неравенство Гёльдера с последующим интегрированием 
= 
вдоль луча, идущего из точки Р по направлению е, в пределах от 
= 
до 4 (е), получим: 
— —> 
а (е) а (е) г р 


5#< 56° \ [1/0 ее о-че-ны] а" = 


а (е) т 


о [июн в 


= 


а} "С и, а 
0 


х (11 (9) — АР +е0Р — о и а) < 


3 
а (е) г 


36%} (ФР ее оч (а. 


0 


Произведя замену переменной и меняя порядок интегрирования, 
найдем: 


а (©) а (е) ‘а(е—и 
Паб а | о - орга 47) аи < 
= 0 0 


а, а (ем 
< 5) | \ |7 (© + 2) — 7) Ра») ди + 
0 0 


а (е) 4(е)—м а (ем 


2 | ит (| |7(О кадра | (бури) аи < 


а, 0 0 
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а, а(е—и 
О 
0 0 
ИЕ? а (е) —и г а (е) 
- 2265 В ( \ |1 (© - еи) 2х” таг - \ 11 (0) и) ди, 
ы . } (1.31) 


где постоянная 4, зависит только от точки Р, а 4› — абсолютная по- 


” стоянная. 


Кроме того, 


о обр я 8 
але т \ р ао \ ак 


= 


с 


а (©) 
<, «(Ре аку (Р) (1.32) 
0 
После умножения обеих частей неравенств (1.31) и (1.32) на элемент 
телесного угла поверхности единичной сферы 4х и интегрирования по 
этой поверхности ®, получим: 


:(е) а, а(е)-—и _ 
ак лаб и (Да |) —КОР" 4) ва + 
> = 0 [< 0 
4 
А < 
а, - 6 
и Во (1.33) 
6 а, 
а (©) 
бах | ле < К ФЕ, ИР). (1.34) 


Из последних двух неравенств и вытекает соотношение (1.29). Соот- 
ношение (1.28) доказывается аналогично. 
ЛЕММА 5. Если 6 1ар (®, р) (р>1), О<а<ЕЁ<1, то 


а (©) 
Бш\ аи \ [8-8 РР =0. (1.35) 


5 
= 


Доказательство. Используя (1.18) и (1.19), найдем: 


а (е) 
< 
. 4 (6) Г. = т у) в 
< (}и®-— Рае де) 4 < 


= т.-5 


7* 
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5 а 


, ф—1 © 
«С» (и т аи) № 


0 


г) 


5 

(7) О в (и — идите Чит = 
5 а (©) ) +. 

= Сь-0(4) — ВИ (} |7 (©) — 1(@ — 28) Р(* — п)" ак) аи < 


а (е—и 
ыы }\ мо -+ад — Ра») аа, 
0 0 
и, следовательно, 


5 
\ 4х <о(1) \ ив-а—В) Р-14и — 0 (1). 
[< 0 


ЛЕММА 6. Если ГЕ р (Е, р)(р> 1), О< «< ЕЁ<1, то 


а (©) 
Ни | 4% |} 180, — виза = 0. (1.36) 
5—0 . Г 
Доказательство. Имеем: 
а (©) 


=} МОР, в) Ра», 


где 
а ® 
и ия щи — } к 
$(, 9) =? = 
„59 
Нетрудно видеть, что 
т г 
и и а. По 
|ф[<2° — < С.. 


ге 


г? 


Кроме того, 
Пиар (г, 6) = 0. 
5—0 


Поэтому допустим предельный переход под знаком интеграла и, значит, 


ша Гьах = 0. 


5—0 
Г) 


ЛЕММА 7. Если Ре Тар(®, р)(р>!), О9О< «< К<1, то 


а (©) 

то [56 Ра" = 0, (1.37) 
а (е) 

ее 

бк 4% \ [50 [Раг =0. (1.38) 


(<) = 
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Доказательство. Так как 


а (©) 


} 519) —7—Ре-9"а< 


= 
а (е)—5 


368 | 110-09) — 1) Ра, 


0 


то после интегрирования по поверхности ® единичной сферы получим: 


В (©) В а (—з 
\ ах \ [5% ыы аг <68“\ ах \ 11 (О А е 5) И. Я (0) |2» „П— а» С. 5—9 р. 
(6 = С 9 


Доказательство соотношения (1.38) аналогично доказательству леммы 6. 
ТЕОРЕМА 4. Если }ЕТар (К, р) (р> 1), О< «< &<1, то 
а (© 
а \ ах, \ 189 —в Ра" =0. (1.39) 

бро [6 = 

Справедливость этой теоремы следует из лемм 5—7. 

ЛЕММА 8. При выполнении условий теоремы 4 существует последо- 
вательность {#1} такая, что для почти всех направлений е 


г 


оо \ (РР обе = (Р. Рей а. (1.40) 
0 


=} —>0 " 
п р 
= 


Доказательство. Лемма 4 показывает, что 


ах 1 „(Р, Ре |< =. (4.41) 


Кроме того, 
р 
В о 
(<) 


Ст п — (© 
а ИС +60 |+ (Ру =В+Ь. = (4. 
Как и в лемме 4, найдем: 
а (е) 


\ ах \ Ран< оо, 


6 


> 


но тогда и подавно 


ах а (1.43) 
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5 


С другой стороны, имеем: 


\ ах [1 Я боя \ ах й Ре ии 
0 


© 0 © 


аа. (1.44) 


+с,./ (РЦ ах \ 


Из неравенств (1.43) и (1.44) находим: 


} 4% М вё(Р, Р-+- 21) |4 < °о. (1.45) 
© 0 
Из доказательства леммы 4 следует, что 
: 4 (е)—и я 
ила < и (\ар \ 1/(О +е) — КОР" ар) аи < 
Ф [о [с 0 


<о(1) \ пи-«-Ют-14и = 0(1). 
0 
Следовательно, и 
\ ах 4—0 (1.46) 


© 0 


при =->0. Что же касается слагаемого [., то для него справедлива 
оценка 


= Е = = 

\ а \ ННРНин. НВ) |\ ки 21) 
0 о 0 

Нетрудно видеть, что правая часть (1.47) стремится к нулю. Кроме 


того, при всех = ие она не превосходит суммируемой функции. По- 
этому допустйм предельный переход под знаком интеграла и 


Иа и 1ь@ 0. 


==0 
о 


Таким образом, 
Па ах в. = 0. (1.48) 
о © 0 


В силу того, что 


ты 


© 


т г 
в. @— в. 


= 


< ава 
© 


[< 


существование последовательности, о которой идет речь в лемме, обес- 
печено. 


ТЕОРЕМА 5. Если 6 р(®,р) (р>1) и 0< а < ша (%, =): то 
12) (Р, @) существует и принадлежит Г, по (Р, 0). 
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Доказательство. Пусть г>=>0>>0. Число = сначала зафикси- 
руем. Тогда 


Фр а 0) 
о (1.49) 
где 
9 (Р, 9) тн р ПР) и КР) т, 
: — а) ("—1)* Г (1 
Из теоремы 4 следует, что 
4(е) 
1 (5) о |Р = 
ох ) 189 — в Ра’ = 0. 
Так как 
г т 44) = 
ах ао — в.а << (\ 4 \ ев. Ра), 
[52 = = [2 = 


то можно выбрать последовательность {5;} такую, что для почти всех 
— 


направлений е 
} т 
т \ ЖА =. 4. 
= 


5;->0 
ЕЕ 


Последнее равенство означает, что [см. (1.49)] 
а [ФОР (Р, 0) — Ф® (Р,Р + ее)1 = в, (Р, Р-+е 0, 
5; —>0 - 


или, что то же самое, 
г 


99 (Р, 0)—9® (Р.Р ее) = фаер, Рена. 


Переходя в последнем равенстве к пределу при &:->0 и учитывая 
лемму 8, получим: 


$0 (р, 0)— фи (РР ей 14, (1.50) 
0 


где 
19 = _8а_ 
ча * 
Из оценки (см. доказательство леммы 4) 


г 
(п_пр 
—1 (г ты и) 


а ОО пение я Чи + 
кН. РР (<< ша &—а, ^ 9) Р) 
т 


при О а< шт (6, ”.) следует суммируемость производной 71° по (2,0) 
с р-й степенью. Теорема доказана. 
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В случае р=1 все предыдущие рассуждения упрощаются и преды- 
дущая теорема принимает следующий вид. 

ТЕОРЕМА 6. Если ГЕ Тар (А, р) (р=1) и О< «<<, то производ- 
ная }® (Р, О) ест. и суммируема по (Р, О). 

2. Обозначим через. С`” (9) множество функций }, которые сами не- 
прерывны в области © и имеют производные 1® (0<а<1), непре- 
рывные в области Охо. Множество таких функций является линей- 
ным, и если в нем ввести норму по формуле 


ИХ и ОЕ мах 17 Ф.О, (2.1) 


в (Р.06ОхЯ 


то С® (©) превращается в линейное нормированное пространство, кото- 
рое является полным. 

Через (О) обозначим пространство С. Л. Соболева [ем. (т) 
с целым положительным индексом 4. 

ТЕОРЕМА 7. Если /6И’О (9) и рп, то 16С®(9), где 0 <а< 
«шт (1, 1— _ ‚ и справедлива оценка 


У] < 4, [|7 | (2.2) 


6(°)(о) о 
Доказательство. Если 6 и (2) и {р> п, то имеет место не- 
равенство [см. (1), оценка В. И. Кондрашова] 


|7 (0) —7(Р)1<С111 7", (2.3) 


Оу 
где ® = ши (1, 1 — =) (Р, 0) Е9хо. 


По теореме 3 п. 1, функция ] имеет в области © непрерывную по 
(2,0) производную 1. . Формула, по которой вычисляется 1®, остается 
верной и при (Р, 0) 69 ХО, что следует из возможности распростране- 
ния /6 И’ (9) с сохранением класса на конечную область ©, содержа- 


щую ©. Но тогда из формулы для 1° и условия (2.3) вытекает непре- 
рывность /® в 9 ХО. 
Следовательно, 


из ясс®е (ш>», 0<«<шш(Ь1—=)). 
Известно [см. (1)], что 


Усе < АУ! (2.4) 


о) 
Покажем, что и 


ое (2.5) 


о)’ 
#0) (0) 


Учитывая, что производная /®(Р, О)увычисляется по формуле 


1® (Р, 0) = ее ОЧ ИР +92 Е" 


(а) 


ба 
эта изн 
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имеем с учетом неравенства (2.3): 


г 


СР, аа — 9 Со © — 04+ 
0 


с р 
а рА—а 
та Со ИИ 
| Следовательно, 
|. шах |7/“(Р,0)|< 4, || 
| (р.оеохИ "Ао 


Из неравенств (2.4) и (2.5) вытекает соотношение (2.2). 

Обозначим через Г° (©) множество функций ГЕГо (6) (4 > 1) и имею- 
щих в © производные "уе }, принадлежащие Г. по (Р, 0). Это множество 
также будет линейным. — вводим по от 


ЕО 
а 


Пежо -( |7 (0) 640)" В (Р, 0) "40 аР) (2.6) 


Пространство Г° (9) также является полным. 
ТЕОРЕМА 8. Если функция 167 (0) и 1р<п, то 161%, где 


ое ЕВ п^р<;5<пи р< на любой гипер- 


плоскости $5 измерений ®.. и выполняется неравенство 


ПРено ЗВ (2.1) 


то)" 
©) 


1 
Доказательство. Если 76И’0(0) и [р< и, то функция 76/14 
на любой гиперплоскости $ измерений и для нее справедливо неравен- 


ство 
ря 
\ ах» \ 17 (©® + 24) — 1 (0%) “таг < с“ [р о (2.8) 
© о 
где й = г _- -- 2. По теореме 5, на этой гиперплоскости существует 


производная /“(Р, 0) (о и. :Я — а —- 1), принадлежащая по (Р, 0) 
пространству Гл. 
Таким образом, 


И’) (2) С 247 (9.). 


Покажем теперь, что 


ЖА ко, ) ВЫ (2.9) 
Известно [см. (Г)], что 6 [4 (9;) и 
д (0, и = <М, Ис (2.10) 


С другой стороны, из выражения для производной 12°) следует, что 
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О ВЕ ЕЕ 


(см. доказательство леммы 4 п. 1, $5=п) 


(п—1)а 


| [е) (Р, 0) |< = Я \ | 7 (0) те 7 (О — еи) |“ и “9—Ва—1 я — ди ++ 


, 


И ы ФГ АЕ (0<В<А— ). (2.11) 


Интегрируя обе части неравенства (2.11), как и в лемме 4 п. т 
. п й 
будем иметь (0<В< шт (в—х, т—ч)): 
4,(Р) 
17°) (Р, 0) | <е1| ПФ о и(и—а-В) 4—1 4и -- 
4, | 
465 а аР \ п-ова ди 
о а:(р) 
С а(( 4Р Я а (( 49 ан у 
+6 (©) ( —) 49+, \1/(Р) ( е)аР < М“ Миро > (2.12) 
Из неравенств (2.10) и (2.12) следует оценка (2.9): В случаеп — р 
«<з«тп оценка проводится аналогично. Теорема доказана. 
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В. А. ИЛЬИН и И. А. ШИШМАРЕВ 


РАВНОМЕРНЫЕ В ЗАМКНУТОЙ ОБЛАСТИ ОЦЕНКИ ДЛЯ 
СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ ЭЛЛИНТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 
И ИХ ПРОИЗВОДНЫХ 


(Представлено академиком С@. Л. Соболевым) 


В работе устанавливаются равномерные в замкнутой области оценки 
для собственных функций самосопряженного эллиптического оператора 
и их производных, а также оценки для коэффициентов Гёльдера как 
самих собственных функций, так и их производных. 


Введение 


Пусть в некоторой открытой М-мерной области С задан линейный 
<амосопряженный дифференциальный оператор 


М 
#— > д. в @) 5%. | <) и (1) 
1, =: 7 
эллиптического типа, т. е. такой, что для всех х = (11, 1.,...,2м) ЕС 
м м 
аи; (2) = ан (1) и я а Е, а я #2 (а = сопз > 0) (2) 
‚ =1 1=1 
при любых вещественных &1,Ё2,..., 6х. 


Относительно коэффициентов а:;(2) и с(х) предположим, что они 
принадлежат в области С следующим классам *: 


я еС ОШЕС” 0) (3) 


и, кроме того, всюду в области С с(1) >0. 
Пусть, далее, & — произвольная открытая нормальная ** область, 


содержащаяся вместе со своей границей Г в области С. 


„-* 


* Функция } (2), определенная в ограниченной замкнутой:М-мерной= 
принадлежит в этой области классу СК), если ее производные { [-го порядка 
удовлетворяют условию Гёльдера с показателем ив Т. Функция ](2), определенная 
в открытой области С, принадлежит в этой области классу С), еслиз она при- 
надлежит этому классу в каждой ограниченной замкнутой области, содержащейся 
в С. 

** Область & называется нормальной, если в этой области разрешима задача 
Дирихле] для уравнения Лапласа при любой непрерывной граничной функции 


[см. (1) или (?)]. 


области Т, 
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Рассмотрим в области в при указанных выше предположениях 
относительно оператора Г, задачу на собственные значения: 


| [ль + \№и = 0 (в области 8), д 
| и |. =0. (4) 


Известны классическая и обобщенная постановки задачи (4). 

Классической собственной функцией задачи (4) называют такую не 
равную тождественно нулю функцию и (7), которая непрерывна в зам- 
кнутой области (5 -- Г), имеет всюду внутри 8 непрерывные производ- 
ные до второго порядка, при некотором А удовлетворяет всюду внутри 
области в уравнению Ги + Ли =0О и обращается в нуль на поверх- 
ности Г. 

Обобщенной собственной функцией задачи (4) называют чаю не 


эквивалентную нулю функцию и (1), которая принадлежит классу 5()* 
и удовлетворяет интегральному тождеству 


И» ан. 0и 0% ++ сир — лиф аа = 0 (5) 


для любой функции ев (о) 

Те значения Л, для которых существуют собственные функции, 
называются собственными значениями. 

При сделанных выше предположениях относительно коэффициентов 
оператора Г, и области 8 задача (4) имеет полные ортонормированные 
системы как классических, так и обобщенных собственных функций, 
причем, как доказано в работе (3), эти системы совпадают (это обстоя- 
тельство будет существенно использовано в дальнейшем). Все собствен- 
ные функции соответствуют положительным собственным значениям. 

Замечание. Если область в не только нормальна, но имеет 
границу Г типа Ляпунова, то нет необходимости требовать, чтобы коэф- 
фициенты оператора Г. а; (1) и с(х) принадлежали классам (3) в откры- 
той области С, содержащей & с границей. В этом случае достаточно 
предполагать, что эти коэффициенты определены и принадлежат классам 
(3) только в самой области (2 -|- Г), ибо их можно продолжить с с0- 
хранением принадлежности к классам (3) и с сохранением условий 
эллиптичности (2) и требования с (1) >0 на любую открытую область 
и даже на все М№-мерное пространство [см. (“), стр. 77—78]. 

Целью настоящей работы является установление равномерных в 
замкнутой области оценок для собственных функций задачи (4) и их 
производных. 

Впервые равномерные в замкнутой области оценки для собственных 
функций были получены в ряде работ Х. Л. Смолицкого. Смолицкий 
установил [см. (5)] для собственных функций оператора Лапласа следую- 


* Классом 2) называется замыкание в норме пространства | (2) совокун- 


ности всех непрерывно дифференцируемых в области в функций, равных нулю вблизи 
границы Г области 2. 
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щую оценку * 


о 

[ит (2) | < СА. (6) 

Однако эта оценка была получена лишь для области, ограниченной 

поверхностью типа Ляпунова. | 

Д. М. Эйдус улучшил оценку (6) для оператора Лапласа. Ему 

Удалось [см. (°)] получить равномерную в замкнутой области оценку 
м 


2, ©) — © (7) 


но снова лишь для области, ограниченной поверхностью типа Ляпунова**. 

Оценкам производных собственных функций оператора Лапласа 
посвящены работы Х. Л. Смолицкого (5) и (7). Последний, наиболее 
общий результат его исследований заключается в следующем. Для произ- 
водных собственных функций оператора Лапласа справедлива оценка *** 
— 


[90 (2) | < в (8) 


равномерная в замкнутой трехмерной области, принадлежащей клас- 
су АО жжжж. 

Для общего эллиптического оператора 2 Л. Н. Слободецким в ра- 
боте (8) была также установлена равномерная в замкнутой области 
оценка (7), но лишь для области с границей типа Ляпунова и при 
условии, что коэффициенты оператора [, дважды непрерывно дифферен- 
цируемы. 

Основные результаты, установленные в настоящей работе, состоят 
в следующем: 

1. Для произвольной М-мерной нормальной области (8--Г) при 
сформулированных выше предположениях относительно коэффициентов 
оператора Г, для собственных функций задачи (4) справедлива равно- 
мерная в замкнутой области оценка (7). 

2. Для производных собственных функций задачи (4) справедлива 
следующая равномерная в замкнутой области (5 -- Г) оценка *****: 


М К 


=. + — 
| 2% (2) [3 СА " (9) 


* Здесь и в дальнейшем мы будем через С; обозначать различные постоянные, 
зависящие {если не оговорено противное) лишь от области и от коэффициентов 
оператора Г. 

** Для области, ограниченной дважды непрерывно дифференцируемой поверх- 
ностью, Д. М. Эйдус установил в работе (10) более точную оценку: 
М ва 
[и (2)| < 0:^,“ @А,) ®. 


Там же получены оценки производных собственных функций, но, ввиду допущенной 
в работе опечатки, вид этих оценок не ясен. 
*** Константы Сз, Са и Сь зависят, конечно, от номера К. 

**** Говорят, что замкнутая область принадлежит классу А, №, если функция, 
задающая уравнение граничной поверхности этой области в местных координатах, 
принадлежит классу С. 

***** См. сноску ***. 
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при условии, что область (ред ) а коэффициенты оператора Г 
принадлежат классам аз; (2) Е С®№Р, се 

`’ Оценка (9), несмотря на то, что она получена для общего эллипти- 
ческого оператора Г, является существенно более точной, чем оценка 
Х. Л. Смолицкого (8). 

3. В предположениях п.2 справедлива следующая оценка * для 
коэффициента Гёльдера их, Ё-й производной собственной функции: 
Меч 


о 


О а > (10) 


где и — показатель Гёльдера. 


$ 1. Сводка вспомогательных предложений 
_ 1. Мы будем опираться на формулу 
м 
ди д д 
} 2-1 аз + [> оби 22 + спо | @з = | ао у 48, (11) 
во =’ о Е т ь 
которую обычно называют первой формулой Грина. В этой формуле 


ди 
Е обозначает производную по направлению конормали. Направляющие 
косинусы этого направления равны 


го Щ=1 
м Ев 
2-2 
Е 


а Х; обозначают направляющие косинусы внешней нормали к Г". 

Формула (11) справедлива, если ‘выполнены следующие предположе- 
ния: 

1) область &’ ограничена поверхностью Г’ типа Ляпунова; 

2) коэффициенты а:; (1) непрерывно дифференцируемы, а коэффициент 
с (1) непрерывен в замкнутой области (5’ -| Г’); 

3) функция и (5) непрерывна и имеет непрерывные производные до 
второго порядка включительно в замкнутой области (8’ - Г”); 

4) функция 5(7) непрерывна и имеет непрерывные первые производ- 
ные в замкнутой области (2’ -{ Г”). 

_ Доказательство формулы (11) при указанных предположениях выте- 
кает из результатов, изложенных в книге К. Миранды (“). 

Заметим, что предположение 4) относительно функции (2) можно 
заменить требованием 5 (2) Е И’ (2'). Это следует из того, что любую 
функцию 96 И’ (2’) можно представить как предел в норме И (#') 
последовательности функций, непрерывных и непрерывно дифференци- 
руемых в замкнутой области (2’-| Г’). 

д 2°. В дальнейшем мы будем применять также формулу Грина — 
токса. 


* См. сноску *** на стр. 885. 


ОЦЕНКИ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ 887 


Вплоть до $ 4 мы будем рассматривать случай М№М>3 измерений. 
Случай № = 2 изучается отдельно в $ 4. 

Пусть Н (1, у) обозначает известную функцию Леви, имеющую следую- 
щий вид: 


ы. >—М 


[> 44.9 @& я) & |, 42) 


(М — 2) ® м Уау Т, $51 


Н (2, у) = 


где А (у) = 4е% || а,. (у) ||, А... (у) — отношение алгебраического дополнения 


элемента а, ( я" 
„г (У) к величине определителя А(у), ®м ВЕСЕ 
г (5 
поверхности М№-мерной сферы единичного радиуса, а, о 
оператора Г. [см. (1) и (?)]. 

Если коэффициенты а„. (у), входящие в формулу (12), непрерывны 
в некоторой области С, то для любой области 2, содержащейся внутри 
С, справедливы следующие оценки, равномерные относительно х иу 


при х6е(2- Г) и уЕ (2 | Г) [см. (<), стр. 24]: 
Н(т,у) = (тм), Наум, 


площадь 


92Н 


и 


Из этих оценок и легко проверяемого равенства 
М 


92Н 
р | и 0,0, гыя 
вытекает следующая оценка для оператора Г, примененного к #Н (х, у} 
по координатам точки х, равномерная в указанной области (& -+ Г): 
ЕН = 0 (М) (14) 
(при этом коэффициент с(2) предполагается непрерывным, а коэффи- 
циенты а:; (1) дифференцируемыми в замкнутой области (8 -{ Г)). 
Пусть у — любая внутренняя фиксированная точка некоторой области 
2’СС в, и пусть выполнены следующие предположения: 
1) область 2’ ограничена поверхностью Г’ типа Ляпунова; 
2) коэффициенты а:; (1) оператора [ непрерывно дифференцируемы, 
а коэффициент с(7) непрерывен в замкнутой области (в” -- Г’); 
3) сама функция и (5) и ее первые и вторые производные непрерывны 
в замкнутой области (8’-{ Г”). 
Тогда для функции и (1) справедлива следующая формула: 


и (у) = Е = а (Низ 9 ) 4х. (45) 


Формулу (15) называют формулой Грина — Стокса. Доказательство этой 
формулы при сделанных выше предположениях можно найти в книге 


К. Миранды (“). 
5 2. Основная формула для собственных функций 


Пусть выполнены предположения, сформулированные во введении, 
т. е. коэффициенты а; (2) и с(т) оператора Г определены в некоторой 
области С, принадлежат в ней классам (3) и удовлетворяют условиям 
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(2) и условию с (2) >0, а область 8 представляет собой произвольную 
открытую нормальную область, содержащуюся вместе со своей границей 
Г в области С. 

Еще раз подчеркнем, что эти предположения обеспечивают сущест- 
вование полной ортонормированной системы классических собственных 
функций задачи (4), которая, по доказанному в работе (3), является 
также полной системой обобщенных собственных функций той же задачи. 
Это означает, что всякая классическая собственная функция задачи (4) 
непрерывна в замкнутой области (5 -|- Г), имеет непрерывные производ- 
ные до второго порядка в области 8 и принадлежит пространству О (3), 


0 
точнее, классу Д (2). 

Докажем, что если у— любая фиксированная внутренняя точка 
области &, то справедлива следующая формула для собственных функ- 
ций задачи (4): 

(С у ди, ди 
и? (у) = \ Н (5, у) |2 ^и, а [2 рвы т 2 Е си? (2) || ах -- 
8 . ОБН 
= из (2) СН ах. (16) 


8 


Формула (16) будет играть в дальнейшем первостепенную роль. 

Для вывода формулы (16) естественно было бы применить формулу 
Грина — Стокса (15) к функции и = и? по всей области (8 -|- Г), однако 
мы не можем гарантировать существования у функции и=и,, непре- 
4ывных производных даже первого порядка в замкнутой области (8 - Г). 
Это обстоятельство лишает нас права применить формулу (15) к функ- 
ции и = и? по всей области (5 -- Г). Мы обойдем эту трудность следую- 
щим образом. Рассмотрим последовательность областей {2„}, ограничен- 
ных поверхностями Ги типа Ляпунова, такую, что (#„-- Ги) С & при 
всех т и что всякое замкнутое множество, лежащее строго внутри 
области 5, принадлежит всем $„, начиная с некоторого номера т. 
Применим формулу (15) к функции и = и? по области $ „ (что, очевидно, 
возможно, так как и? имеет в области (в„-- Г») непрерывные произ- 
водные первого и второго порядков и граница Г„ — типа Ляпунова), 
а затем осуществим предельный переход, устремив $„-—8. 

Прежде всего подсчитаем Г, (и?): 


С а ди? ыы д ди 
РМ В И ЖИВ ВВ О Е в 
Г, (и?) > ба (в 2.) сиг =2 У д= (паи, = си? = 


$, 1—1 1, —1 


м | м 
= и, У [ааа — си, | + [2 2 иде" де" Е с |. 


$, 1—1 9 


Окончательно получим: 
м 
и и 
(12) = — 2) ти? -- |2 У ма + сиз | В (11) 
; дх, 


Применяя формулу Грина — Стокса (15) к функции и = и?, по не- 
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которой области 2т, найдем: 


и? (у) = \ Ни) [2^,. и [2 у вых бе, " ай 42 + 


8т 1,)=1 


+ и (Н) 92-2 \ аНа, сии аз — | аи ОН а (18) 
В 


Эт, ТГ, т 


(здесь у обозначает произвольную внутреннюю фиксированную точку 
области &, а стало быть, и всех областей в„, начиная с некоторого ту, 
а т удовлетворяет неравенству т > т). 

Остается в формуле (18) ‚осуществить указанный выше предельный 
переход, устремив &ш-> 8. 


Из условия и, И’ (2) и из оценок (13) и (14) ясно, что интегра- 
лы по области в переходят при этом в соответствующие интегралы по 
области 5. Из тех же оценок (13) и из непрерывности и» в замкнутой 
области (2 -|- Г) следует, что 


Пт 1 аи? — 45. =: 
т — & Г 


Для установления основной формулы (16) остается доказать, что 


И \ ани п. - 5х = 0. ` (19) 


Ет— Е 

7 т, 
Поскольку производные функции и„, вообще говоря, не являются не- 
прерывными во всей замкнутой области (2 -- Г), а можно утверждать 


о 
лишь, что и, 60) (5), то непосредственно неясно, существует ли вообще 
предел (19). 
Прежде всего мы докажем следующую лемму. 


0 
ЛЕММА. Для любой функции 6 0(2) можно утверждать существо- 
вание предела 


. ди», 
Па \ ай 25), (20) 


т — Яр 


Доказательство. В силу интегрального тождества (5), для лю- 
0 
бой функции ей 
ди, д 
М Уй аа; т. Е сво и. Ив Фо р} аз — 0. 
1,1=1 


Здесь мы воспользовались тем обстоятельством, что классическая соб- 
ственная функция задачи (4) является одновременно и обобщенной соб- 
ственной функцией той же задачи [см. (3)]. 

Отсюда, поскольку обе функции и» и ® принадлежат пространству 


и (5), следует, что 


м д - 
Им 5 я от -- аа в 


бт — 8 
4 Вт 4,)=1 


8 известия АН СОСР, серия математическая, № 6 
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з 
Преобразуем интеграл от квадратной скобки с помощью первой форму- 
лы Грина (11), применимость которой к функциям и» и 2 по обла- 
сти ©„ очевидна. Мы получим: 


ди» 
1 [= © [Гид - жи, ах -- | та 4.) = 0. 


т — #8 т, Гт 


Учитывая, что Ги» + Апил = 0 в Ет, будем иметь: 


Па \ а а: = 0. 
т — & Гт 

Лемма доказана. 

При помощи этой леммы докажем, что интеграл (19) стремится к 
нулю при 8тш-> 8. 

Окружим точку у (у— фиксированная внутренняя точка области в) 
тнаром К, целиком содержащимся внутри области 8. Так как 8 -> &, то все 
области в», начиная с некоторого номера, содержат шар К внутри еебя. 
Вне шара К функция Н (х, у) - и» (1) принадлежит И (= — К). Более того, 
на поверхности шара К указанная функция непрерывна и имеет непрерыв- 
ные первые производные. Если мы продолжим функцию Н (5, у) и» (т1} 
гладким образом * внутрь шара К, то полученная в результате та- 


кого продолжения функция %(5) будет принадлежать классу р (8) и 
совпадать вне шара К с функцией Н (т, у)-и„ (5). Применяя доказан- 
ную лемму к построенной функции 9(5), мы получим, что интеграл 
(19) стремится к нулю при 8ш->8. Таким образом, формула (16) пол- 
ностью доказана. 
$ 3. Основная оценка для собственных функций 

Переходим к установлению равномерной в замкнутой области 
(2 Г) оценки 
г 
[бы (8) |= Сай. (7) 
Поскольку функция ил (2) = 0 непрерывна в замкнутой области (8 - Г) 
и равна нулю на границе Г, то она достигает абсолютного максимума 
в некоторой внутренней точке у„ области 8. Запишем основную форму- 
лу (16), взяв в качестве точки у точку у: 


2 ы ди, ди, 
вл) = | (оьзн) {22 из — [2 5} ау за суде + ий (9) || 2+ 


9х; 
Е 1, ]=1 


-- \ ит (2)-ГН (х, ул) ах. (21) 


8 


Так как функция Леви Н (5, у„) всюду положительна в области ви 
выражение, заключенное в квадратные скобки, в силу (2) также по- 


* Достаточно взять в качестве функции д (5) внутри шара К обобщенную гармони- 
ческую функцию, равную на границе шара Н (5, у)-и,„ (=) (такая гармоническая 
функция существует, ибо Н (х, У)-и„ (2) является допустимой функцией для соот- 
ветствующей задачи Дирихле). 
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ложительно всюду в $, то мы можем мажорировать правую часть (24) 
следующим образом: 


из (Уп) < 2. и (1, У) из (1) 4х \ ил (2) | СН (х, у») | 4х. (22) 
Е Е: 
Обозначим через С, константу, ограничивающую рост О-членов в фор- 
мулах (13) и (14), и через К„ — шар радиуса 
Е: 
2У Сок ^, 


с центром в точке у». Пусть, далее, 


в = 


В АЕ АВЕС 
Каждый из интегралов, стоящих в правой части формулы (22), 


разобьем на сумму двух интегралов по областям 5’и в”. Оценим 
порознь полученные таким образом интегралы. Имеем: 


еее ГЕН (зн) 142 = \ ша) 1Н (р, уе) аз 5 (в) ЬН це, ун) 45. 
Ё 8’ 8” 


Используя оценку (14), нормированность собственной фувкции и, (2) и 
тот факт, что абсолютный максимум и»„’(х) достигается в точке х = у», 
будем иметь: 


} ил (1) | .Н (2, у») | 41 < С. си (ун) | ги <. сов (у) \ 71-м 4х= 


8’ =’ Кп 
ЕТ 1 
ты 
Бы [ЕН (а, у») | 42 < С, | и (етот аа т и: (1) 2 < 


5" 7-4 8” 


= ии? (у) С, м В» = ий (ул) (23) 


АОИ М 
О си (24) 


Аналогично оценивается второй интеграл формулы (22) (здесь для 
оценки используется формула (13)): 


Н \ ИГУ) ил (=) ах == 27, \ Н(%, ув) из (®) ах 2 2л, Н(х, у») и» (2) ах 
Е = 5" 


ол ДН (о ну (аа < Эй (фо) Сь Дт 4 < Ани (уь) С, Деу 


= 2’ п 
п из (у») 
= Ив (У) 2 Со = ——, (25) 


2%, | Н (2, у») и (2) 42 < 2%, С, инь ша (в) 422 СВ" | ил (2) 42 < 
ы " 8 


=” 8 
Е Ио К (26) 


8* 
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Сопоставляя формулы (22) — (26), найдем: 


2 3 _ И бк 1 
ия (У) не = =) ыы 
М М> м М—1 2 
2 


бо” Па 


№ 


М 
> ^= (при ^„> 1), (27) 
где 
м М2 


и а Е: 


Известно, что \„-—> со при п-> со. Поскольку конечное число соб- 
ственных функций не может повлиять на устанавливаемую оценку, то 
достаточно доказать последнюю, начиная с некоторого номера т. Вы- 
берем этот номер так, чтобы при п> ип, выполнялось неравенство 


1 


1 
А 28 
и^, —. 2У Сю, ) 
Отсюда ииз (27) сразу получаем: 
и, наконец, 
в 
| и» (У) | < Сз А» . (29) 


$ 4. Оценка для собственных функций в двумерном случае 


Оценка (7) в двумерном случае будет установлена сведёнием задачи 
к уже изученному случаю четырех измерений. 

Пусть 8: — произвольная нормальная двумерная область, лежащая 
вместе со своей границей Г, в открытой области С; пусть, далее, коэф- 
‘фициенты оператора Г. а? (5) и с@ (2) определены в области С1, при- 
надлежат в этой области классам а? (2) ЕС», с@ (2) 6С®® и удовлет- 
‘воряют условиям (2) и условию с@) (2) > 0. 

По доказанному в работе (3), соответствующая оператору Г. задача 
на собственные значения имеет полную (в [.(81)) ортонормированную 
систему собственных функций. Обозначим эту систему через {и}, а 
отвечающую ей систему собственных значений — через {А}. 

Взяв топологические произведения 8: Х &: и С; Х С, областей в: и С., 
мы получим некоторые четырехмерные области & и С, причем #С С. 
Область в является нормальной областью, в чем нетрудно убедиться 
'‹ помощью «барьеров». 

Рассмотрим в области 2 задачу на собственные значения для опера- 
тора Г следующего вида: 


4 


и = У ы. Е Е. т = —с (1) и, (30) 


$, =1 
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где 


а} (11, 22) при 7 =1,2, 


а а 
@:; (71, >, Хз, 24) — а (тз, 24) при Е,] = 3, 4, а с (2, Ф2, 23, та) == 
= с (1, 2) г с) (тз, 24), 
0 при прочих {и 7. 


Ясно, что коэффициенты ах; (2) и с(х) указанного опоратора Г, при- 
надлежат в четырехмерной области С классам: 


а; (2) Е с м), @ (4) Е С°, в.) 


и удовлетворяют условиям (2) и условию с(52)>0. Так как, кроме 
того, область &, в силу сказанного выше, нормальна, то для соответ- 
ствующей оператору Г, задачи на собственные значения справедливы 
все утверждения $ 1—3, в частности справедлива оценка (7). 

С другой стороны, всякая нормированная собственная функция 
И’т ЭТОЙ задачи представляет собой произведение нормированных соб- 


ственных функций и и и): 


Илит (х1, >, Фз, ха) == и (хт, 22) о (хз, ха), (31) 
а соответствующее собственное значение Л„» равно: 
А НА (32) 


Так как для всякой функции ит (5), как уже указывалось, справедли- 
ва оценка (7), то, в частности, при п = т и 21 = 13, 1. = 2. будем иметь: 


М М 
и а 
Отсюда следует: 
Е 1 
р’ УЗО ГАА (34) 


что совпадает с формулой (7) для двумерного случая. 


$ 5. Оценки для производных еобственных функций и их 
коэффициентов Гёльдера 


Прежде всего сформулируем требования на область & и коэффици- 
енты ал; (1) и с(2) оператора Г, которые обеспечивают принадлежность 
собственных функций задачи (4) классу С® № (к>2) в замкнутой 
области (# + Г). 

Мы воспользуемся следующей известной теоремой Шаудера и Каччоп- 
поли (доказательство см., например, в работе (“), стр. 149—150). 

ТЕОРЕМА 1. Пусть область (8 -- Г) принадлежит влассу А, 
(Е—2, в) 


а 


да;; (7) 
функции —— и с(2) принадлежат классу С в замкнутой области 
к 


: 0х 
(8-Е Г) и удовлетворяют условиям (2) и условию с(5)>0. Если 


12) 6 С“ и (т) 6С®®, то задача Диризле: 
[4 = —} (в области в), (35) 
и|хвг = Ф 


К, 
имеет одно. и только одно решение из класса С® № в области (ве Е Г). 
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Предположим, что усдовия указанной теоремы выполнены при любом 
к>2. Тогда заведомо существует полная система классических соб- 
ственных функций задачи (4), причем каждая собственная функция 
и» (2) имеет производные до второго порядка, непрерывные в открытой 
области &, и является единственным решением задачи (35) при ] = 
= Авйз и ф= 0. 

В силу результата Ж. Жиро [см. (?), стр. 42], функция и» (2), а 
стало быть, и /(2) = жи» (2), принадлежит классу С № в замкнутой 
области (5 -- Г). Это позволяет применить теорему 1 к следующей за- 
даче Дирихле: 

[= — вип (2) (в области 8), (36) 
и [56 = 0. 

Решение этой задачи (обозначим его через и (2)) в силу теоремы 1 
существует, принадлежит в замкнутой области (5 --Г) классу Се 
если А =2, и классу С, м, если К >2, и является единственным реше- 
нием из этого класса. Функция и(2) совпадает с классической собет- 
венной функцией и„(1), ибо и„(х) представляет собой единственное ре- 
шение задачи (36), имеющее в открытой области & непрерывные произ- 
водные до второго порядка. Таким образом, и» (2), а значит, и ] (5) = 
= Л.и, (1), принадлежит классу С, если К=2, и классу С® м) 
если К>2, в замкнутой области (2 - Г). 

Снова применим теорему 1 к задаче (36), имея уже в виду, что | = 
= Л. и, 6 С° при Ё=2и = Аи, С° прий>2. Получим, что 
и» (5), а значит, и } (5) = жи» (1), принадлежит в замкнутой области 
(2+ Г) классу С’, если Ё=3, классу С», если К =4, классу 
Сб, если К_> 4. Проводя далее (если К >> 5) подобные рассуждения, 
приходим к следующей теореме. 

ТЕОРЕМА 2. Если область (ве -|- Г) принадлежит классу А®“®, а 


да, ;(=) (к—2, в) - 
функции —_— и с(т) принадлежат классу С" "(Е 2) в замкнутой 
к 


области (8 -- Г), то собственные функции задачи (4) принадлежат в 
замкнутой области (5 -- Г) классу С®®. 

Для доказательства оценок (9) и (10) нам понадобятся известные 
априорные оценки Шаудера и Каччопполи, которые мы сформулируем 
в виде двух теорем (их доказательство см., например; в книге (4), 
стр. 137 и 144). 

ТЕОРЕМА 3. Для всех функций и (5х), принадлежащих классу С®'® 
в замкнутой области (в -- Г), равномерно выполняются оценки: 


р КН 
А О (37) 
Чы 
О ВЧ, В (38) 


где В обозначает диаметр области в, и —сумму максимумов модулей 
всех производных порядка [ от функции и(х) в замкнутой области 
(& Г), ш, „ — сумму коэффициентов Гёльдера этих производных, взятых 
для показателя и, причем и’ и и, обозначают максимум модуля и 
коэффициент Гёльдера самой функции и (х) в области (Г. 
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ТЕОРЕМА 4. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда для любо- 
го решения задачи (35) с ф=0 из класса С®*® справедлива оценка: 


и, , = О (Ро + Ро, и), (39) 


где О зависит лиь от вида области в и от коэффициентов оператора 
Г, и из производных, а обозначения Е., Е,» для функции (5) имеют 
смысл, аналогичный смыслу обозначений и’, и;_›,, для функции и (1). 

Основываясь на оценках (37), (38), (39) и уже установленной выше 
оценке (7), мы без труда придем к указанным во введении оценкам (9) 
и (10). 

В самом деле, пусть выполнены условия теоремы 2; тогда собствен- 
ные функции задачи (4) принадлежат в замкнутой области (в -- Г) клас- 
су С» (> 2). Это дает нам право применить теорему 4 к задаче 
{4) на собственные значения, считая, что функция / (1) равна Анил (2), 
где и, (2) — любая собственная функция этой задачи. Поэтому формула 
{39) для любой собственной функции задачи (4) запишется в виде: 


Ив в = О (А Аи Ни), _ (40) 


причем О не зависит от номера собственной функции. 
Записывая оценку (38) при [ =А— 2 и сопоставляя ее с формулой 
{40), мы придем к следующему = 


© 


2 


бы И ии), (41) 


Отсюда без труда найдем *, что для всякой собственной функции за- 
дачи (4) справедлива оценка 


мы 
и ь = О(щ-Е АВА * №). (42) 
Воспользовавшись теперь оценкой (7), получим: 
инь 
тЫ (43) 


для всякой собственной функции и соответствующего собственного зна- 
чения. | 
Наконец, сопоставляя формулы (37), (38) и (43), выводим: 


м1 
0%“ “*) 0158 (44) 
и 
а 
ВЫ <<) (45) 
что совпадает с формулами (9) и (10). 
Поступило 
ЭТУ. 959 


* При помощи следующей известной оценки [см., например, (*), стр. 136]: если 
[37 
для чисел 0 < а;< 1, а, 6, а; >0 выполняется оценка а =0 (> аа ?- ,) ‚ то 
2 й 


1 


+2 >. =) 
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Р. М. МАРТИРОСЯН 


О СПЕКТРЕ НЕКОТОРЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА 
В МНОГОМЕРНОМ И ТЕЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВАХ 


(П редставлено академиком Н. Н. Боголюбовым) 


В работе изучается характер спектра несамосопряженного опера- 
тора — Ди-- си, рассматриваемого на всем многомерном эвклидовом 
пространстве Е, в предположении, что функция с (0) ограничена и 
суммируема с квадратом. Особо выделен трехмерный случай, в котором 
получаются результаты, согласующиеся с известными фактами кванто- 
вой механики. 


Введение 


Известные результаты М. А. Наймарка (1) о спектре несамосопря- 
женного оператора — у" -- су, рассматриваемого на полупрямой, были 
перенесены автором на соответствующие операторы в многомерных про- 
странствах в диссертации, выполненной в 1954 г. под руководством 
И. М. Гельфанда; которому автор пользуется случаем принести благо- 
дарность. Предлагаемая ‘работа содержит ряд неопубликованных ре- 
зультатов этой диссертации, существенно дополненный новыми фактами, 
вполне согласующимися с известными положениями квантовой механики. 

Пусть ©„ обозначает область определения гипермаксимального опе- 
ратора — Ди, рассматриваемого в гильбертовом пространстве Ё»(Ё») 
функций, определенных на всем и-мерном эвклидовом пространстве Е» 
и суммируемых с квадратом. Как известно, этот оператор является 
замыканием в [»(Ё„) оператора — Ди, рассматриваемого на совокупности 
всех финитных и неограниченно дифференцируемых функций. Нетрудно 
показать, что ОФ, фактически совпадает с совокупностью всех функций 
из [.(Е»), имеющих суммируемый с квадратом обобщенный лапласиан 
в смысле С. Л. Соболева (?). 

Предполагая комплекснозначную функцию с(0) ограниченной и 
суммируемой с квадратом, введем в рассмотрение оператор 


Ти = — Ди-си (и60)), (0.1) 


область определения которого совпадает с в. 

Сформулируем некоторые результаты. 

Г. Оператор Т не имеет остаточного спектра, а его непрерывный 
спектр совпадает с положительной полуосью. Собственные значения этого 
оператора, лежащие вне положительной полуоси, не могут иметь точек 


накопления вне этой полуоси. 
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ПП. Пусть при некотором в > 0 функция с(0)е”9, где гад обозначает 
расстояние от точки О до начала координат, ограничена и суммируема. 
Тогда собственные значения оператора Т не имеют предельных точек 
на конечном расстоянии, если п нечетно, и, быть может, имеют един- 
ственную предельную точку 0, если п четно. | 

Ш. Пусть п =3 и при некотором >> 0 функция с (0) удовлетворяет 
одному из следующих двух условий: 


А) зир|с (0) 2” | <=, 
В) | [е(@уре"оа0 < 2ле. 


Е 
Тогда весь спектр оператора Т совпадает с положительной полуосъю, 
причем собственных значений у этого оператора нет. 

С точки зрения квантовой механики последний результат означает, 
что частица может «проскочить» через небольшие барьеры. Более того, 
оказывается, что у оператора Т нет даже положительных собственных 
значений. Этот вопрос, как известно, довольно трудный в общей поста- 
новке, удалось выяснить в рассматриваемом случае очень простым рас- 
суждением. 


$ 1. Некоторые вспомогательные леммы 


Характер спектра оператора ТГ тесно связан с поведением резоль- 
венты В» оператора — Ди. Поэтому прежде всего найдем интегральное 
представление оператора В). С этой целью введем в рассмотрение 
функцию 


= = (:=)* н%®. (№) ("> 0, п=1,2....), (1.1) 
2 


2лг 
где Н® (2) обозначает функцию Ханкеля первого рода индекса %, и 
докажем следующие две леммы. 

ЛЕММА 1.1. Функция Ф»„,, (г), определенная формулой (1.1), при 
п > 2 удовлетворяет следующим соотношения.м: 


п— 1 


Фи (г) + = Фил (г) + № Фил (г) = 0, (1.2) 
__ ® (Г) Фил (г) = 0, (1.3) 
п, (г) Фил (г) = — 1, (1.4) 
и 2 т>0 
2 т 
где в (г) = ту” есть площадь поверхности сферы радиуса г в 
о 


п-мерном пространстве Ев. 
Доказательство. Непосредственным дифференцированием убеж- 
даемся, что 
п—1 
Г 


Фил (г) + Фил (г) - №? Фил (*) = 
2—2 


— (ен (Ау ЕЛИ Ал) + ри и Н® ,(Ал) } 
2 


п—2 


25] 
р т Аг 
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где производные функции ным) взяты по аргументу Аг. Поэтому 


соотношение (1.2) следует из самого определения ханкелевых функций. 
Для доказательства соотношений (1.3) и (1.4) воспользуемся известным 
интегральным представлением функций Ханкеля (3): 


` В о т тей 
Ву еб а У 1 
+5) (+=) % 6>—+4), 
(1.5) 
справедливым для всех 2==0 таких, что Ея причем радикалы 
1 
выбираются так, чтобы при ато 2 = 5 атс Уд= =. иаго (1 - г) 2 =0. 
Из этого представления легко следует, что 
ПО о ар Аб г (46 
ыы (2) 2 1Уя т (*+ >) (> ;) . 
2 
Ни 2Н% (2) = 0. (1.7) 


2—0 


С другой стороны, = проверить, что 
— 


Фе (5) {= и" д 0. |. 


Лт. 


Отсюда, пользуясь известным рекуррентным соотношением для ханкеле- 
вых функций, после некоторых упрощений получим: 


о» (г) Ф.л() = —- 5 и и) 
о. 
Ул Г (п) и 
Ще а 


Что касается (1.3), то с точностью до несущественного множителя 
выражение 


Применяя (1.6), будем иметь: 
а и () Фил (г) = — 
7>0 


Фи (г) Фил (г) 
совпадает с выражением 


т 


(№ НФ, (2), 
2 


и достаточно воспользоваться (1.6) и (1.7), чтобы завершить доказа- 


тельство леммы. 
ЛЕММА 1.2. Если ^=0, аго А = 0, а и (0) — финитная неограниченно 
дифференцируемая функция, то 
(М) =— | Ф,, ух (мо) (Аи (0) - (040 (шУк>0), 
т | 
где "ио обозначает расстояние между точками М и 0. 
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Доказательство. Зафиксируем точку М и обозначим через 5» 
и К, соответственно сферу и шар радиуса г с центром в точке М. Вы- 
берем такое г = В, чтобы вне Кв функция и (0) тождественно обраща- 
лась в нуль. Тогда, полагая 
Ч (0) = Фу (о) 


и считая & < В, будем иметь: 


\ (РЛи — А) 40 = Фу; (в) в (2) и (0`) — Ф.ух (Е) в» (=) — (0“), 


Кв -К: 


где точки О’ и О” принадлежат сфере 5.. Заметим далее, что, как это 
следует из (1.2), функция (0) удовлетворяет уравнению 


44 (0) +4 (0) =0. 


Подставив АХ, определяемое из этого уравнения, в последнее равенство 
и совершив предельный переход, получим, учитывая (1.3) и (1.4): 


} (ли (0) + лв (0) 9 (0) 40 = —и (М), 
Кв 

а это и совпадает с утверждением леммы. 

Последняя лемма позволяет выяснить вид резольвенты В, операто- 
ра — Ди. Именно, справедливо следующее утверждение. 

ЛЕММА 1.3. Резольвента В» оператора — Ли представляется в виде 

В»/ (М)= | Фьух (мо) / (090. (А-ЕО, ав ло, шУХ> 0), (1.8) 

Ев, 

где Гио Обозначает расстояние между точками М и 0, ИХ выбирается 
из верхней полуплоскости, а функция Ф„„ (г) определена формулой (1.1). 

Доказательство. Поскольку оператор — Аи гипермаксимален ий 
обладает, как известно, чисто непрерывным спектром, совпадающим 
с положительной полуосью, то для всех ^, лежащих вне этой полуоси, 
уравнение 

—Ли—Ли=} (иЕ0,) (1.9) 

разрешимо при всех /(0) 6 1.(Е„), и его решение представляется в виде 
и = В»/. В силу предыдущей леммы очевидно, что наше утверждение 
будет доказано, если мы установим ограниченность оператора, совпа- 
дающего с правой частью (1.8), и плотность в [»(ЁЕ„) многообразия 
функций вида — Ли — Ли, где и(0) пробегает совокупность всех финит- 
ных и неограниченно дифференцируемых функций. Но плотность 
в Г»(Е„) этого многообразия следует из того, что, как легко видеть, 
любая функция 9, ортогональная к этому многообразию, принадлежит 
к ©, и удовлетворяет уравнению 


— Ао— № =0, 


что возможно лишь при 9 = 0. Ограниченность же указанного опера- 
тора следует из оценки 


|} Ф.ух мо) 7 (0) 49 | < | 1Ф, ух (мо) 190 {1 Ф, ух (емо) У (@) ВО, 
Ев Еп Еп 
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если заметить, что первый из интегралов в правой части существует 
в силу известной асимптотики ханкелевых функций и не зависит от 
выбора точки М. Остается лишь проинтегрировать это неравенство по 
М и воспользоваться теоремой Фубини. 

Заметим, что ядро оператора В» перестает быть ядром типа Карле- 
мана при п>>3 в силу наличия особенности при М =0. Это затруд- 
няет исследование и потому приходится прибегать к итерациям опера- 
тора В». В этой связи оказывается полезной следующая лемма. 


ЛЕММА 1.4. Для всех целых 9, 1 “<|[=| ‚ справедливо равенство 


\ ое \ Фи ух (мо) -"Фиух (о, ло) Фьух (Го,в) 90. - 404 = 
Ев Епъ 
Ч раз 


1 1 \9 
7 (=) К» (Гмо)» (1.10) 


где У ^ выбирается из верхней полуплоскости, ш ИХ > 0. 
Доказательство. Предполагая, как всегда, г> 0, отметим 
прежде всего неравенство 


1, (91< (#3 9...) >23 +=шА>0), (44) 


которым будем неоднократно пользоваться в дальнейшем. Для его дока- 
зательства заметим, что если г =б- м, то 


| я Бет ие, 


и поэтому (1.5) при о приводит к неравенству 
ало-о 
Его ны 27%) | ен (тг). (1.12) 


Теперь из (1.1) без труда получаем: 


ао 
1х (< (3) з ЕЕ НУ (г), 
а это совпадает с (1.11). Для доказательства леммы заметим, что левая 
часть (1.10) представляет собой ядро оператора ве В самом деле, 
рассмотрим, например, В. Если 1 (0) 61, (Ел) и ш Ул =т>0, то, 
_ на основании (1.11), 
Физ (мод Ц 1Фьух ба 10 } 40, < 

п Еъ 
< ЕЕ а Ч Сы Фи, (оо) 17 (9) а0 |0, 

о Е ва 


в 


и, дважды применяя лемму 1.3, а также теорему Фубини, убеждаемся 
в том, что действительно 


} Ф, ух (мо) Фиих (год) 90 
Еп 
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. . а 
есть ядро оператора В». С другой стороны, хорошо известно [см. (“)], 
что ` 


дутая 


где дифференцирование справа надо понимать в смысле сильной сходи- 

мости операторов. Итак, лемма будет доказана, если мы покажем, что. 
49 

ядро оператора т В» получается формальным дифференцированием 4 


раз ядра В» и что результат выражается формулой, стоящей в правой 
части (1.10). С этой целью вычислим производную функции Ф,„ у») (г) 
по А. Пользуясь известными рекуррентными формулами для функции 
Ханкеля, легко установить, что 


а 14 \9 
94 Ф, ух (г) т (=) Ф,м.ух (>). (1.14) 


Но это равенство вместе с (1.13) доказывают лемму, если мы покажем, 


Ч 
что ядро оператора а В» получается формальным дифференцированием 


п 
ядра В» 4 раз. С этой целью введем при фиксированном а, 1 За [| ы 
следующее обозначение: 


1 1 191 
РА = (к) Финк. (1.15) 


При а=1 Е) но) совпадает с ядром оператора В,. Допустим, что 
ЕР» (’мо) есть ядро оператора Ву, и введем в рассмотрение оператор 


в/м) =} 4 (мо) 1 (0) 90, (1.16) 
Еп 
где 
(=). (1.17) 


Легко видеть, что при любом фиксированном г=0 Ч’, (г), как и 
Е» (г), является однозначной голоморфной функцией во всей комплексной 
плоскости с разрезом вдоль положительной полуоси и что А является 
ограниченным оператором. На основании неравенства Буняковского, 


Во = А 2 
РВ. ви < 
Рио -- Ро) 
«а [ее ,.)|У(ОРа0, — (48 
где 
Ё т — И. (г 
О ные д ао ЧР ("мо |0. (1.19) 
Ев 


Учитыгая, что М»., есть число, не зависящее от выбора точки М, и, 
пользуясь 1соремой Фубини, из (1.18) находим: 


Вуь — ВА <м,. (1.20) 


—А 
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Докажем, что 


Иа Мл, = 0. | (1.21) 
Перейдя в (1.19) к сн, ОН получим: 
Аа С о — Ч, (г), (г) 4*, (1.22) 
где р 
° ©» (Г) = рт т (1.23) 


есть площадь поверхности сферы радиуса г в пространстве Е». 

Далее, обозначим через ©@› столь малую окрестность точки А, чтобы 
она не пересекала вещественной оси и чтобы можно было указать по- 
ложительные постоянные % и В такие, что | 


туса И ео (1.24) 


В этой окрестности выберем те ветви функций Е. (г) и ЧР’. (г), которые 
соответствуют значениям И из верхней полуплоскости. 
В силу (1.17) получаем оценку: 


и) 


п =—— 4, (х) 


< эр |4 (^) | + [Ч (1), (1.25) 
ЗЕ) 


где через /(^, и) обозначен отрезок, соединяющий точки А и А-ы. 
Наконец, из (1.14), если учесть (1.15) и (1.17), вытекает, что 


м =-Нх (2) Ф, ух). (1.26) 


Для того чтобы произвести дальнейшие оценки, нам придется вос- 
пользоваться следующими а 


|Ф„, (=) |< (+ з Ф. и () (ш^>8>0, 1>3), °— (1.2) 
|Ф;  (^) |< Фе), |Фь» (7) |< Фо) (шА>её>0), (1.28) 
|Фьл (^) |< =. И Уи (ш^>ё>0). (1.29) 


Для доказательства и го заметим, что, как это дегко следует из 


(1.12), 
ато 
Нада ® Ню) (>, ч>0). (1.30) 
Далее, 
8 (ед >18 8)| (©<а<в >), (1.31) 


в чем нетрудно убедиться с помощью формулы (1.5) тем путем, каким 
доказывалось неравенство (1.12). Из (1.30) и (1.31) легко заключить, 


что 
п—2 - 
0< ©, (7) < (=) Фы® (0<«<Ь ">23. (1.32) 


Теперь неравенство (1.27) немедленно следует из (1.11). 
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Далее, неравенства (1.28) являются очевидными следствиями формул 


Фу, (") = 5 Н® (№), ФФ: (г) = эре», (1.33) 


вытекающих из (1.1). Наконец, неравенство (1.29) нетрудно получить 
из формулы 
Фь (г) =--Н% (иг). (1.34) 


В самом деле, считая  положитедьным и представив А в виде ^ = ре, 
где О«ф<л, без труда находим: 
|» | > Е Е: 08 (4-—9) >21. 
Теперь требуемая оценка немедленно вытекает из (1.34) и (1.5). 
Воспользовавшись неравенствами (1.27) и (1.28) и предполагая, что 
п — 24=Е2 и СЕО»), из то получаем: 
п—24—3 


м (=) (2) Фи, (1.35) 


Если же п —24=2, то, как показывает (1.29), при тех же условиях 
имеем: 


Рег (2) = И = —- (1.36) 


Поэтому, приняв во внимание асимптотику ханкелевых функций, на 
основании (1.25), (1.35) и (1.36) заключаем, что при ^ РиЕО) функции 


Пы 
ы, 


4, (г) 


(г) 


не превосходят некоторой суммируемой функции, независимо от и. Но 
в таком случае, как известно, можно переходить к пределу под знаком 
интеграла в (1.22), что, на основании (1.17), приводит к (1.24). В силу 
(1.21), из (1.20) следует, что 


и 


а 
яд В»: 


Но по самому определению (1.16), оператор В обладает ядром 4", (Гмо)- 
С другой стороны, мы допустили, что ЕЁ) (’мо) является ром опера- 
тора Вх. Поэтому (1.17) показывает, что ядро оператора = В} полу- 
чается из ядра оператора Вх формальным дифференцированием по А, что 
и доказывает лемму. 


Введем в рассмотрение функцию 


К», (М, 9) Е 
=(- 10"... Ф,> о). Фи (ад) с (0). --с (0) 46. -.40., (4.37) 
В 
Ч раз 


предполагая, что с (0) — ограниченная функция, 4 = [> и ША 0. 
ЛЕММА 1.5. Пусть с(0)— произвольная ограниченная функция, 

|< (0)|< 4. Тогда функция К„х(М, 0), определенная формулой (1.37), 

является ограниченной на всем пространстве Е„ х Е„ функцией, непре- 
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рывной по каждой из переменных при фиксированном значении другой 
переменной, причем 


ра 1. (М, 0) — К»л(Р, 0) 40 —0. 


Р- 


ем Для упрощения вычислений проведем доказа- 
тельство лишь для случая п > 3, тем более, что при п =2 мы леммой 
пользоваться не будем. Введем в рассмотрение функцию 


| ЧР, (©, 0) Е 
(10... Фе) Фых (оо) с (0-2 (090. - 40а. 
Еп Еп’ 
Ч рав 


Поскольку |с(0)|< А, то, полагая Ша ^, = т >> 0, согласно формуле (1.14) 
и лемме 1.4 будем иметь: 


3 2-1) й а—1 
Грн О < (че "ее (2) Физюные (аа). 4-38) 


Ясно, что в зависимости от четности числа п в правой части этого 
неравенства мы имеем или функцию Ф,„. (то о), или функцию Ф,, (оо). 
Поэтому из (1.29) и (1.1) следует существование такой постоянной 
оао 


_ [р (Ов 9) |< (1.39) 


С другой стороны, из самого определения функции Фи,» (г) и формулы 
(1.6) вытекает существование постоянной В»„,» такой, что 


[.л6)1<—^— (0<г< 4). (1.40) 


г— 2 


Обозначив через К» (М) шар радиуса д с центром в точке М, оце- 
ним интеграл 


То = \ Фьл (мо) — Фи» (ро с (©) Чл (О, 9) 40, 


КМ) 
Къ(М) 
считая, что РЕКь (М) и 26 <1. На основании (1.39) и (1.40), после 
2 


некоторых вычислений получим: 


8(У я)" 5 


В 
(5) 
С другой стороны, очевидно, что 


т (М, 0) г Ки, (Р» 0) == 
— Тк ум) -- \ {Фи (мо,) — Ф,л (Гра, }} с (0) Ч (От, 0) аО1. (1.44) 


Е„—К5 (М) 


|Т къ | < Ал Вл, ^ 


Из предыдущей оценки следует, что для доказательства непрерыв- 
ности К», (М, 0) достаточно установить, что интеграл в правой части 
последнего равенства стремится к нулю при Р->М. и любом фиксиро- 
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ванном 6 > 0. Докажем это. Положив 


зар |Фиь»(”)| = 2 (8) <, 


5 << 


для всех РЕКь (М) и О: ЕЕ, — Кь (М) будем, очевидно, иметь: 
р 
|{Фл, х (тио,) — Ф», ^ ("ро,)} с (01) Чи, х (Оз, 9) |< 2 (8) А | Ч», х (@ь, 9). 


Так как правая часть этого неравенства не зависит от Р и суммиру- 
ема, а подынтегральная функция в правой части (1.41) стремится к 
нулю при Р->М, то можно перейти к пределу под знаком интеграла, 
а это и доказывает непрерывность функции К», (М, 0). 

Далее, аналогично тому, как было установлено неравенство (1.38), 


найдем, что 
в—8 


Е 
Га Ч 
а (№ ие к 

Ки, (Р, 0)1< 4“ (+) — п(ж) Фиы, в ро. (1.42) 
Ясно, что в зависимости от четности числа п в правой части этого не- 
равенства мы имеем или функцию Ф», ;. (то) или функцию Ф,, 1. (Гро). 
С другой стороны, согласно формулам (1.6) и (1.33) и асимптотике 
функций Ханкеля, как Ф, ;.(7), так и Ф, ;.(г) ограничены. Поэтому из 
(1.42) вытекает ограниченность функции КА„,^(Р, 0). Переходя к дока- 
зательству последнего утверждения леммы, заметим; что, как это сле- 
дует из асимптотики ханкелевых функций, функция 


[К»,х (М, 0) — К» (Р, О\Р 

ограничена некоторой суммируемой функцией, не зависящей от Р, что 
и обеспечивает законность перехода к пределу под знаком интеграла. 
Остается лишь воспользоваться непрерывностью К„,»(Р, 0). 

ЛЕММА 1.6. Если с(0) ограничена и суммируема с квадратом, то 

У К, › (М, 9) с (@)Рама9 < ок, 

где Кп,› (М, О) определена формулой (1.37). 

Доказательство. Из (1.42) следует, что 


) К, (М, 0) с (0) Гамао < а \ па, = (мо) [с (0) |’ аМа0, 


Еп Еп Еп 


где В„,» — некоторая постоянная. Так же, как в предыдущей лемме, 
убеждаемся в том, что функция Фа, (мо) суммируема с квадратом 
по любой из переменных при фиксированном значении другой перемен- 
ной. Поэтому применение теоремы Фубини приводит к неравенству 


2 р 2 2 2 
). 2} |К,,х(М, 0) с (@)Рамао < ва, р О’, (имам | | (Фа, 
которое и доказывает лемму. 
$ 2. Спектр оператора — Ли ты си в многомерном пространстве 


Переходя к изучению спектра рассматриваемого оператора, предва- 
рительно докажем две теоремы, выясняющие характер собственных 
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функций. Первая из них может представлять интерес лишь в слузае 
- пространств размерности п>3. Всюду в дальнейшем через Т будем 
обозначать оператор, определенный формулой (0.1). 

ТЕОРЕМА 2.1. Пусть ‘функция с(0) суммируема с квадратом и огра- 
ничена. Тогда каждая собственная функция оператора Т непрерывна, 
ограничена и суммируема. 

Доказательство. Пусть ^(^==0, аго А = 0) — собственное зна- 
чение оператора 7, аи (0) — соответствующая собственная функция, т.е. 


— Аи | си = Аи (и6О,, и 0). (2.1) 


Применяя к обеим частям (2.1) резольвенту В» оператора — Аи и поль- 
зуясь леммой 1.3, будем, очевидно, иметь: 


(М) = — | Ф, ух (о) с (6) (0)40 (шУХ>0). — (2.2) 


п * 


п 
Итерируя это уравнение 4 = [: раз, получим: 


и (М). = | К, ух(М, 0) с (0) и (0) а0 (а У» > 0), (2.3) 
где функция К„›(М, 0) определена формулой (1.37). Таким образом, 
собственные функции рассматриваемого оператора Т должны быть ре- 
шениями интегральных уравнений (2.2) и (2.3). Но из (2.2) следует: 

Ш (М <} 1Ф,, ух(тмо) |< (©) и (@)190, 
ГЕ. 
и чтобы убедиться в суммируемости и (М), достаточно проинтегрировать 
последнее неравенство по М и воспользоваться теоремой Фубини. 
Далее, согласно лемме 1.5, существует такая постоянная @,», что 
[К „,ух(М, 9) | $ 4». 


Поэтому из (2.3) получаем: 


ш(МР< \ 1, ух(М, 0) с (Ра | 1 (Ра <, деи, 
Ел Ев 
что и доказывает ограниченность собственной функции и (0). 

Для доказательства непрерывности и (0) достаточно воспользоваться 
леммой 1.5, предварительно оценив |и (М) —и(Р)| с помощью неравен- 
ства Буняковского. 

ТЕОРЕМА 2.2. Если с (0) суммируема с квадратом и ограничена, а 
и (0) является собственной функцией оператора Т, то Ви (0) суммируе- 
ма и 

| лы (0)40 = 0. 


Еп 


Доказательство. Пусть и(0) есть собственная функция, соот- 
ветствующая собственному значению ^(^=0, аге =Е0). Из (2.1) и. 
предыдущей теоремы, следует суммируемость Ди (0). Поэтому, интегри- 
руя обе части (2.1), убеждаемся в том, что для доказательства теоремы 

9* 
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достаточно обнаружить справедливость равенства 
\ (0) и (0)40 =^ \ и(0)а0. 
Ей и 


Переходя к доказательству этого, вспомним, что функция и (©) должна 
удовлетворять уравнению (2.2). Интегрируя обе части этого уравнения 
и пользуясь теоремой Фубини, находим: 


и(м)ам = — {Ф, узо) ЯМ | с (0) и (0) 90. 
Е 


п Ев т 


Таким образом, остается лишь доказать, что 


у т. 
\Ф‚ ухгыоаМ = 9. (2.4) 
Переходя к полярным координатам и учитывая, что Ф»„,» (г) удов- 


летворяет дифференциальному уравнению (1.2), будем иметь: 
* 


Г ор 
^ | Ф,, ух (мо) аМ = —\ Ф,, ‚ухе, 4, ук(г) 
Ел 0 9 


Заметив, что (п — 1) ®, (г) = го, (г), перепишем предыдущее равенство | 
так: 


со со 

} Г ’ 
^ | Ф, ух (мо 4М = — | $, ух) 6.) % — | Ф, ух (0), (94. 
Ев 0 0 
Интегрируя по частям первый интеграл в правой части и учитывая 
асимптотику функции Ф. ух(г) на бесконечности, а также (1.4), немед- 
ленно придем к (2.4). 

Доказательство нижеследующей теоремы основано на идеях, изло- 
женных в работе (5) И.М. Гельфанда. 

ТЕОРЕМА 2.3. Если с(0) суммируема с квадратом и ограничена, 
то все точки положительной полуоси принадлежат спектру оператора 
Т. Точками спектра этого оператора, не принадлежащими положитель- 


ной полуоси, могут быть лишь собственные значения, не имеющие точев 
накопления вне этой полуоси. 


Цоказательство. Докажем сначала вторую часть теоремы. Вве, м 
в рассмотрение оператор 


Су] = В» (е/) (№=Е0, агв ^, == 0), (2.5) 


сводящийся к тому, что ](0)6Г»(Е„) умножается сначала на с(0) и 

затем к результату применяется резольвента В» оператора — Ли. Заме- 
п 

тим, что оператор СХ при 4 = [+] - 1 вполне непрерывен, ибо его ядро 


является ядром типа Гильберта — Шмидта, как это следует из леммы 
1.6. Рассмотрим уравнение (при ^=0, ахге ^, = 0) 


`Ти—\ш=] (1 (0) 615 (Е»)). (2.6) 
Оно, очевидно, равносильно уравнению 


и=В } — С»и, (2.7) 
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полученному из (2.6) применением к обеим частям оператора В». Пред- 


положим, что некоторое ^(^==0, агео=20) не является собственным 


значением оператора 7. Тогда уравнение Ти —Ли =0 имеет лишь три- 
виальное решение, а следовательно, и уравнение и = — Си обладает 
лишь тривиальным решением. На основании альтернативы Фредгольма 


уравнение (2.7) разрешимо при любой /(0)61.(Е„), ибо оператор СХ 
при 9= [2] + 1 вполне непрерывен м. ($)]. Отсюда следует, что рав- 


нобильное (2.7) уравнение (2.6) разрешимо при любой правой части {. 
Таким образом, /^ является точкой регулярности оператора Т в силу 
замкнутости последнего. Это доказывает, что точками спектра этого 
оператора, лежащими вне положительной полуоси, могут быть лишь 
собственные значения, которые, очевидно, являются собственными зна- 
чениями для уравнения 


ие би, (2.8) 
а поэтому и для итерированного уравнения 
=(—0'С& (= [= +1). (2.9) 


Но поскольку оператор СХ вполне непрерывен и аналитически ‘зависит 
от. нараметра ^ вне положительной полуоси, то, как известно [см. (5) 
и (7)], лежащие вне этой полуоси собственные значения уравнения (2.9), 
а следовательно, и собственные значения оператора Т, не могут иметь 
предельных точек вне положительной полуоси. 

Переходя к доказательству первой части теоремы, выясним сначала 
характер резольвенты | 


В =(Т—^8)* 


оператора Т в предположении, что она. существует при некотором не- 
положительном ^. Это предположение означает, прежде всего, что 
уравнение (2.6) при } =0, а поэтому и уравнение (2.8), имеет лишь 
тривиальное решение. Поэтому в силу альтернативы Фредгольма опера- 
тор (6 - С)‘ существует и определен на всем пространстве Г, (Е»). 
С другой стороны, В›/ является решением уравнения (2.6), а следова- 
тельно, и уравнения (2.7), т. е. 


В» = В»/ — С^В»}, 
откуда вытекает: 


В»! = (@- С)) ^ Ву. (2.10) 
Введем в рассмотрение оператор 
Г» = В, (с7), (2.11) 


сводящийся к тому, что функция }(0)615(Е„) сперва умножается на 
с (0), а затем к результату применяется оператор А». В силу (2.10) и 
(2.5) имеем: 

Рау = (8 + С) "С. (2.12) 
р. 
2 
прерывен. В самом деле, это следует из {полной непрерывности опера- 


Отсюда легко усмотреть, что при 4 =| |+ 1 оператор ДА вполне \не- 
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тора СТ и ограниченности оператора (8 бе ибо 
р и 


1 
Здесь мы воспользовались перестановочностью операторов С» и (&-С»), 
вытекающей из легко проверяемого тождества 


8 — (8+ С.) * = © (8+ С,) "= (8+ С) С. 


Теперь уже нетрудно доказать первую часть теоремы. В самом деле, 
пусть некоторое положительное Х =, является регулярной точкой 
оператора Т, т. е. существует резольвента 


В, = (Т— №8) ', 


определенная на всем пространстве Г» (ЁЕ»). Введем в рассмотрение 


уравнение 
— Аи — №и = Ти — си — Аи =}, (2.13) 


которое, очевидно, равносильно уравнению 
п = АД -- Ю, {сп}, 


или, согласно обозначению (2.11), уравнению 
= РБ». и — В». (2.14) 


Покажем, что оператор 0%, вполне непрерывен при 4= | --1. В самом 


деле, поскольку А», существует по предположению, то К» должна су- 
ществовать в некоторой окрестности точки ^ = )^,. Выберем из этой 
окрестности последовательность неположительных А» > №. При этом, как 
известно, будем иметь: 


|, — В», |->0. 
Отсюда ясно, что и 

12», — 2», | >0, 
а потому 

| р», — 5%, |0. 


Этим полная непрерывность оператора ОХ установлена, ибо, как мы 
показали выше, операторы Д»х, вполне непрерывны. Таким образом, для 


уравнения (2.14) справедлива альтернатива Фредгольма. Поскольку со- 
ответствующее однородное уравнение 


и — Р.и =0 
эквивалентно уравнению 
м Аи о Лой — 0, 


а это последнее, как известно, имеет лишь тривиальное решение (ибо 
оператор — Ди обладает чисто непрерывным спектром, совпадающим с 
положительной полуосью), то уравнение (2.14) разрешимо при любой 
1(0) Е Г. (Е„). Поэтому всегда разрешимо и равносильное ему уравнение 
(2.13), т. е. »>0 является точкой регулярности оператора — Ли. 
Полученное противоречие и доказывает теорему. 
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ЛЕММА 2.1. Пусть п> 3, а функция Ф„,»(г) определена формулой 
_(1.1). Тогда при любом в, 0<«8< 1, выполняются неравенства: 
п—2 


|, (7) < (5) Фи) Ма 


п—2 


|Ф,.х (г) < (№) с Фи ые), а, ам — в). 


8 


Доказательство. Пусть сначала |^|<.а. Согласно (1.5), при 


1 
У> - имеем: 


_ те в Ср я 
57 4 ТАк м , 2 
КНУ и Е (Аааа 
ы М т я ь 
№ (. -- р) ) 0 
Заметив, что 
18 15 
|+ 1 Ты, 
отсюда получаем: 
Ре) : (Уи 


[АН (г) Иве и” зе Н® (ег) ел о де Ива); 


Рассмотрим теперь случай, когда |^| > 0 и ш^>> —&. Так же, ках 
и выше, приняв на этот раз во внимание ето 


|< <, 


найдем: 


(Уи 
159 (Аг) |< е* ее" Н(® (ег). 


Чтобы закончить доказательство леммы, достаточно вспомнить вид функ- 
ции Фи, ›(г). 

Теперь мы можем указать достаточное условие, при котором соб- 
ственные значения оператора Т не имеют предельных точек на конечном 
расстоянии. Именно, имеет место 

ТЕОРЕМА 2.4. Пусть п> 3 и при некотором в >> 0 выполняются не- 
равенства 

[с (@) "|< А ое, | |2 (0) 9140 =В <, 
Ей 
где через то обозначено расстояние от точки (0 до начала ‘координат, 
а А пи В некоторые постоянные. Тогда собственные значения опера- 
тора Т не имеют предельных точек на конечном расстоянии, если п не- 
четно, и, быть может, имеют единственную предельную точку 0, если 
п четно. 

Доказательство. Как нам уже известно, собственная функция 
и (0) оператора Т, соответствующая собственному значению ^ (^ = 0, 
ато ), == 0), удовлетворяет интегральному уравнению (2.3). Вводя пара- 
метр и и рассматривая вспомогательное уравнение , 


им) =} К, уу(М, 0)е(@)и (0) 40, (2.15) 
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——<Ф— 


замечаем, что при каждом фиксированном значении У^, из верхнеи по- 
луплоскости это есть однородное интегральное уравнение Фредгольма 
второго рода, обращающееся при и=1 в исходное уравнение (2.3). 
Заметим также, что при сделанных предположениях ядро этого урав- 
нения ограничено и является ядром типа Гильберта — Шмидта, согласно 
лемме 1.6. Легко видеть, что к уравнению (2.15) можно применять. 
аппарат теории Фредгольма. Таким образом ясно, что собственные зна- 
чения оператора Т обязаны быть нулями функции 


к @ь о 


РУХ, 1 =1+ ры Е (ЛЕ 0, аго А = 0), (2.16) 


где (при Ш ИЛ > 0) 

а, (И\) = |... дек, уз (ь 999190, ... 40. (2.17) 
Е Еп 
К раз 
Переходя к вопросу о распределении нулей функции Д\(2, 1) ком- 
плексной переменной 2, меняющейся в верхней полуплоскости, будем 
рассматривать’ эту функцию в несколько большей области, а именно 
8 

в полуплоскости Пп2> —_, где =— то же самое, что в формулировке 
настоящей теоремы. Начнем с оценки К„,.(М, 0), считая, что ш2> 


>-—+. Полагая 4 = |. и пользуясь леммой 2.1, из (1.37) получаем: 


|», (М, ОК) |... Ф мо)... 


Ей Е 
а раз 
ие ре о О ара 
где 
(+), жи<* | 
мы ь (2.18) 


Е 
(=) ‚ если >, 12> —-. 


Поэтому на основании леммы 1.4 имеем: 


УЖ В ем +19) 
|К», (М, 0) | < Г (2) 4% (=) фе мани ‚ (2.19) 
а 
поскольку |с (0) ее" |< Аи 
мо и (и 
е? АЕ. Ч ея От ИО 
Если положить 
Т = зар {—^ (й')}, (2.20) 


0<г<со 
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то, согласно (1.6), (1.30) и асимптотике ханкелевых функций, ясно, что 
- < т< о. Поэтому (1.33) показывает, что 


2 
0<Ф .Ю<ат 0<Ф <, 0<:<=). (24) 
а ‚> 
Таким образом, из (2.19) получаем: 
= (гм +70) 
Е И (2.22) 
где 
а 
[ Ги (2) А (ая) а. если п четно, 
] 4! \4л] = 
а я (2.23) 
| Гл (2) И) = если п нечетно, 


причем 4 = | а Г» (2), Ти А определены соответственно формулами 


(2.18), (2.20) и условием теоремы. 
Пользуясь неравенством Адамара и оценкой (2.22), без труда на- 
ходим: 


| Чеь К», „(О Обе * ЗВ (В 6244) е' "ето. 


Записав определители, входящие в (2.17), в виде 


де |К», .(О0:, 0) с (0; |= 


= 
(7о, -...Н то) 


Ни (©)... < (бе К», „(@ь @де 9, 


на основавии предыдущего неравенства будем иметь: 


|ае К», .(@, де (АИ ИЕС, (де "те (0)... 6 (9%). 
Поэтому из (2.17) и условия теоремы следует: 


14» (2)! {И ЕС, (2) В}. (2.24) 


Пусть Ре обозначает совокупность всех комплексных 2 таких, что 
& 


12| <АВи шШш2> —-. Как легко усмотреть из (2.18) и (2.23), 


4 . 


ГС» (2) <С„(В) при 26 Ль. 


Поэтому ряд для функции ДО (2, 1), определенной равенством (2.16), мажо- 
рируется в области Ое сходящимся числовым рядом 


< (ИАС, (В) В} 
Е=1 


Отсюда следует, что Ш (2, 1) является голоморфной функцией в той части 
области Дв, где голоморфны все функции 4, (2). Но легко видеть, что 
функции @к(2) однозначны и аналитичны в каждой области в, если п 
нечетно, и могут иметь точку 0 точкой ветвления в противном случае. 
В самом деле, этим свойством обладают функции К», ‚ (М, 0), и остается 
лишь применить известную теорему Морера, ибо, интегрируя 4, (2) по 
любому контуру, лежащему в Да, можно пользоваться теоремой Фу- 
бини, условия применимости которой здесь, очевидно, выполнены. Таким 
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образом, в случае нечетного и нули функции 0О(2, 1), лежащие в верх- 
ней полуплоскости, не могут иметь предельных точек на конечном рас- 
стоянии, а в случае четного п единственной их предельной точкой может 
быть точка 0. 
Переходя к следующей теореме, введем постоянную С, которая в не- 
явном виде определяется как положительный нуль функции 
т 
2: 
У. (2.25) 


К —1 


п 
Далее, обозначим, считая, как везде выше, 4 = [5 |, 


4, (В) = т. г" 4. (2.26) 


Используя некоторые оценки, полученные при доказательстве преды- 
дущей теоремы, мы можем указать условия, при которых внутрь задан- 
ной ограниченной области комплексной плоскости не попадают собствен- 
ные значения оператора Т. Именно, имеет место 

ТЕОРЕМА 2.5. Пусть п>3 и при некотором з > 0 выполняются 
неравенства 


|< (@) |< АЗ, \|с(0) "940 =В <, 


Ев 
где Аи В — постоянные. Тогда если при четном п выполняется условие 
п—2 
——09 
а _=\ 2 Г.-4! (4п)9 =? ИЯ 
48 <(1)° зы (9=[]). 
а при нечетном п — условие 
п—2 
—а 
а в\ 2 Т,.4! (41 в АТВ 
А В) 24 (В) (=), 


где Ч„(В) и Т определены. соответственно формулами (2.26) и (2.20), 
а [. — положительный нуль функции (2.25), то внутри круга радиуса В 
с центром в начале координат нет собственных значений оператора Т. 
Доказательство. Допустим, что С,(УВ)В < Г, где С„(2) опре- 
делено формулой (2.23). Тогда, как это видно из (2.24) и оценки 


1С» (2) < С»(В) (26 Вв), 


установленной при доказательстве предыдущей теоремы, имеет место 
неравенство 


< ‚ а, (2) 
ре = |<1 (@еРув). 


Но, согласно самому определению (2.16) функции (2, 1), отсюда сле- 
дует, что 0 (2, 1) 0 для всех 26 Бук, а это и означает, что внутри 
круга радиуса В с центром в начале координат нет собственных значе- 
ний оператора Т. С другой стороны, пользуясь формулами (2.18) и (2.23), 
после элементарных вычислений убеждаемся в том, что оба условия 


теоремы совпадают с условием С» (УвВ)в < Г. Этим теорема полностью 
доказана. 


СПЕКТР ВОЗМУЩЕНИЙ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА 915 


ТЕОРЕМА 2.6. Пусть при некотором в, 0«&<\1, выполнено не- 
равенство 


2 "Че (0) А < со, 
где А — постоянная. Тогда если, 


52 \ т—9 


УЕ+1< = (*. т 


то внутри круга радиуса В с центром в начале координат нет собствен- 
ных значений оператора Т. 
Доказательство. Введем в рассмотрение оператор 


(М) = } К(М, 0; №) 9 (0) 40, 
Е 
ядро которого К (М, 0; ^) определено следующим образом: 
К(М, 0; №) = — е* "атм Ф, ух(Гыо) с (0). (2.27) 


Заметим, далее, что, как нам известно, собственная функция и (0) опе- 
ратора Т, соответствующая собственному значению Л, удовлетворяет 


Г’. уравнению (2.2): 


и (М) = — | Ф, узо с и (©) 40. 
т 

Поэтому если положить 

Ф(М) =е "Ми (М), 
то ф(М) =Е 0 будет удовлетворять уравнению Г) ф = $. Но это возможно 
лишь в случае, когда норма | Гл | оператора Г» не меньше единицы. 
Следовательно, теорема будет доказана, если мы установим, что 

121<1 (^|< В). (2.28) 

Для доказательства заметим, что из леммы 2.1 вытекает оценка: 


1, ухе < (ИЕ * еф,, «(, 


поэтому из (2.27), учитывая условие теоремы, получаем: 
п—2 


К (М, 0; АЕ нео 
Таким образом, для любой функции / (0) 6 1. (Е„) имеем: 


11 7(М)Р < 44° Е Ьы | \ Ф,, 1 (мо) 7 (9) 20} < 
Е > 


п 


Не Й ака 
< (1) | 9.409 { Фед | ©. 
Еп т \ 
Интегрируя обе части последнего неравенства по переменной М и, при- 
меняя теорему Фубини, находим: | 
п? 
па (ИНЬ) * | Ф,, „мо 40-11. 


Еп 
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С другой стороны, на основании (2.4), 
1 
Ф,, ве (го) 90 ==. 


Ев 
Поэтому окончательно имеем: 
п 2 
ЧИАТ++) он 
а 


Для завершения доказательства достаточно вспомнить, что при |^|< Е ° 
правая часть этого неравенства меньше единицы согласно условию 
теоремы. 

Замечание. Заметим, что условие = < 1 несущественно и мы при- 
няли его лишь для упрощения вычислений. При &>1 нужно только 
соответственным. образом видоизменить лемму [2.1. 


$ 3. Спектр оператора — Ди -- си в трехмерном пространстве 


В настоящем параграфе будет рассматриваться оператор Т, опреде- 
ленный формулой (0.1) при п=3, в предположении, что комплексно- 
значная функция с(0) ограничена и суммируема с квадратом. Будет 
показано, что если с (0) достаточно мала в известном смысле, то опера- 
тор Т обладает чисто непрерывным спектром, совпадающим с положи- 
тельной полуосью. Подчеркнем, что это обеспечивает отсутствие у. опе- 
ратора Т даже положительных собственных значений. Докажем предва- 
рительно следующую лемму. 

ЛЕММА 3.1. Пусть с(0) ограниченл и суммируема с ‘квадратом, 
а }(0) — произвольная суммируемая с квадратом функция. Если при не- 
котором № >0 уравнение 


Ди  №и=с(0)7(0) (иЕФ,) (3.1) 
разрешимо, то его решение и(0) единственно и представляется в виде 
С $ И№ "мч 
и (М) =— \ -_——с(0)/ (0) а0. (3.2) 
в, м9 


Доказательство. Единственность решения очевидна, ибо спектр 
оператора — Ди чисто непрерывен. Для доказательства представления (3.2) 


выберем сходящуюся к нулю последовательность т„ > 0 положительных 
чисел и обозначим 


= и |} Лота, 
считая ИУ№ > 0. Очевидно, Л» не принадлежит спектру оператора — Аи, 


причем 
Иля= У №. @щИА, > 0). 


Поэтому существуют решения и„(0)6©, уравнений 


Лин Ани, = с (0) (0), (3.3) 
и на основании леммы 1.3 и формулы (1.1) 
& (Ими) г 
и„(М)=— “9 с(0) 7(@) 40. (3.4) 


4лг мо 


з 
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Положим 


р 


У». г 
Миа (0) (0) 40 
Е, мо 


4л 


и докажем, что функции и, (М) равномерно сходятся к {(М) во всякой 
ограниченной области изменения переменной М. Для этого заметим, 
что поскольку с(0) ограничена и суммируема с квадратом, то суще- 
ствует такая постоянная В*, что независимо от выбора точки М 

с 2 


2 
& 16л2 мо 


С другой стороны, при заданном => 0 можно указать шар К. столь 
большого радиуса, что 


Е 
2 


28| | 1/0) 40] "<. 


Е.К. 


Поэтому, заметив, что 


(М) — и, (М) = \ А (0) (0) 40, 
Ез 


и, применяя неравенство Буняковского, получим: 


И — ГМО & 
ПМ) — и (Ме | (0)17 (0) 40 +. = 6.5) 
Ка! 
Пусть Р — некоторая ограниченная область в Ез. Обозначим 
и = зар (1—е “"'М%) (МЕР, ОЕК.), 
считая => 0 фиксированным. Очевидно, что 
Им о, = 0. (3.6) 


И—со 


Поэтому если точка М меняется в области 0), то из (3.5) получаем: 


[$ (9) — и» (М) |< В|1|-+-, 


Е Ут мо ай г 
4Алг мо 


откуда и следует, в силу (3.6), равномерная сходимость функции и„ (М) 
к ф(м). . 

Пусть ф (0) — произвольная финитная и неограниченно дифференци- 
руемая функция. Заметив, что ф(0) Е; и оператор Аи — самосопряжен- 
ный, из уравнений (3.3) получаем: 

(и», ДФ) -- №» (ив, Ф) = (©, $). 
Но поскольку и„ (М) равномерно сходятся к ф(М) в каждой ограничен- 
ной области, то в пределе имеем: 

(ф, ДФ) Е № (ф, 9) = (61, $). 
С другой стороны, по предположению, и (0) является решением уравне- 
ния (3.1). Поэтому, точно таким же образом используя самосопряжен- 
ность оператора Ди, находим: 


(и, ДФ) + № (и, Ф) == (с7, Ф). 
Из. последних двух равенств заключаем, что 
(фр— и, АФ-- № $) =0 
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для любой финитной и неограниченно дифференцируемой функции ф(0)- 
Отсюда следует, что 


(М) =и (М), 


т. е. мы получили представление (3.2), ибо при всевозможных таких Фф ((} 
совокупность функций вида Аф-- Лоф, как известно, плотна в [2 (Ез)- 

Прежде чем сформулировать нижеследующую теорему, условимся. 
говорить, следуя Денфорду (3), что ^, = №. является точкой непрерывного 
спектра несамосопряженного оператора Т, если Л, не является собствен- 
ным значением этого оператора и оператор 7 — Е отображает область 
определения Рг оператора Т на плотное в Г, (Ёз) многообразие, не сов- 
падающее со всем пространством. 

ТЕОРЕМА 3.1. Пусть при некотором в > 0 функция с(0) удовлетво- 
ряет одному из следующих двух условий: 


А) зир|с (0) 2” | <->, 
В) (1е (0) "940 < ле. 


Е. 
Тогда весь спектр вператора Т непрерывен и совпадает с положитель- 


ной полуосью. 

Доказательство. Покажем сначала, что оператор Т не имеет 
собственных значений. В самом деле, пусть и (0) является собственной 
функцией этого оцератора, соответствующей собственному значению , 
т. е. пусть 


— Аи - си — № =0. 
Согласно (2.2), (1.1) и лемме 3.1, имеем: 


Ул 


и (М) = — \ т с (0) и (0) 40 (шУ № > 0). (3.7) 
га мо 


4лг 


Так же, как и при доказательстве теоремы 2.6, введем в рассмотрение 
оператор 


(М) = | К(М, 0; ^)$(0)40 ($(@)615(Е), 


Е, 
ядро которого’ определено следующим образом: 


ее (по-гм) . У^"мо 


КМ, 0; =—* 9 (шУХ>0). — 6.9) 


41 мо 


Если положить 


(О —ё * "Зи (0), 


то из (3.7) будет следовать, что [^,ф == ф, что возможно лишь в случае, 
когда норма |Г»,| оператора Г, не меньше единицы. Итак, чтобы дока- 
зать, что оператор Т не имеет собственных значений, достаточно лишь 
обнаружить, что при всех комплексных Л выполняется неравенство 
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[^ | < 1. Переходя к доказательству этого, заметим, что, как следует из (3.8), 


ма орк 
[К (М, 0; < - те Р (3.9) 
Поэтому 
—— тмо =Т 
ОС 2:2 9 
| \ | (М, 0; Мам 40 < п, № Е амаоы 
| Ез Ез Е, Ез мо 


ВЕ \ аи \ 1 (ОУ е"”9 40 
16л= в о ь )] С 


Е, 
Переходя к полярным координатам, имеем: 
= 
Е ТЫО 


= — 


Е, 7} мо о 


со = 
ам — 4м\е Е 


& 2) 


что в сочетании с предыдущим ИИ дает: 
жом, 0; Рама <= | |< (ОР "ао. 
Е,Ё, 

Отсюда следует: 


< ег сто 40 


и, значит, |Г^| < 1 при выполнении условия В) теоремы. С другой сто- 
роны, согласно (3.9), при любом }(0) 61 (Ез) 


9'м9 | (9Де? 9 
[25 7(м < <} аа 11 (0). 
Отсюда получаем: 
ны та 
МР < ТО | Зо 1 (ФРУ (@) 6, 
Е Е, 


| 


или, интегрируя по переменной М и пользуясь теоремой Фубини, 


< (1 оао } 1 (@)Ре”а |749, 
Е Ев 


ера пиатЕтМОт © 
[1 «ар | (бе "| Ч 40. 
Е, 


Переходя к полярным координатам (или пользуясь формулой (2.4) пру 


нь 


16) ‚ имеем: 
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% 
‚ так. что окончательно получаем: 


16 т 
|2 <-я-зир|с (0)е? 93|. 


Таким образом, |7» |< 1, если выполняется неравенство 
Е 2 
зир[е(0)е* "39| < 2. 


° Но это неравенство отличается от условия А) теоремы лишь обозначе- 
нием. Следовательно, оператор Т не имеет собственных значений при 
выполнении одного из условий А) или В) и поэтому, согласно теоре- 
ме 2.3, весь спектр этого оператора совпадает с положительной полуосью. 
Остается лишь доказать, что если № >0, то оператор Т — №ЕЁ отобра- 
жает область определения ©; оператора Т на плотное в Г» (Ёз) много- 

’образие. Допустим противное. Пусть при некотором 5 (0) == 0 


(Ти — №и, 5) =0 для всех ибО:, 
иначе говоря, пусть 
(— Ди, эъ) = (си | № и, 5) = (и, в Ая) 
при всех и6 ©0.. Отсюда следует, что 9 (0) ‘и — Де- с — №0 = 0, 


т, е. № является собственным значением оператора — Ди -{ си. Но если 
'с (0) удовлетворяет одному из условий А) или В), то, очевидно, ис(0) 
удовлетворит этому условию, и поэтому оператор — Ди си не может 
`иметь собственных значений, как мы показали выше. Полученное противо- 
речие доказывает теорему. 

Заметим в заключение, что ряд других результатов о спектре опера- 
тора Т в трехмерном пространстве приведен в нашей работе (3). 
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И. М. МЕЛЬНИК 


О ТОПОЛОГИЧЕСКИХ МЕТОДАХ ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ 
КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 


(П редставлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


По заданным на контуре значениям многозначной аналитической 
функции выводятся соотношения между числом критических точек соот- 
ветствующей функции в области, связностью области и граничным ин- 
пексом вещественной части заданной на контуре функции. 


$1 


В монографии М. Морса (') дано сводное изложение теории, опираю- 
щейся на топологические методы и дающей возможность определять 
число критических точек гармонической, псевдогармонической, аналити- 
ческой и псевдоаналитической функций по заданным особенностям в 
области и по контурным значениям. У М. Морса допустимыми особен-. 
ностями для гармонических функций являются логарифмические полюсы, 
для аналитических функций — полюсы. Одновременное наличие в одной 
и той же точке полярной и логарифмической особенности не и 
При этом рассматриваются только конечные области. 

В работе Ф. Д: Гахова и Ю. М. Крикунова (?) результаты моногра- 
фии (!) обобщаются на случай, когда рассматриваемая область С беско- 
нечна и заданная в С функция /(2) в окрестности внутренней точки а 
имеет вид: 


7 (2) = АЙ (2— а) + Е (2), 1 (2) = + Ав (2—3 Р@ 
если 2 =а— конечная точка, и 
7 (2) = ААш2- ЕР (2), }(2) =2- шт. Е (2), 


если 2 =а— бесконечно удаленная точка. Здесь А — действительное . 
число, РЁ (2) — функция, аналитическая в точке а. В той же работе (°) 
исследован случай наличия логарифмических полюсов псевдогармони- 
ческой функции на самом контуре, а также случай, когда ] (2) вблизи 
граничной точки а имеет представление 


(2) = (2—4)? (2) + Га), (+) 


где 1 (2).— функция, аналитическая в точке а, р — целое положительное 
число, контур — гладкий вблизи а, включая а. 
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з 


В работе Т. А. Коломийцевой (3) рассматриваются следующие слу- 


чаи: 
1) функция /(2) вблизи внутренней точки а имеет вид 


=) +Сте-а) Е), 


#:—1 0 


если 2 =а— конечная точка, и 
71 (2) = РЕ Шш2-Н Е (2), 


если 2 =а— бесконечно удаленная точка; здесь Р(2) — многочлен, 
С — комплексная постоянная; 

2) точка а является граничной угловой точкой, и ] (2) в окрестности а 
имеет представление вида (*); при этом не учтено, что точка а может 
быть точкой минимума исследуемой функции относительно области С. 

Как в монографии (*), так и в работах (?), (3) исследуются только 
однозначные гармонические функции. 

В настоящей работе исследуется случай, когда многозначная функ- 
ция / (2), аналитическая в С, кроме конечного числа внутренних точек ах, 
непрерывно продолжима на границу области С всюду, кроме конечного 
числа граничных точек а,. В окрестности внутренней и граничной точ- 


ки ах функция /(2) имеет вид 


(2) = (2 — ак)" [въ (2) №“ (2 — ак) | Фи (2) + С, (Г) 
если 2 = а, — конечная точка, и 
1(2) = 2 "® [ву (2) 18 2 -- дру (2)] С, (ТТ) 


если 2 =а, — бесконечно удаленная точка; здесь рки 49, — любые целые 
числа, [причем 4, ==0, С — комплексная постоянная, а функции р, (2) 
и {к (2) удовлетворяют следующим условиям: 

1) если а, — внутренняя точка области С, то функции р, (2) и 1ф, (2) — 
аналитические в окрестности точки ах; 

2) если а, — граничная точка, то &, (2) и 1, (2) непрерывны в а; и 
имеют первые производные на границе области С в окрестности точки а,; 

3) | к (ак) Ба | фр» (а»)] = 0; у 

4) если 9, ==1 и точка а, расположена в С или на внутренней гра- 
ничной кривой, то функция 5,(2) удовлетворяет дополнительному 
условию: 


Ш, (2-8) =0, х<а, (166), 
если ах =, - 13, — конечная точка, и 


Пи 2х (5) =0, х<0 (56б), 


если а, — бесконечно удаленная точка. 

Из сказанного следует, что в рассматриваемом случае фуннция ] (2) 
может иметь в С и на границе С полюсы, логарифмические точки ветв- 
ления, полярные и логарифмические особенности в одной и той же точке; 
при этом действительная и мнимая чаети ] (2) являются многозначными 
фупкциями. Все типы внутренних и граничных особых точек функции 
7 (2) будут рассмотрены единым методом, что значительно упростит 
формулировки полученных результатов. 
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Определения. Точку ах, в окрестности которой 7 (2) имеет пред- 
ставление вида (1) или (П), будем называть степеннологарифмической 


‘точкой функции ] (2). В частном случае, когда 5х (2) =0 и р, =1, ах яв- 


ляется обыкновенной точкой функции / (2). Соответствующее точке ах 
число рк назовем порядком степеннологарифмической точки ак. 

Пусть С — конечная. или бесконечная область, ограниченная & жор- 
дановыми кривыми (Г\, Г.,..., Га) = Г. 

Граничную кривую Г, будем называть внешней, если любая ее точка 
может быть соединена с бесконечно удаленной точкой жордановой кри- 
вой, целиком расположенной вне С. Если такое соединение невозможно, 
то граничную кривую Г» будем называть внутренней. 

Пусть С — бесконечная область, ограниченная %х жордановыми кри- 
выми 'Г;. Возьмем в конечной области, ограниченной кривой Га, точку а, 
отстоящую на положительном расстоянии от кривой Га, и рассмотрим 
преобразование 

1 


2—а° 


Ё = 


Это преобразование гомеоморфно и с сохранением ориентации отобра- 
жает бесконечную область С на конечную область 2. Критические точки 
функции ] (2), заданной в С, переходят в критические точки функции 
7 [2 (#)], определенной в конечной области О. Таким образом, при иссле-. 
довании нам достаточно ограничиться случаем конечной области. 

В монографии М. Морса рассматриваются три вида граничных усло- 
вий: А, В, С. Условия А требуют, чтобы гармоническая функция П (х, у), 
заданная в С, была непрерывна и имела не более конечного числа точек 
относительного экстремума на Г, причем между точками экстремума 
функция И (х, у) изменяется строго монотонно. Граничные условия В 
требуют, чтобы в (5, У)-плоскости существовала окрестность границы Г, 
в которой функция П может быть доопределена так, чтобы она имела 
непрерывную производную и была простой; граничные кривые при этом 
предполагаются аналитическими. Граничные условия С требуют, ‘чтобы 
выполнялись граничные условия А и В. При всех указанных граничных 
условиях справедливо соотношение 


И (1.1) 


где М — число логарифмических полюсов 0 в С, 9 — число внутренних 
седловых точек 0 в С, каждая из которых считается с ее кратностью, 
1— граничный индекс. Граничный индекс Г всей границы Г опреде- 
ляется как сумма граничных индексов Г, от каждой кривой Г». Вели- 
чину Г, называют привзносом граничногс индекса от Г». При гранич- 
ных условиях А 


Те = $к — Ть, (1.2) 
где т, — число точек относительного минимума ( на Г», 5, — число 
седловых точек 0 на Г,. При граничных условиях С (частный случай 
граничных условий А) т» обозначает число точек относительного входя- 


щего минимума, а, $, — число точек относительного входящего макси- 
мума ИП на Г». 
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В рассматриваемых здесь случаях функция и (т, У) = Ве/ (2) имеет 
в С конечное число линий разрыва, ведущих от точек ах к внешней 
граничной кривой Г.. Линии разрыва и (х, у) являются разрезами в а, 
выделяющими однозначные ветви логарифмов. 

Пусть Г» — разрез в @, соединяющий точку ах с внешней граничной 
кривой Га, и Ё — комплексная координата точек линии Г. Под функ- 
цией |п (2 —а,) будем понимать любую ее ветвь, однозначную в разрезан- 
ной вдоль [, области @ и принимающую на левой стороне Г значение 
1 (Е— ау). | 

Если 4, =1, то будем считать, что разрез Г», выходящий из соот- 
ветствующей точки ак = -- , проходит вдоль линии {= -- 18,, 
х<о,. Тогда, полагая в (1) 

7 (2) = и (т, у) - # (т, у) 
и учитывая, что Пи ск (х- ,) =0 на Г,, при помощи элементарных 
вычислений получим на С»: 

и* (х, у) — и (5х, у) =0. 
Последнее равенство означает, что функция и(х, У) непрерывно про- 
должима через Г, всюду, кроме, быть может, точки ах. 

Если 4 =1, то, полагая в (1) 


шь (2) = ик (х, у) - 2» (2, у) = (2 — ак)! вх (2), 
получим на лк: 
и" (2, у) —и (5, у) = 2пох (т, У). 


Будем считать допустимыми лишь такие разрезы Г, на которых функ- 
ция 9% (5, У) постоянна или кусочно-постоянна. 

Покажем, что при однозначности функции и, (2) в С существует 
допустимый разрез Г, соединяющий точку ак с внешней граничной 
кривой Ге. Если ак принадлежит Го, то будем считать, что разрез, вы-. 
деляющий однозначную ветвь функции ш (2 — ах), расположен вне обла- 
сти С. Поэтому рассмотрению подлежит лишь тот случай, когда ах при- 
надлежит С или внутренней граничной к}, ‘вой. Предполагая, что функ- 
ция 1% (2) однозначна в С, рассмотрим отображение области С, осуще- 
ствяемое функцией и, (2). Изучим сначала случай, когда ик (2) ограни- 
чена в 4 (замыкание (С) и, следовательно, является аналитической в С. 
В этом случае образ О области С является ограниченной областью. 
Если образ В. внешней граничной кривой Г. является внешней гранич- 
ной кривой области О, то прямая 9, = 9х (ях, Вк„) имеет по меньшей мере 
две точки пересечения с образом Ва. Отрезок этой прямой, соединяю- 

щий точку №, (ак) с кривой В„, частично или полностью принадлежит Д. 

Очевидно, прообразом части этого отрезка, принадлежащей образу ДР, 
в области С является линия уровня 5, (х, у) =, (як, В), соединяющая 
точку ах с внешней граничной кривой Г.. Если внешней граничной 
кривой образа Р является образ В; внутренней граничной кривой в. 
то В. является внутренней граничной кривой области О. Возможны 
два случая: 

1) кривая В. имеет общую точку с прямой 2% = 5 (а, В); 

2) кривая В„ не имеет общих точек с указанной прямой. 
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В первом случае, рассуждая аналогично предыдущему, получим, что 
в области @ существует линия уровня д» (х, у) = ®х (як, В»), соединяющая 
ак с Га. Во втором случае прообраз отрезка прямой эх = эк (о, В»), со- 
единяющего точку их (ах) с В;, в области С соединит точку а, с внут- 
ренней граничной кривой Г;. Так как образ В. лежит внутри образа В, 
то всегда существует прямая 2х =с, пересекающая В; и В.. Очевидно, 
прообразом отрезка прямой фк = с, соединяющего В; с Ва, в области С 
является линия уровня ®х (х, у) = с, соединяющая Г; с Г.. Следователь- 
но, в этом случае на разрезе Г», соединяющем ах с внешней граничной 
кривой Го, функция 9х (2, у) кусочно-постоянна. 

Пусть теперь и» (2) неограниченна в (т. Так как их (2) однозначна в С, 
то ее особыми точками в С могут быть только полюсы. Следовательно, 
и в этом случае образ ) области С является областью расширенной 
плоскости. Возможны два’ случая: 

1) шк (ах) — конечная точка; 

2) шк (ах) — бесконечно удаленная точка. 

В первом случае, очевидно, существует в С точка 6», отличная от 
точки ах и такая, что у (6%) = со. Если 6, принадлежит Го, то про- 
образом полупрямой 9% = 2х (як, В»), выходящей из точки , (ал), в С 
является линия уровня 2, (т, у) = к (ях, Вк), соединяющая а», с Га. Если 6, 
не принадлежит внешней граничной кривой Г., то прообраз линии, 
Фк = 0% (к, Вк) соединит ак с ЁВьк, а прообраз любой полупрямой в, = с, 
имеющей одну общую точку с Г., соединит 6» с Г.. Очевидно, на линии 
соединяющей а, с Га, функция 9, (5, у) кусочно-постоянна. 

Во втором случае прообразом любой полупрямой, параллельной оси 
$ =0 и имеющей одну общую точку с Ва, в области С будет линия 
Ф» (х, у) =с, соединяющая ак с Ги. 

Мы доказали существование допустимых разрезов, предполагая, что 
функция 1х (2) однозначна в @. Если %,(2) многозначна в С, то будем 
считать, что рассматриваются лишь те случаи, для которых существуют 
допустимые разрезы. 

Определим граничный индекс функции и (5, у) = Ве] (2) по контуру Г 
относительно С. Рассмотрим сначала тот случай, когда на границе Г 
нет степеннологарифмических точек функции ] (2). Пусть функция и (2, у) 
удовлетворяет граничным условиям А или С всюду на Г, кроме точек 
пересечения контура Г с разрезами Г, на которых 

и* (х, у) —и (2, у) =2лс +0, 
где с — вещественная постоянная. 

Докажем, что, прибавляя к функции и(х, у) вещественную постоян- 
ную, вообще говоря, различную в иных частях области С, мы можем 
допустимые разрезы [к, на которых и* — и +0, заменить допустимыми 
разрезами С» так, чтобы выполнялись следующие условия: 

1) разрезы С» не пересекаются‘ между собой, не имеют общих точек 
с внутренними граничными кривыми, не проходят через внутренние 
критические точки функции `и (т, У) и оканчиваются на Г в обыкновен- 
ных точках функции и (т, У); 

2) функции и (5, У) и и (5, у) (предельные значения алия и (х, у) 
на С») имеют не более конечного числа точек относительного экстремума. 


1% 
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‹ 
на С, и возрастают при приближении к точке пересечения С» с внешней 
граничной кривой Га. 1 
В самом деле, пусть ак — степеннологарифмическая точка функции 
1 (2), [», — разрез, на котором и*— и` = 2лс 0 и 8, — точка внешней 
граничной кривой Га, в окрестности которой функция и (х, у) непрерывна 
и строго монотонна на Га. Соединим точку а» с точкой 6, жордановой 
кривой С так, чтобы кривая Су не пересекалась с внутренними гранич- 
ными кривыми и разрезами Г; и чтобы на С, выполнялись все пере- 
численные условия. Это, очевидно, всегда можно сделать, так как число 
критических точек функции и (5, у) в С конечно. Разрез Г» и кривая Сь 


Рис. 1 Рис. 2 
разбивают область С на две подобласти: ("и С, (рис. 1). Определим в @ 
функцию О (х, у) следующим образом: 
© (х, у) = и (5, у) - 2лс в С", 
© (2, у) = и (т, у) в С., 


где преднолагается, что на Г» функция 9% (х, у) =с постоянна. Тогда 


$* (х, у) — Я (у) =и (у) — [И (т, У) + 21‹] = 0 на Г», : 
@* (5, у) — 97 (5, у) = 2лс на С,. 
Так как аддитивная постоянная не оказывает влияния ни на индекс, 
ви на число критических точек рассматриваемой функции, то при иссле- 
довании функцию и (т, у) можно заменить функцией О (т, у), для кото- 
рой С; есть допустимый разрез. 
Пусть теперь из точки ак гыходят два разреза: [к и Г,, ведущие 
к внешней граничной кривой и такие, что 
и" (х, у) —и (т, у) = 2лс, на [), 
и' (т, у) —и (т, у) = 2лс, на Г... 
Аналогично предыдущему, соединим точку ах жордановой кривой С, 
с внешней граничной кривой Г. так, чтобы на С» выполнялись все пере- 
численные ранее условия. Разрезы Гл, [.; и кривая С» разбивают область С 
на три подобласти С, {=1,2,3 (рис. 2). Определим функцию © (х, у) 
следующим образом: 
© (5, у) =и(х, у) 21а в С; (=1,2), 
< (х, у) = и (т, у) в С.. 
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Очевидно, 


®* (х, у) —© (2, У) =0 на ++ Г, 
®* (х, у) — © (х, у) = 2л (с, — с») на С,. 


Следовательно, допустимые разрезы Г. и Г; можно заменить допустимым 
разрезом Сх и рассматривать в С функцию © (т, у). Все другие возмож- 
ные случаи рассматриваются аналогично. 

Точки пересечения разрезов С; с внешней граничной кривой будем 
относить к обыкновенным точкам функции и (х, у). В дальнейшем будем 
считать, что в С проходят только разрезы Сх, а постоянную С в соот- 
ношении (Г) будем предполагать выбранной в различных частях С так, 
чтобы разрезы С, удовлетворяли условиям 1) и 2). 

Доопределенная таким образом функция и(х, у) удовлетворяет гра- 
ничным условиям А или С всюду на Г, кроме точек пересечения раз- 
резов Ск с внешней граничной кривой Га, а в указанных точках пере- 
сечения и(х, У) испытывает разрыв первого рода. Так как точки пере- 
сечения С, © Г. являются обыкновенными (некритическими) точками 
функции и(х, у), то привзнос Г. граничного индекса от кривой Г, отно- 
сительно С определяется, как в обычном случае, формулой (1.2). Под 
граничным индексом функции и (х, у) по контуру Г относительно С будем 
понимать сумму привзносов Г, от каждой кривой Г». 


$2 


Основной целью настоящего параграфа является доказательство сле- 
дующего предложения. | 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Г — граничный индекс функции и (5х, У) по кон- 
туру Г относительно С. Тогда имеет место равенство 


т 


(1-м =а—&-1, (Ш) 


= 


где т — число степеннологарифмических точек }(2) в С, р; — порядки 
этих точек. 

При доказательстве теоремы решающую роль играет следующая 

ЛЕММА. Пусть 2 = а — степеннологарифмическая точка }(2) порядка 
ри Г. — выходящий из точки а допустимый разрез, на котором и’ (х, у) — 
— и (5х, у) =0. Существует достаточно малое число т, такое, что при- 
взнос Г. граничного индекса функции и (т, у) от окружности 1 ([2—а |= то) 
относительно области |2 —а|> т, равен р. 


Из определения степеннологарифмической точки следует, что в окре- 
стности а : 


(2) = (а —а)Р [в (2) 9 (#—а) + $(2)] + С. (2.1) 
1. Пусть в (а) = 0 и 9=1. Полагая 


2—а=те®, р(г, $) = Ишт- ф, 
9 (", Ф) = агв ш (2—4), 8(а)= се”, с>0, 
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из соотношения (2.1) для достаточно малых. г получим: 


и (г, Ф) = стРр [603 (рф + 8 - <) -- в. (г, Ф)] -- ВеС, 
где 


о = (Рер) "Ве [(2 — а)? (ш 1 (ё —а) + $), ш=8(2) —8(а). 
Уравнение линии разреза 
Ши [(# — а)? 5 (#)] = (2, у) =0 


в координатах т, ф обозначим через ф = (г). Тогда из соотношения 


У (х, у) = [8 (1 |7? эш [рз (г) Е агё 8 (1)] =0 
получим: 
Пиа з1т [рз (г) -Е аго 8 (#)] = зап [р$ (0) - ©] = 0, 
{>а 
р$ (0) - в = #м. 
Не нарушая общности, можно считать, что разрезу Г, выходящему из 
точки а, соответствует значение К = 0. Тогда 


б 
5 (0) —= — р . 
Из выбора ветви логарифма следует, что 
$ () << 21+ $ (1). 


Так как 2=а— изолированная особая точка многозначной аналити- 
ческой функции ](2), то функция и(г, Ф) на окружности |2—а| =г 
достаточно малого радиуса г удовлетворяет граничным условиям С всюду, 
кроме, быть может, точки (г, ф,) пересечения окружности с разрезом Д.. 
В точке (т, ф,) функция и, (г, $), вообще говоря, имеет разрыв первого 
рода: 


ие (и ф— их (г, ф. Е 2м) = 2лГ.. 


Поэтому привзнос граничного индекса функции и (г, ф) от окружности 
|2—а| = будем вычислять, пользуясь формулой (1.2), причем окрест- 
ность точки пересечения окружнбсти с разрезом исследуем особо. 
Подсчитаем число относительных входящих экстремумов функции 
и (т, Ф) на окружности |#—а| =г. 
Дифференцируя и (г, $), получим: 


по (^, ®) = рер"? [5 (рф -- 0 с) -- в, (*, 9), (2.2) 
оо (7, 9) = — Р’ерг? [008 (рф -- 8 0) + ва (^, 9], (2.3) 
п, (^, Ф) = рер”” \ [60$ (рф -- 9 -Ё в) - вз(, Ф)]. (2.4) 


При помощи элементарных операций можно показать, что 
ПА ©, (г, ф) =») №054. 2..3. (2.5) 
г>0 
Пусть &— произвольно малое положительное число. Возьмем г=г, 
настолько малым, чтобы выполнялись неравенства: 


| бугаь Ф) | ель Е-ЕАВ. 
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Из (2.5) следует, что такое число г; всегда существует. Лучами 


+1 л—2 
ОЛ, 0, 41,....0РРЮ (+0, 
где верхний знак надо брать при р>>0, а нижний — при р< 0, раз- 
делим полный угол изменения ф на 2|р| секторов. Сектор, содержащий 
точку пересечения окружности |2 —а| =! с разрезом Д, назовем особым. 


Остальные 2|р| — 1 секторов назовем обыкновенными. Вычислим значения 
и. (1, Ф) на лучах о: 


Ск = 


ие (1, ан) = — срргР [(—1)^ з19пр - с0$0 (пи, ак) + ©, (ти, а*)]. (2.6) 
Так как 
Ни 0 (х, ф) = Ш аго ш (2 — а) =п- 1та агс 62 7 =, 
т—>0 2—а т>0 


то 0 (1, ©») достаточно близко к л, а число с080 (г:, в») близко к — 1. 
Следовательно, знаки выражений, стоящих в квадратных скобках, 
совпадают со знаками их первых слагаемых. Поэтому на соседних лучах 
о;, 1 функция и (”,, Ф) имеет противоположные знаки. Это означает, 
что в каждом обыкновенном секторе ДА, = [я„, и,::| непрерывная функ- 
ция и (”:, Ф) имеет по меньшей мере один нуль. Докажем, что в каждом 
обыкновенном секторе А, производная и. (”1, ф) имеет точно один нуль. 
Разделим обыкновенный сектор А, на три равных сектора. Из (2.2) и 
(2.6) следует, что в секторах 


(2641) п— 25 си ОБН ЕЕ 
[ 2р РЕ бр › бо ’ 2р ‚ 


примыкающих к граничным лучам Д,, функция ио (га, Ф) изменяется 
монотонно и всюду отлична от нуля. Поэтому нули функции ие (ги, Ф) 
расположены в среднем секторе 


ь (Е 5) п— 66 (6-7 л— 65 
У [ бр ь бр | 


Если в секторе А” функция иъ(т1, Ф) имеет более одного нуля, то в 
этом же секторе функция и.» (гл, ф) имеет по меньшей мере один нуль. 
На ограничивающих лучах сектора А* 


и 


а Г 5 
Иа (71, Ф) = ср*рг” 1—1) 036 -- в, 


где р — величина, достаточно малая по сравнению с первым слагаемым. 
Из (2.3) следует, что внутри А’ функция и» (т1,Ф) сохраняет знак, ко- 
торый она имеет на ограничивающих лучах, и по абсолютному, значе- 
нию возрастает к середине сектора. Следовательно, функция из» (т1, Ф) 
в Д* не обращается в нуль. Это означает, что в А*, а следовательно, 
ив А, функция и. ("., ф) имеет точно один нуль. Так как все заклю- 
чения справедливы для г <т:, то для этих значений г уравнение 


зт (рф + 0 - 5) -Е в, (г, Ф) =0 


930 И. М. МЕЛЬНИК 


з 


в каждом обыкновенном секторе определяет однозначную и непрерыв- 
ную функцию Ф, = Ф, (г). Из свойств функций ©, (г, Ф) и 0(г, Ф) выте- 
кает, что 


ла [10 (рф -Е 0 - 6) -{ в, (г, Ф)] = за [рфх (0) + л- 5] = 0. 
г 0 


Отсюда следует, что 


$» (0) = 0, &=0, 1,...,2р+2, (2.7) 


где верхний знак надо брать при р>0, а нижний — при р< 0. 


Пусть = — произвольно малое положительное число. Зафиксируем 
т = го (о < т!) такое, для которого выполняются неравенства: 


ф, (0) —г<ф, (г) <, (0) + =. 


Из сказанного следует, что на окружности |2 —а| =г,ь в каждом 
обыкновенном секторе А, функция и» (то, Ф) имеет точно один нуль 
Ф, = Ф, (то). Учитывая (2.7), из (2.3) и (2.4) получаем: 


вт и” (то, Ф,) = (— 1)", з18п и, (то, Ф,) = (—1)\ вар. (2.8) 


Соотношения (2.8) показывают, что при р>0(р< 0) функция и (то, Ф) 
имеет в обыкновенном секторе ЛД» относительно |2—а| > го входящий 
(выходящий) максимум, если К — четное число, и выходящий (входя- 
щий) минимум, если К — нечетное число. 

Рассмотрим теперь особый сектор Д° = [а.р-1, %], где верхний знак 
надо брать при р>0, а нижний — при р< 0. Разделим Д° на два сек- 
тора: 

А} = [95р+1, Ф,], № = [Ф,, 9%], 


где ф, — значение ф, соответствующее точке пересечения разреза с ок- 
ружностью |2 —@| = ту. В секторах А} и А»; функции и (по, Ф), изх(то, Ф) 
и и, (го, Ф) непрерывны. Рассуждая аналогично предыдущему, получим, 


г 0 0 
что их (То, Ф) в секторе А1 (45) может иметь не более одного нуля, рас- 
положенного достаточно близко к значению 
[1 5 6 ) 
= — — =2л— —). 
С р (® Р. 
Так как для этих значений ф 


ети. (то, Ф) =1, $191 и, (о, ф) = — пр, (2.9) 


то при р>0 возможны только выходящие экстремумы. Если р< 0, то 
0 0 0 
в секторе А = А, -- А, могут быть только входящие экстремумы. Воз- 
можны два случая: 
о я 
1) функция и (то, ф) в А’ имеет один входящий минимум; 


2) функция и (го, $) в А” имеет два входящих минимума и один 
входящий максимум. 


Из сказанного следует, что при р>0 функция и (то, Ф) имеет на 
окружности |2 —а| =т, р входящих максимумов (остальные экстрему- 
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мы — входящие), а при р<0 функция и(то, ф) имеет |р| входящих 
минимумов или 1 —р входящих минимумов и один входящий максимум. 
Все другие экстремумы — выходящие. Следовательно, при р = 0, в (а) =0 
и 9 =1 
яр, 
Пусть р-Е0, в(а) =0, ф(а) +0, 4 = 1. Повторяя дословно предыду- 
щие рассуждения, получим: 
[+ = р. 
2. Пусть р=0, 4=1и &(а) — вещественное число, отличное от 
нуля. Предположим, что в (2.1) 
пы" =... = (а) =0, 8% (а) = се", 
$’ (а) = 1" (а) =... = (а) =0, 40 (а) =, с -- 9-0. 
Тогда из соотношения 


7(2) = 8 (2) 1 (2 —а) + (2) 


для достаточно малых г получим: 


и (", 9) = 8 (а) шг + ср” [008 (пф + 8-6) Е в] - Веф(а), если с +0, 
и (г, ф) = 2 (а) шг- Ы" [соз (пф - в) - в] + Вет (а), если с =0. 


Функции к (К = 0,1) стремятся к нулю при г-›0. Из непрерывности 
функции и(г, Ф) на окружности |2 —а| =г следует, что на указанной 
окружности число ее относительных максимумов равно числу относи- 
тельных минимумов, а из соотношения 


и, (, 9) = ® Ф(т, 9), ФОФ-ЕЬ 


вытекает, что все экстремумы одновременно либо входящие, либо выхо- 
дящие относительно области |2 —а| >г. Последнее означает, что 


ео. 


Если 2 (а) =0, то в окрестности точки а функция ](2) имеет вид 


п 
{(2) = (2 — а)" [Во (2) 1 (2 — а) + фо (2)] -- ф (а). 
Следовательно, р=п-0, и для случая 9 =1 лемма доказана. Если 
4-1, то, рассуждая аналогично предыдущему, получим, что 
Ту Г. 

Лемма доказана полностью. 

3. Доказательство теоремы 1. Пусть /(2) в @ имеет т 
степеннологарифмических точек а; порядков р;. Предположим, что среди 
этих т точек имеется г точек а; таких, что в окрестности а; функция 
и (т, у) непрерывна, кроме, быть может, точки а;, и $ точек а;, из ко- 
торых выходят разрезы С; такие, что при переходе через С; функция 
и(х, У) испытывает разрыв. Очевидно, 

г $ =т. 
Обозначим через С, область, полученную из С удалением замкнутых 


круговых окрестностей степеннологарифмических точек а;, не содержа- 
щих других критических точек, кроме точек а;, и всех разрезов С;, при 
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` 
переходе через которые функция и(х, У) испытывает разрыв. Совокуп- 
ность кривых, ограничивающих Со, обозначим через Го; граничные 
окружности, соответствующие точкам а;, будем обозначать через Т;. 
Очевидно, функция ио(х, У), определенная значениями и(х, у) в Се, 
непрерывна в Су и удовлетворяет граничным условиям А или С на Го. 
Запишем основное соотношение (1.1) для функции и, в Со: 


Моб Е (2.16). 
Выразим числа Мо; 9%, %, [, через М, 5, о, Г. Учитывая, что ло- 


гарифмические полюсы и седловые точки отнесены к степеннологариф- 
мическим точкам, имеем: 


О = 10 бу =, 
То = Г- 1а- [с, 
где /« — сумма привзносов граничного 
индекса функции ий, от всех окружнос- 
тей 7, Гс — привзнос граничного индекса 


функции ий, от разрезов С;. Из леммы 
следует, что 


т 
Рис. 3 в Ур. 
1=1 


Подставляя найденные выражения в (2.10), получим: 


т 
2— (а г) ЕТ УР, + 1е=0. (2.11) 

1 =1 
Вычислим теперь Гс. Пусть 1; — окружность, соответствующая точке 
а;, и С; — разрез, соединяющий а; с внешней граничной кривой Го. По 
предположению, функции и* (5, у) и и (5, У) имеют конечное число 
точек экстремума на С; и возрастают при подходе к точке пересечения 
С; с внешней граничной кривой Г., причем в окрестности точки пере- 
сечения функция и(х, у) на Г изменяется строго монотонно. Из по- 
строения разрезов С; следует, что разрез С; всегда можно выбрать так, 

чтобы он оканчивался в точке окружности (г, Фо), в которой 


и, (г, Фо) БЕ. и. {Г Фо Ее 2л) =Е 0. 


В дальнейшем будем считать, что разрезы С; удовлетворяют этому 
условию. Обозначим через А; точку пересечения С; с Г., а через В, — 
точку пересечения С; с т,. Рассмотрим угловые точки контура Го, обра- 
зованные пересечением левого и правого берегов разреза С; с Г. в точке 
А; ист, в точке В; (рис. 3). По определению, и, (х, у) = и*(х, у) на 
левом берегу С; и и,(х, у) =и (х, у) — на правом берегу С;. Так как 
функции и’ и и возрастают вдоль С; при подходе к точке А; то и 
функция и. (2, У) возрастает вдоль С; при приближении к А;. Предпо- 
ложим, что и,(х, у) убывает при приближении к В;. Очевидно, в этом 
случае в одной из угловых точек, примыкающих к 4;(В;), функция 
ио (7, У) имеет относительный максимум (минимум) на Го, во второй 
угловой точке экстремума нет. Так как вектор-градиент функции и, 
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построенный на касательных направлениях в угловой точке, будет вы- 
ходящим, если данная угловая точка есть точка относительного макси- 
мума и, на Го, и входящим, если рассматриваемая угловая точка есть 
точка относительного минимума и, на Гу, то в рассматриваемом случае 
относительный минимум в точке В; будет входящим, а относительный 
максимум в точке А; будет выходящим. Из сказанного также следует, 
что в случае, когда и, возрастает вдоль С; при приближении к обоим 
концам А; и В,, в угловых точках, примыкающих к А; иВ,;, входящих 
экстремумов нет. Из соотношения 
и* (1, У) —и (х, у) = 2лс на С; 

следует, что функция и, на противоположных берегах разреза имеет 
одинаковое число внутренних точек относительного экстремума, причем 
точки экстремума, расположенные на левом берегу разреза, совпадают 
< точками экстремума, лежащими на правом берегу. Каждую точку 
экстремума следует считать только один раз, так как экстремум, вхо- 
дящий на левом берегу, является выходящим на правом, и наоборот. 

Из сказанного вытекает, что привзнос граничного индекса функции 
Шо от С; относительно С, равен —1. Учитывая, что в С имеется 5$ раз- 
резов С;, получим: 

Тс —= — 5. 


Соотношение (2.11) теперь дает: 


т 
=> > 28 2 — 9 —- И. 
г $ Я Р; = 
2—1 
Так как + 5=т, то последнее равенство равносильно соотношению 
(ПТ). Теорема доказана. 


$3 


ть Пусть а; = 2(5%) — произвольная точка контура Г, обыкновенная, 
угловая или точка возврата, и в окрестности точки а» контур Г глад- 
кий слева и справа от ах (кроме, быть может, точки ах). Предполо- 
жим, что 


(9 =и() +265) 


— краевое значение аналитической функции ](2), имеющей в С конеч- 
ное число внутренних и граничных степеннологарифмических точек ах 
порядков рк. При помощи элементарных операций с учетом уравнения 
контура Г (2(5) = 2 ($) + й/ (5)) функция © ($) в окрестности граничной 
точки а, может быть преобразована к виду 


© (5) = [2($) — 2(%)] * {Ф (<) ш* [2 (8) — 2 (51 Ч ($)} + С, 


где, по предположению, функции Ф ($) и Ч (5) ненрерывны в окрестности 
точки 5%, включая 5,, имеют первые производные в окрестности $х, 
кроме, быть может, точки 5», и удовлетворяют условию: 


|Ф (5%) | | (5%) [= 0. 
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Отсюда следует, что в окрестности точки а» функция ](2) имеет вид 


1 (=) = (2 — але [8 (=) 11“ ( — ак) + $(2)] С, (3.1) 


где 
8 (ак) = Ф (5%), ф(а») = Ч (5%). 
Если 9, =1 и точка ак принадлежит внутренней граничной кривой 


Г; то будем считать, что разрез С», выделяющий однозначную ветвь. 
функции ш(2— а»), начинается в точке сх кривой Г;, расположенной на 
положительном расстоянии от точки ах. Из способа построения разрезов 
следует, что так провести допустимый разрез всегда возможно. 

Если 49,1 и точка а, =, + 3, принадлежит С или внутренней 


граничной кривой Г;, то будем предполагать, что Ф(5) есть краевое 
значение функции &(2), удовлетворяющей условию 
пё (2-8) =0, хх. 

2. Пусть функции и (5) и 2(5) удовлетворяют граничным условиям А 
или С всюду на Г, кроме, может быть, точек а, и конечного числа 
точек с; =2(5;). В точках с; функции и(5) и 9(5) испытывают разрыв 
первого рода, причем 

и’ (+ 0) = и" (5—0) 0 
(с; — точки пересечения разрезов С; с кривой Га). 

Около каждой граничной точки а; опишем окружность Т, ( [2— ак | =г) 
настолько мадого радиуса г, чтобы она пересекалась с Г только в двух 
точках Вик и 6.,, расположенных на положительном расстоянии от точек 
относительного экстремума и($) на Г, чтобы функция и(5) на дугах 
ках и акб.к изменялась строго монотонно и чтобы пересечение С с кру- 
гом |2 — а» | <г не содержало других степеннологарифмических точек 
функции /(2), кроме точки а». Обозначим через С. область, полученную 
из С удалением замкнутых окрестностей всех граничных точек ах, от- 
секаемых окружностями |2 — а» | = г; через Го обозначим границу области 
Со; через 6х обозначим закрытую дугу окружности 7,, входящую в Гу. 
Пусть 


Г. = Го— №4, 
и пусть О (х, у) — функция, определенная значениями и(х, у) = Ве] (2) 


в С,. Граничным индексом функции и (5) по контуру Г относительно С 
назовем граничный индекс функции 0 (х, у) по Г. относительно С,. 

Как будет показано ниже, определенный таким образом граничный 
индекс /[ не зависит от величины радиуса г и в случае, когда точки 
ак являются седловыми точками функции и(х, у), численно совпадает 
с индексом, определенным в монографии М. Морса. 

На дуге Г, функция 0 = и (5). Следовательно, граничные значения 
О (=; у) неизвестны только на дугах 8,. Однако привзнос граничного 
индекса функции 0 (т, у) от закрытой дуги 8, относительно С, опреде- 
ляется однозначно. Докажем это утверждение. Для простоты записи 
будем считать, что аа =а=2(5,) и в соответствующих обозначениях 
индекс К будем опускать. Точки пересечения окружности 7(][2—а| = г) 
< контуром Г (В; и 6) перенумеруем в том порядке, в каком они встре- 


| 
| 
| 
| 
| 
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чаются при обходе контура Г в положительном направлении. Всюду в 
дальнейшем будем предполагать, что возрастанию параметра 5 соответ- 
ствует положительное направление обхода на Г. 

При Ф (5) = се +0 поставим в соответствие функции О (т, у) функ- 
цию` 


[ (г, 9) = (— 1)“ Ве [(5 — а)? Ф (5,)] = (—1)° ст? со (рф - в), 
если 9 >0 или Ч (5) =0. При \ (55) = се + 0 


Е (г, Ф) = Ве [(2 — а)? Ч (5)] = согР 08 (рф - В), 


если 4 < 0 или Ф (5) =0. 

Из леммы следует, что привзнос граничного индекса функции П (х, у) 
от внутренних точек дуги 6 относительно С, равен привзносу гранич- 
ного индекса функции #Ё(г, Ф) от открытой 
дуги 6 относительно области |2 —а| > г (отно- 
сительно С,). Рассмотрим концевые точки 6, и 
$. дуги 6 (угловые точки . контура Гу; см. 
рис. 4). Так как в угловой точке 6х = 2(5к) 
(К =1, 2) построенный на касательных ‘ на- 
правлениях вектор-градиент функции О будет 
входящим (выходящим) относительно С,, если 
$, — точка относительного минимума (максиму- 
ма) 0 на Г., то нас будут интересовать только угловые точки миниму- 
ма 0 на Г,. Обозначим ОП (5х, у) =И0 ($) наб,6, =2(ф„), К =1, 2. Учи- 
тывая, что возрастанию параметра ф соответствует отрицательное на- 
правление обхода на Г., мы получаем, что в угловой точке В, относи- 
тельного минимума 0 на Гу 


Рис. 4 


31ети’ (5) = 11 0” (Фи) = (—1)\* (к=1,2). 
Но в этой же точке 


121 0” (фк) = (—1)* 11 г = (—1) зепо’ (5). 


По предположению, функции и ($), %(5) изменяются строго монотонно 
вблизи а. Это дает возможность выбрать г настолько малым, чтобы вы- 
полнялись соотношения: 


во -Е'Ол че СЕ 0} 


Следовательно, для того чтобы угловая точка 6» была точкой минимума 
И на Г,, достаточно выполнение следующих условий: 


з1еп и’ (5%) = (—1)*, 1919’ (5,) =—1 (6=1, 2). 


Из сказанного ясно, что привзнос Г. граничного индекса функции 
И от закрытой дуги 6 однозначно определяется значениями заданной 
функции © (5). Из леммы следует, что при уменьшении радиуса. г число 
Та не меняется; следовательно, [« не зависит от радиуса г. Число [а 
будем называть кратностью граничной критической точки а функции 
и (т, У). . 
Следствие. Если [т, — приванос граничного индекса функции и ($) 
от Г, относительно @,, то граничный индекс функции и (5) по Г относи- 
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тельно С выражается формулой: 
= + У. 


Покажем, что число [„ можно найти, не пользуясь граничными зна- 
чениями функции / (2), и что для этого достаточно знать числа Ф (55), 
Ч (50), ри 4. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть Г, — привзнос граничного индекса функции Е (т, ф) 
от закрытой дуги 6 относительно С,. Если на дугах 61а и аб. функция 
1(", Ф) строго монотонна, то [1 = [а. 

Достаточно доказать, что угловые точки 6, (концы 6) минимума И 
на Го являются точками минимума #(х, ф) на Гу. 

Из монотонности #(г, ф) на дугах Ва и аб. следует, что &,' (г, ф) = 0. 
Так как угол между касательной к Г, в угловой точке в» и направле- 
нием радиуса-вектора г достаточно мал при 7’ достаточно малом, то на 
основании леммы в угловых точках 6, минимума И имеем: 


5191 Е, (", Ф,) = т 


Если 1, (т, ф,) = 0, то из той' же леммы следует, что в точке бк мини- 
мума 0 

еп и (г, Фк) = 911 0’ (фк) = аи: 
Следовательно, в этом случае угловые точки 6, минимума П являются 
точками минимума #(г, Ф). 

Если г, (г, ф,) =0, то, рассуждая аналогично предыдущему, можно 
показать, что 

Го: 

3. Пусть 2 =а — точка возврата контура Г с углом 2л; ф = ф, — луч, 
касательный к Г в точке а и выходящий из точки а в направлении, 
противоположном направлению острия при точке возврата; функция 
7 (2) в окрестности а представляется в виде (3.1); Г. — кратность крити- 
ческой точки а функции и (х, у) = Ве} (2). Тогда 

1) если ЕЁ(г, ф,) 20 для г достаточно малых, то прир> 0 Г. =р—1, 
а при р 0 4 =р; 

2) если &(г, ф,) <0, то при р>0 14 =р, а при р<0 =р—1. 

Предположим теперь, что а — точка возврата контура Г с нулевым 
углом. Тогда 

3) если #(г, Ф,) >0, то при р>0 1 =—1, а при р<0 14 =0; 

4) если #(г, Ф,) < 0, то при р>0 1. =0, а прир<0 4 =— 14. 

4. Предположим, что в (3.1) р=0, в (а) = сев, с>0. Тогда вблизи 
а функция 1] (2) имеет вид: 


1 (2) = 8 (а) 1 (в — а)  (#— а)" [8° (2) 11 (# —а) Е $" (2)1 - С, 
где |3” (а) | | |4" (а)| == 0. Отсюда для достаточно малых г следует: 
и (г, ф) = ср1 с03 (40 - В) Е г" (г, ф) | ВеС. 


Здесь р и 0 имеют те же значения, что ив $2. Дифференцируя но- 
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следнее равенство, получаем: 
и, (г, Ф) = сар?1 зи [(1 —9)0 — В] г. 
и, (г, Ф) = = ЧР 1 с0$ [(1 - 9) 0-Е В] Е г" (го), - по). 


Из последних соотношений выводим: 


1) если с08В = 0 и зшВ-Е0, то во внутренних точках дуги 8 функ- 
ция и(т, Ф) экстремумов не имеет. Так как 


51 и, (", Ф) = (—1) 18 (9 6088) =, 

то при в =1 в одной из концевых точек дуги 6 функция и (", Ф) имеет 
входящий минимум; при этом [. = — 1. Если ци = — 1, то Г. = 

2) Если зтВ =0, то при и =1 все экстремумы функции и (г, Ф) на 
д входящие, причем минимумов на один больше, чем максимумов. 
Следовательно, /. = —1. При и = —1 все экстремумы — выходящие и 
Т=.0, 

3) Если созВ =0, то 


5181 и, (г, Ф) = (—1)7 311 (4 з11 В) = х. 


Если х=4, то 4 =—1 при:и”($) >00, 14=0 при и’ (5. < 0. Еели 
х = —1, то = —1 при и' ($) <0, Г =0 при и" (51) > 0. 

5. Пусть © ($) =и (5) -- #2 (5) — граничное значение функции ] (2), и 
пусть 5(5) =с всюду на Г. Предположим, что и($) удовлетворяет гра- 
ничным условиям С всюду на Г, кроме конечного числа степеннолога- 
рифмических точек ах. Для функции, аналитической в С и непрерывно 
продолжимой на Г вместе со своими первыми производными, указанный 
случай является невозможным, так как из формул Гильберта, связы- 
вающих граничные значения вещественной и мнимой частей аналитиче- 
ской функции, следовало бы, что на Г функции и (5) и 0($) одновре- 
менно либо постоянные, либо переменные. Но мы предполагаем, что 
7 (2) имеет в С конечное число степеннологарифмических точек отрица- 
тельного порядка. Поэтому рассматриваемый случай является реальным. 
Так как всюду на Г, кроме, быть может, степеннологарифмических 
точек ах, 


ОР №8 05 
то все точки контура Г, отличные от точек ах, являются точками ну- 
левого градиента функции Ве] (2). Если в некоторой точке 6; = 2(5;} 
и’ (5) =0, то, очевидно, /(6;) =0. Поэтому в окрестности 6; функция 
7 (2) имеет представление 


1 (2) = (2—6) (8) +7(6), Р>2. 


Следовательно, 6; — степеннологарифмическая точка. Последнее означает, 
что в рассматриваемом случае отсутствуют точки входящего и выходя- 
щего экстремума и (5) на Г. Между степеннологарифмическими точками 
функция и ($) изменяется строго монотонно. Кратность Так. втепенноло- 


гарифмической точки а» вычисляется по правилам предыдущих пунктов. 
Граничный индекс функции и (5) по Г относительно С в этом случае 
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% 


выражается формулой 
т 
й мы У 1 , 
и=1 


где т — число всех степеннологарифмических точек функции ] (2) на Г. 

Из сказанного в $ 3 следует, что соотношение (ИТ) имеет место и 
для случая, когда /(2) на Г имеет конечное число степеннологарифми- 
ческих точек ах. При этом надо полагать 


Ей 


Замечание. Результаты настоящей работы распространяются на 
псевдоаналитические функции, которые получаются из аналитических 
гомеоморфной и сохраняющей ориентацию заменой аргумента. 


$4 
Приведем несколько примеров. 
Пример 1. Пусть @ — круг |2| <1, Г— окружность |2| =1 и 
1 (2) =2“(ш2-Н д, 
0 < аге2 < 2м. 
Тогда 
1 (ев) = (1 - $) зп 4$ + #(1 - $) с0$ 4$, 
0<;<2л. 
Вычислим граничный индекс функции 
и (5) = (1 - $) 11 4$. 
Дифференцируя эту функцию, получаем: 
и' (5) =4 (14 5) соз 45 -- зщ 4$, 
и” (5) = 8 [с03 45 —2 (1 -{ $) $11 4$], 
®’ (5) = с0$ 45 —4 (1 -- $) защ 45. 


Рассуждая как при доказательстве леммы, легко установить, что и’ ($) 
имеет на Г точно 8 нулей, которые расположены в секторах 


[2+  (4%+49Эл 
А = [9 9= Ая], Оу 


Так как в А» 
зап и” (5) = 11 9” (5) = (— 4), 


то функция и (5) имеет на Г относительно С четыре входящих максиму- 


ма и четыре выходящих минимума; / =4. Соотношение (ПТ) $ 2 пере- 
пишется в виде 


1-+4=2—1-+4. 
Пример 2. Пусть @ и Гимеют те же значения, что ивпримере 1, и 


1(е*) = и (5) 5 (5) = — ве (4.1) 


2 8116 5 
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— граничное значение функции }(2), аналитической в С. Из (4.1) сле- 
дует, что ] (2) непрерывно продолжима. на Г всюду, кроме точек 
ав =е"“ А = 0.1) 


Так как 2'’(5) ==0 для всех значений $, то в окрестности ал 
= 4 
1 (2) = (в — ак) ® фк (2), ф(ак)=-, К=0,. 


Следовательно, } (2) имеет два граничных полюса. Опишем окружности 
[2 — е^" | = и обозначим через 6, дуги этих окружностей, принадле- 


жащие С,. Вычислим привзнос граничного индекса функции и(5) от 


открытой дуги 
Г. = 1 & (5, Е 61). 
Мы имеем: 
3 с0$ 55 __ 951 55 


Г Ее у 
а) о (5) = 9117 $ 


Отсюда следует: 
, Е 
в (55) = Оз 5 == ы п аа, А 


=: 1)^.3 


(— 4945, 
о ОР 


и" (5*) = $107 5}. 

Последние выражения показывают, что при А=1,3,6,8 функция 
и (5) имеет входящий минимум, а при остальных значениях А — выхо- 
дящий максимум. Следовательно, /г, = — 4. 


Составим функцию #Ё(г, Ф) для точки а, = 1: 
(г, Ф) = 7806$, 9 
Тогда 
г, ("=") =0, &=4,5,6, 7,8. 


Так как 


7 


с) вчеоеь 
, К Е 
аи 


то функция 2(г, $) при Ё=5,7 имеет входящий относительный мини- 
мум, а при остальных значениях / — выходящий максимум. Расемот- 
рим концевые точки дуги 6, (угловые точки контура Гу). Пусть © — 
положительный угол между хордой, соединяющей точку 2=1 с кон- 
цом дуги 65 и прямой х=1. Очевидно, при г достаточно малом 
угол & также достаточно мал. Тогда концу дуги д,, расположенному 


- л 
в верхней полуплоскости, соответствует значение ф = > |, а концу, 


расположенному в нижней полуплоскости, соответствует значение 


3л 
ф= > — 9. Так как 


р) 


й 


Я в > +=) — Зг в эт ба, 


УИ у 
И (”, — — ) = — 3718 311 6%, 


[. Пя = “) а: (^, т —=) — Зг 7 с0$3 ба, 
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то в концёвых точках дуги 6, функция #(г, ф) имеет входящий мини- 


мум. Поэтому Г, = —4. Рассуждая аналогично, получим Га, = — 4. 
Граничный индекс и ($) по Г относительно С равен 
Те, - Та, -Е Га, = — 42. 


Основное соотношение (ПТ) перепишется в виде 


У р)=2—4- 42. 


9=1 


Из аналитичности }(2) в С вытекает, что р; > 0. Следовательно, функ- 
ция /’(2) имеет в С точно 11 нулей, считаемых с их кратностью. 
Пример 3. Пусть С — конечная область, ограниченная кардиои- 
дой Г: 
14 = (1 - с0$ 5) с0$$, 
у = (1 -- с055) зщ, О<;<2л, 
и ВЕ 


4 с058 53 4 с038 5 5 


с0$ 45 эш 45 


и ($) Е # ($) = — 


— граничное значение функции }(2), аналитической в С. Так как вблы- 
зи $ =л уравнение контура имеет представление 


2(5) = (&— я)? $ (5), зя=-5, 


то граничное значение функции }/(2) может быть преобразовано к виду 
и ($) - # ($) = — 45 4-4 2. 


Следовательно, в точке возврата кардиоиды (2 = 0) функция }(2) име- 
ет полюс. Учитывая, что угол при точке возврата равен 2л и что на 
касательном луче, выходящем из 2 = 0, 


(г, п) = —4т 4с084л < 0, 
имеем: 


75 7$ 
1 5 0$. 
, 2 , р 
ии“ = 2, 
60595) 605 3-5. 
2х О 
54 =-7 (#=0,1,...,6) — корни производной и’ (5). Отсюда следует, что 


в точках $1, 53, 54, 56 функция и ($) имеет входящий относительный ми- 
нимум, а в точках $5, $52, 55 — выходящий относительный максимум. 
Поэтому /г,=4 и, следовательно, 


рае Пава 
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Соотношение (ПТ) дает: 
т 


(1—0 =2—1—1=0, 
К 
т. е. } (2) не обращается в нуль в области С. 
Пример 4. Пусть С и Г имеют те же значения, что В примере1, и 
А 3116 $ - с086 $ . 
7 (Е) = Е г, ПО а. 
Очевидно, точки 
: Кл 
о) 
являются граничными полюсами функции ] (2). Для всех точек конту- 
ра Г, кроме точек ак, имеет место равенство 
ди 9% 
ПЕ РЕЧРУЕ Е 0, 
и, следовательно, все точки Г, отличные от точек а», являются точка- 
ми нулевого градиента функции Ве] (2). Дифференцируя функпию и ($), 
получим: 
р _ (2 — 112 25) со 25 
в 3107 25 
2-1 
4 


Очевидно, 5, = л (Е =0, 1,2, 3) — нули функции и’ ($). Так как 


и" (5) =—2 (=0,1,2, 3), 


й 


13 
то вблизи с, =е “ функция (2) имеет представление 


1 (2) = (2—0) $ (2) 52 $(е) = —2. 
Полагая 
$: (г, Ф) = — 27? соз 2$, 


аналогично предыдущему, находим: 


т, =2 при &=0,2, Г, =41 при К = 4,3. 


Вблизи точек ак 


Пе = (ео, ве = С. 
Полагая 
{ (г, Ф) = 8 (ак) г ° 00$ 6$, 
получим: 
Г, =— 4 при в =0,2, ТГ, = —2 при Ё=1,3. 
Следовательно, 


з 
Т= У (14. --Г)=-— 6. 
К=1 
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Соотношение (11) дает: 


хи-—-рР=-—5. 


К=1 


Отсюда следует, что ]' (2) в @ имеет пять нулей, каждый из которых 


считается столько раз, какова его кратность. 
Поступило 
12. УШ. 1959 
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0 КОРНЯХ ФУНКЦИИ УИТТЕКЕРА И ФУНКЦИИ МАКДОНАЛЬДА. 
КОМПЛЕКСНОГО ИНДЕКСА 


(П редставлено академиком А. А. Дородницыным) 


В работе изучаются лежащие в секторе | агв 2 | <л корни функции 
Уиттекера "’, (2) в предположении, что А, вещественно, а и комплексно. 


Функция Уиттекера И’,, „(2) определяется как решение дифферен- 
циального уравнения 


1 
они 


22 


3 
имеющее при |2|-> 00, |аг82| «5. л — = асимптотическое поведение 


И/», в (2) —е 22^ (2) 


[см. (')]. При А =0 она выражается через цилиндрическую функцию 
Макдональда [(?), 7.335,2]: 


и, @®=У =, (+). (3) 


Докажем следующие теоремы. 
ТЕОРЕМА 1. Если № и р вещественны, причем №50 и|п| а то 


функция И’,, „(2) не имеет корней в секторе |атё2| <; п. 

ТЕОРЕМА 2. Если ^<0, п комплексно и’ |Вев|<1, шр<0 
(см. рис. 41), то функция И’», „(2) не имеет корней в секторе — < 
<аго2< 0 (если Ш р?> 0, то, соответственно, в секторе 0 < ага 2 < л, 
достаточно перейти к сопряженным величинам). 

Следствие. Если р удовлетворяет -условиям теоремы 2, то ее 
утверждение справедливо для функции Кр (2). 

ТЕОРЕМА 3. Если А вещественно, а р чисто мнимо, то функция 
И/», ь (2) в секторе | агё | < л имеет счетное множество положительных 
корней и никаких других. корней не имеет*. 

— * Примечание при корректуре. В статье Дайсона (7), вышедшей в; свет 
после того, как настоящая работа была сдана в печать, доказана теорема, совпада* 


ющая с нашей теоремой 3. Теоремы 3 и 4 используются в гидродинамической тео* 
рии устойчивости [см. (8)]. 
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Следствие. Функция К, (2) при чисто мнимом р не имеет корней 
в области 0 «|ате2|<л [ем. (3]]. 


ТЕОРЕМА 4. При ^>0, и функция И’), „ (=) имеет в сек- 
торе | аго 2 | <л корни лишь на луче агв 2 = 0; при этом их число рав- 


з 
но ближайшему к А» — и целому числу (если А — в — 5 — челое, то чис- 


я Ч 
ло корней равно А—и— 5) 5 


Отметим, что в одной из работ Дж. Тейлора (5) следствие из теоре-. 
мы 3 использовано в качестве гипотезы. 

Заметим, далее, что через функцию Уиттекера 
выражаются некоторые специальные функции, напри- 
мер интегральный логарифм, функция вероятностей, 
функции параболического цилиндра и некоторые дру- 
гие. К ним также применимы наши теоремы. 

В теореме 2 утьорждается отсутствие корней лишь 
в половине сектора |аго 2 | < л. Легко показать, что 
при достаточно малой вещественной части 4 в области 


0 < аго 2 - корни существуют. 


Рис. 1 


Схема доказательства теоремы 2 такова. Сначала 
устанавливается (лемма 9), что при непрерывном изменении А или п 
корни непрерывно смещаются и не могут исчезнуть или слиться, не 
войдя в начало координат. После этого ставятся «барьеры» для корнеи. 
Именно, показывается, что функция 
И’ ,, и (2) при ^ и п, удовлетворяю- 
щих условиям теоремы, не может 
иметь корней в областях, заштрихо- 
ванных на рис. 2, ина луче аго 2 = _ 
= —л (леммы 1,4, 5, 6, 8). Пред- 

положим, что для некоторых | = й 
=0% |- № и ^, имеется корень 25 в 

незаштрихованной части сектора 


л ы 
—л<ав2 < — 5 (обозначенной на 


рис. 2 буквой 0). Будем изменять 
ц от щ до 8. По предыдущему, 
при р = в, корень останется в об- 
ласти О и, следовательно, мы находимся в условиях теоремы’3, т.е. 
для р= 1 предполагается существование корня в области 0; 
нужно показать, что это невозможно. С этой целью непрерывно изме- 
няем \ от № до 0. При этом корень остается в области О, и, приме- 
няя лемму 2, мы приходим к противоречию. Таким образом, теорема 2 
и теорема 3 для ^Х < 0 будут доказаны. 

Приступим сначала к доказательству лемм. 

ЛЕММА 1. При ^ < 0, Пар? < 0 функция И’,, „ (2) не имеет корней 
в. области. — 2 <«:аго5 < 0: 


Рис. 2 


Функция и(2) = И’), „ (сх) удовлетворяет дифференциальному урав- 
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нению 


из 
с й 


п я № д’ 
о А ей и 


(х в дальнейшем будем считать вещественным). Умножим это уравнение 
на и, вычтем сопряженное и проинтегрируем от некоторого а до 6: 


а 


ь 
ира 


а 


зы 
и —и’и] — 
а 


|2) ь 
2 ше Ра — 22 пар? Рае = 0. (4) 


а 


Пусть с— корень функции И’»,, (2): И/», (с) =0. Тогда и(1) =0. 
Функция и(7) экспоненциальво убывает на бесконечности, так 
как —5 «< агес < 0 [см. (2)]. Положим а=\1, 6 = с. Тогда будем 


иметь: 
со со 


шраз + 2% ше 1% Р 4х — 2 Па? Ты 4—0 
1 


1 1 


(Пос< 0, шел А < 0,- Бар 0): 


— 62 


Таким образом, сумма отличных от нуля величин одного знака равна 
нулю, что невозможно. Написанное выше равенство показывает также, 
что при Пир? < 0 не может быть корней с агвс = 0. 

Замечание. Если и вещественно или чисто мнимо, то корней нет 


л 
также в области 0 < аго2 < 5, В силу очевидного равенства 


7», в (2) = И», = (2). 


Для вещественного и корней нет также и на луче агр2= 0, что 
легко вывести из интегрального представления 


НХ = 


и 
л, (2) г(#— нЕ 


бе" ^ (4 -|- кт 
0 


(можно считать р>0, так как И’, = И”), „). Для чисто мнимого и 
на луче агро 2 = 0 имеется счетное множество корней, накапливающихся 
к нулю, что можно вывести, исследуя асимптотику Й’», ь в нуле. 
ЛЕММА 2. В качестве леммы 2 докажем утверждение следствия те- 
оремы 3. Именно, докажем, что функция И’ъ,, (2) при р чисто мнимом 


: л > 
не имеет корней в секторах 5. < | тв 2| < п. Вместе с предыдущей лем- 


мой и замечанием к ней это и будет доказывать упомянутое следствие. 
Воспользуемся равенством (4), где положим А =0, а=0, 6 =1, и 


вычислим выражение и’и — и’и в нуле, применяя разложение функции 
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Я’ в (2) в ряд по степеням 2: 


1 т 3 
Ик (2) = И т, 10 (128). 


г(2-в)  г(ечь) 
Мы получим: 


На (и’ — и’) = О а "ВЗВ 2Вагес, в=й, 
И 


Г (2) _ р? ь = ы 
и Г Вагр с = Пас Ы 2 


Но левая и правая части последнего равенства имеют разные знаки, 
так так при атс «0 левая часть отрицательна, а правая положитель- 


на ( нас — <|агес| < л) ‚ а при агос > 0 — наоборот; поэтому. равен- 


ы- л 
ство невозможно, т. е. в рассматриваемой области -; < |агё 2 | < л кор- 


ней быть не может, что и требовалось доказать. 

Учитывая равенство И’»_„ = И”» „, можно считать, что в теореме 2 
и принадлежит области ©: 0 < Вей <1, ши < 0. 

ЛЕММА 3. Если А» фиксировано, а 2 находится в произвольной 


“ л 
ограниченной области сектора — п< ага: < — >, то при достаточно 


больших |р|, иЕ®, функция И’), (2) отлична от нуля. 
По известной формуле [см. (?), 7.320], 


‚| 
Иль (9) =. (ВАЗ; — 2-1; д + 


1 
г(-+в—^\ 
о - (> | 
ра (в А+; 2+4 2). 6) 


Но, как легко проверить, 


-- 228 


Е4 
1. з а 1 
„В (А+ 5; 24-1; = [1+0 (и), 
причем оценка остатка равномерна относительно 2 в конечной области. 
Оценим гамма-функции, пользуясь их асимптотикой при стремлении к 


бесконечности мнимой части аргумента [см. (2), 6.328]. Мы имеем: 


ге Г( на) 


Г (р) ет 


рн [А < 


[2% | д [2 Ве Ве-ппь агв 2 < ке ть! 


2 « 
Отсюда следует, что правая часть формулы (5) равна с? [1 +0 (т) 
т’ 
и при достаточно больших |д| отлична от нуля. 


КОРНИ ФУНКЦИИ УИТТЕКЕРА 947 


ЛЕММА 4. При фиксированном ) найдется такая окрестность нуля 
{2|<в, —л< ав 2<— >, в которой функция И’»„ (2) не обращается 
в нуль ни при каком вЕО. 

По предыдущей лемме, для доказательства достаточно рассматривать 
лишь | р |, не превосходящие некоторого М. Обозначим множество таких 
| &| через @м. Область @м разобьем на три части: ©, для которой 


1 1 я 5 1 
[2—5 <+ ‚ 9, для которой о, и оставшуюся часть 9.. 
Сначала мы докажем лемму для @., потом для ©, и для 95, а затем 
3 1 2, 
возьмем меньшую из трех полученных окрестностей. 
Запишем степенной ряд для функции И’, (2) в следующей форме: 
„р 


4 
=. ве Г (+в) 


е? 2 Г р) И’, (2) = 
1 
Г ь-—^ 
—2 2 
|4 тете „ + 248 (2), (6) 
г(5-—в—^ 
где 
1 
1 © лаЕРСи-А+5+Ю ГС 2+1 
О 
К=1 г(-в—^+5) г(-2А-+1+9 
г (и) гс 224-141) 
х | 1—0» 


М (Нила) ге! А) 


‘Нетрудно получить оценку 


Г(—2) Г (5+ 2 ,) 


ге») И 
(2) г(5-в—^ 


Е 2% > ср |.) 


| 
для иЕО. (где с не зависит от |). Что касается остаточного члена, то 
ряд в формуле для В (2) сходится абсолютно и равномерно по сини 
в указанных областях и обращается в нуль при р = 0, поэтому 

[В (2) | <ч. 

Отсюда следует, что при достаточно малых |2| остаточный член 
меньше главного и сумма их не может обратиться в нуль. При этом 
оценка радиуса окрестности не зависит от и6®.. 

Для области ©, запишем ряд несколько иначе: 


2 НИ 
е? И’, (2) а и (2), 
г (+в —^ 
или у 
1 
зы} Ра НВА) + 
а Ее у НЫ 2 


г (ув л)г (+-в—л) и 


4 
г(и-л-х +) = 
АНН, 2 её. 

Гы + &—1 
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Ряд_в формуле для 65 (2) сходится абсолютно и равномерно по 2 и по 


4 , 
р в указанных областях и при р =-х обращается в нуль. Поэтому 


1 
19 енто 
7 Вы 
и весь остаточный член меньше с]|2|8, главный же чден больше с |2} 
При достаточно малых |2| сумма их не может обратиться в нуль ни при 
одном р. Для области ©. доказательство аналогично, но используется 
иная форма записи разложения в степенной ряд: 


е И”»ь (2) = 


/ 3 
и”) Г(—2 1 3 
г (+в =) г(-в-*+3)ге-2ж+2) 
Т (2) ней Г (2) Г (— 25-1) 


г (5 и — л)г (> ше) 
3 
в—— 


1 ох 3 
г(-ы-А++А)®в г(и-^-2+*): 2 
Г(-2. -+4-+-ЮН ТО (2) 


—. 


К=2 


2—2. 


ЛЕММА 5. Для любой ограниченной области изменения ^ на: отри- 
цательной полуоси (— со, 0) и произвольного фиксированного дЕ® или п 


3 а дл 
вещественного, =. найдется окрестность |2 | < в, — паг <— 5, 
щ в 2 р $; аг5 2 $; р) 


в которой функция ИЙ’,› , (2) отлична от нуля. 

Доказательство получается непосредственно из формулы (6) при 
в Е 0, +4 ‚ 1. При и =.0, >, +1 нужно воспользоваться соответ- 
ствующими рядами. 

ЛЕММА 6. Для всякой ограниченной ‚области изменения № и р най- 
дется достаточно большое число (, такое, что при |2|>71, —п< 


<аге2 < — = ‚ функция И’»., (2) отлична от нуля. 


74 
Лемма является простым следствием асимптотики’ ИХ) „, (2) —е ? 2^. 


ЛЕММА 7. Функция ` И’, (2) не имеет корней на’ луче аго 2 = — п, 


если ^ <0, а р либо чисто мнимо, либо вещестивенно и [16| < — ‚ либо 

В. случаях чисто мнимого или вещественного и применим форму- 
лу 4, где положим а=1, а 6 оставим произвольным. Если с — корень 
функции И’, (2), агес = —л, то’ и(1) =0 и ‘значение и’и — ши при 
х=1 равно нулю. Равны нулю и. все члены с интегралами, ибо 
с, с, д? — действительные числа. Следовательно, и’и — и’и тождествен- 
но равно нулю, т. е. и’и. вещественно, Но. этого не может быть по сле- 
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дующей причине. Если и’и вещественно, то вещественно и и’|и. Отсюда 
следует, что функция И’,,, (2) имеет при аго 2 = —л постоянную фазу; 
обозначим ее ‘через лр., Тогда функция 22И/» „ (2) вещественна при агро 2 = 
= — Л, а при агс 2 = л она должна иметь сопряженные значения, т. е. 
те же самые. Поэтому это есть однозначная функция; обозначим ее че- 
рез И.,ь (2). Итак, 


У (2) С И (2), 


где функция И), (2) однозначна. Но единственными решениями уравне- 
ния Уиттекера такого вида являются функции Мл. (2) и Мл, (2), но 


не функция Й’»., (2) (исключением являётся случай р = + 5) ^=0; 
2 
‚но И’ 1 (2) = в 2 = 0). 


2 
В случае ий =1- 28, В<0, применяем рекуррентную формулу 
1 


2 
2(—э 1 
| : ) ее (2) —2 ( — 5.) а 
И’ х,ы (2) ие Иса пт сее Е 5: ВНЕ а О 
| в— > — 
[см., например, (4)]. Пусть И’, 1-в (с) =0. Тогда из рекуррентной фор- 
мулы получим: 


1 
В--5}. у ь 
7: 2) а У», лв (с) — ИЙ’»в (с) = 0 
2(в+ 2) 
Обозначим 
и (1) = И’», вв (с2): 
Тогда: 


1 №с. 
| :) @= 
Применяя к и(2) формулу (4), найдем: 
ии ши = 0. 


оны — > ие 
Но по только что. полученной формуле значение и’и — и’и при х=1 
равно 


п” (1) (ив? (| 

в 
‘Значение: же и’и — и’и в‘нуле равно. 
г(28) __ 


д 
1 
г (+в 


"|< |8 з6 2л8. 


Поэтому | 
Чиа АЗ 28, #>0. 


Но это’ равенство-‘невозможно, так как. 8—0, 
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ЛЕММА 8. Ни при каком \ <0 ирЕО функция И’»,ь (2) не может 
иметь корней на луче агб 2 = — п. 
Зафиксируем индекс А. По лемме 4, существует достаточно малое г 
такое, что при х<е : 


УИ» (Е) = 0 


для всех рЕ®. Возьмем произвольно большое число { и докажем, что 
Ил, (е-*"2) +0 при рЕО и =<х<1. Рассмотрим в плоскости р кон- 
тур, состоящий из отрезков 


[0, — ИЛ, [-И, 1—2, И — Ш, 1], 01, 


где Г, выбрано настолько большим, чтобы И», „ (ет) +0 при |и| >В 
и <] (лемма 3). В силу лемм Зи 7, И’, (е"1) =0 ва всех сто- 
ронах нашего прямоугольного контура. Будем рассматривать функцию 
И” и (е *"5) как аналитическую функцию комплексного переменного р 
при ‘фиксированном 5 и докажем, что эта функция не обращается в нуль, 
когда и лежит внутри контура. Число корней внутри контура равно 
числу обходов функции И’, „(ее х) вокруг нуля при движении р вдоль 
контура в положительном направлении. Если считать х параметром, то 
функция И’, \. ^"2) непрерывно зависит от этого параметра и ни при 
каком его значении от [ до г не обращается в нуль на контуре. Это зна- 
чит, что при непрерывном изменении параметра от [ до & число обхо- 
дов не изменится. Но при 2 = 8 это число равно нулю, так как И/».„ (ег) 
не имеет корней внутри контура. Следовательно, при любом <] это 
число равно нулю, т. е. ни при каком < у функции И’» (ел) нет 
корней внутри контура. Поскольку [ и Г были произвольно велики, то 
лемма 8 полностью доказана. 

ЛЕММА 9 (о непрерывной зависимости корней от параметров ^ 
и |). Пусть И’»., (2) =0 и принадлежит некоторой односвязной ог- 
раниченной области ©, замыкание которой не содержит нуля. Тогда для 
‚ любой дуги 1 в плоскости комплексного переменного ^, исходящей из точ- 
ки \., существует непрерывная (и даже аналитическая) функция 2(^), 
определенная либо вдоль всей этой дуги, либо до некоторой точки \щ, 
для которой 2(\1) принадлежит границе области ©, такая, что 2(^) 
лежит внутри области, (№) =5 и Или (2(^)) =0. 

Иными словами, при непрерывном изменении параметра корень непре- 
рывно смещается, пока он не пересечет границы данной области. Такое 
же утверждение верно и по отношению к параметру и при фиксирован- 
ном №. 

‘Доказательство леммы легко может быть получено из теоремы о не- 


явных аналитических функциях [см. (в)], если учесть, что при И/›.ь, (22) =0 
производная 


9 
д И’, (2°) = 0 , 


так как И’,,.„.(2) удовлетворяет однородному линейному дифференциально - 
му уравнению второго порядка пог и ни в какой точке не может обра- 
щаться в нуль вместе © производной. Более того, для всех АЕт и 260 
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таких, что И’), (2) =0, величины |5 ЗЕ И’ @] ограничены снизу одной 
константой, что позволяет проводить аналитическое продолжение функ- 
-ции 2(^) равными шагами. 

Доказательство теоремы 1 и теоремы 3 для ^< 0. Доста- 
точно Доарат что при А <0ир чисто мнимом или и вещественном, 


У — 2 ‚ функция ИЙ’,,„ (2) не может иметь корней в области — д ЕЕ 2< 


Е >. Пусть такой корень имеется для некоторых ^,, шо. 


Будем непрерывно изменять Л от Л, до 0. При этих значениях /, 
корень не может находиться в областях, заштрихованных на рис. 2, 
и на луче атс 2 = —л в силу лемм 1,5, 6, 8. По лемме 9, корень из- 
меняется непрерывно, а поскольку он не может пересечь границ обла- 
сти, то остается внутри нее и при ^ =0. Но функция И’.,„,,(2) не мо- 


ыы л 
жет иметь корней в секторе — л<Затр 2< — 5. по лемме 2 для чисто 
мнимых 4 и по известной теореме [см. (3)] для вещественных п, |№| < 


>. Полученное противоречие доказывает утверждение теоремы, так 


- л 
как отсутствие корней в секторе 5 < агр 2<л получается простым пе- 


реходом к комплексно сопряженным величинам (см. замечание к лемме 1). 
Доказательство теоремы 2. Пусть 


И’, и, (55) =0, — лаг < —5 ы 


Зафиксируем Л, и будем изменять и от ш, = % + до №. Корень не 
может выйти за пределы области, заштри- 
хованной на рис. 2, в силу лемм 1, 4, 6, 8. 
Но при р = 3%, по теореме 3, в этой об- 
ласти корней нет. Полученное противоре- 
чие и доказывает теорему. 
Доказательство теоремы 3 для 
Х>0. Пусть для некоторого № >0ицщ = Ц 
функция И’),.„,(2) имеет корень 2 в’области 
| ато 2| <л. Будем изменять А от № до 0. 
Подобно предыдущему, поставим барьер, 
| который корень при своем непрерывном 
| смещении не может пересечь. Пусть это 
| будет контур, изображенный на рис. 3. Радиус внешней окружности 
возьмем настолько большим, чтобы при 2, большем этого радиуса 
| по модулю, функция И’»,, (2) не могла обратиться в нуль ни при 
каком \ из интервала [0, Л›] (асимптотика на бесконечности). Радиус 
внутренней окружности возьмем зависящим от / и непрерывно изменя- 
ющимся с изменением А. Именно, пусть.он будет достаточно мал: для 
того, чтобы корень 2 содержался в рассматриваемой области. Далее, 
рассмотрим асимптотику виа нуля функции И», (2): 
` ЕЯ 2. 


2 Зе И’, в, (2) = 2а соз (ф — В № |2| — в ах 2) -О (2 ), 


Рис. 3 


где а и ф суть модуль и аргумент функции Г (28 )/Г (++ + —^), 
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а 
т. е. они непрерывно зависят от А. В качестве радиуса р выберем одно из 
чисел, для которых 


ф— В, шр = 2л &.. 


Для таких р функция И’, „. не обращается в нуль на окружности, так 
как остаточный член меньше главного. Нет корней также и на прямо- 
линейных частях контура, так как доказательство леммы 7 проходит 
и при ^>0, если д чисто мнимо или вещественно. 

Таким образом, при непрерывном изменении ^ от № до 0 все корни 
остаются внутри области. Остается заметить, что если какой-нибудь 
корень в этой области не лежал на луче аго 2 = 0, то при непрерывном 
изменении \ он и не может попасть на этот луч, ибо каждый корень 
вхсдит вместе с комплексно сопряженным и эти корни слились бы, чего 
быть не может, так как функция Уиттекера не имеет кратных корней. 
Но все корни функции И/ов (2) лежат на этом луче, следовательно, 
там же лежат и все корни И/» 3 (2) в области |ате 2 | <л. 

Доказательство теоремы 4. Теорему 4 можно было бы дока- 
‚зать так же, как предыдущие, ставя барьеры для корней. Но это было 
бы связано с кропотливыми подсчетами и потому (а также для разно- 
образия) мы докажем ее другим способом. Число корней функции 
ИУ, (2) внутри контура, изображенного на рис. 3, равно приращению 
аргумента при обходе по этому контуру. Внешний радиус возьмем та- 
ким, чтобы 


лье: 2+); 
У? 


где |(2)| на контуре меньше >, внутренний радиус — таким, чтобы 


саб а 
Иль =е к-т а е(2), 
г (+в) 


у? 


где |2 (2)| на контуре меньше ->- (мы предполагаем пока, что число 
^, —в—- нецелое). Тогда приращение аргумента по внешней окруж- 
ности будет равно 2л^, -- г, где <->, а по внутренней окружности 
оно будет равно 2л (—5) + &, в <>. Сумма этих приращений 
равна 


2ж (А — 5)», < л, 


Чтобы найти ‘приращение по верхнему из отрезков, заметим, что 
Й’»... (е"х) удовлетворяет тому же дифференциальному уравнению, что 
и И’. (2). Отделим действительную и.мнимую части: 


И», (25) = и (+ й (2). 
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Функции и (2), °(х) удовлетворяют тому же уравнению и являются ли- 
нейно независимыми. Следовательно, некоторая их линейная комбина- 
ция равна Ил, (5), т, е. 


И’. (5) = Вес-И/»,, (ет), 


где с — некоторое комплексное число. Но, поскольку, по теореме 1, 
ИЙ’—›,„.(х) не обращается в нуль (—7 < 0), то аргумент сИ’».,, (ел) из- 
меняется не более, чем на л (так как вещественная часть не обрашается. 
в нуль). То же можно сказать и об аргументе И’, „,(е"х). Итак, измене- 
ние аргумента по верхнему отрезку равно 


л 


л (-в+ 5) — А 2-Е, ре 


в случае, если Г (5 и — ^) >0, и 


л 


л(-в +5) —лА ль <, 


если г (5 и — ^) < 0. Число Ё в этих выражениях подбирается так, 


чтобы изменение было меньше л. Изменение аргумента по нижнему 
отрезку такое же. Общее изменение по всему контуру равно 


4 Рё < 2м, 
если г(;-+в—^)>0 и 
2 (26 +1) +в =<2л, 
если Г (: +в—^) < 0. 
Таким образом, число корней равно ближайшему к А -- в чет- 
ному числу, если Г т и — ^) >0, и ближайшему к АРи— ь не- 


1 
четному числу, если Г (5 ыы — ^)<0. Следовательно, во всех случа- 
ях берется ближайшее к ^— цолое число. Мы предполагали, что 


^ —в — 5 нецелое. Если же это целое число, то в доказательстве нуж- 
но взять другую асимптотику в нуле. Осталось проверить, что все кор- 
ни лежат на луче аго 2 = 0. Это следует из того, что при непрерывном 
изменении / корни в рассматриваемой области, согласно нашим под- 
счетам, добавляются по одному, а поскольку функция вещественна на 
луче аго 2 =0, неположительные корни должны входить комплексно 
сопряженными парами. Корень же, находящийся на луче агв 2 =0, не 
может сойти с этого луча при изменении А, что мы уже установили 


при доказательстве теоремы Э. 


Поступило 
23.1.1959 
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